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前 言

数论这门学科最初是从研究整数开始的, 所以叫整数数论. 后来整数

数论又进一步发展, 就叫做数论了. 确切地说, 数论就是一门研究整数性

质的学科. 数论和几何学一样, 是古老的数学分支.

数论在数学中的地位是特殊的, 高斯曾经说过:“数学是科学的皇后,

数论是数学中的皇冠”. 虽然数论中的许多问题在很早就开始了研究,

并得到了丰硕的成果, 但是至今仍有许多被数学家称之为“皇冠上的明

珠”的悬而未解的问题等待人们去解决. 正因如此, 数论才能不断地充

实和发展, 才能既古老又年轻, 才能始终活跃在数学领域的前沿.

初等数论所包含的一个重要内容是研究数论函数的各种性质, 而著

名的 Smarandache 函数 S(n) 是重要的数论函数之一, 它是由美籍罗马

尼亚著名数论专家 F.Smarandache 教授首先提出的. 此外, 在 1991 年

美国研究出版社出版的《只有问题，没有解答》一书中, F.Smarandache

教授提出了 105 个关于特殊数列、算术函数等未解决的数学问题及猜

想. 随着这些问题的提出, 许多学者对此进行了深入的研究, 并获得了不

少具有重要理论价值的研究成果!

本书是作者在西北大学访问期间, 根据导师张文鹏教授的建议, 将目

前中国学者关于 Smarandache 问题的部分研究成果汇编成册, 其主要目

的在于向读者介绍关于 Smarandache 问题的一些最新的研究成果, 主要

包括 Smarandache 函数及相关函数的渐近性质、级数收敛问题、特殊

方程的解等一系列问题, 并提出了关于这些函数的一些新的问题, 有兴趣

的读者可以对这些问题进行研究, 从而开拓读者的视野, 引导和激发读者

对这些领域的研究兴趣.

在本书的编写过程中, 得到了张文鹏教授的各位研究生的大力支持

和帮助, 在此表示感谢. 另外, 还要特别感谢张沛硕士为本书的编写及打

印所付出的艰苦努力. 最后对我的导师张文鹏教授的热情鼓励, 详细地

审阅全书并提出许多宝贵意见致以深深的谢意!

编者

2007 年 8 月
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第一章 Smarandache 函数

第一章 Smarandache 函数

当自变量 n 在某个整数集合中取值时, 因变量 y 取复数值的函数 y = f(n)
称为数论函数或算术函数. 由于许多数论或组合数学中的问题均可化为一些数论
函数来讨论, 所以数论函数是一类非常重要的函数, 是数论中的一个重要研究课
题, 是研究各种数论问题中不可缺少的工具. 而数论研究的一个重要内容是数论函
数的性质, 如函数的均值问题, 我们知道有许多数论函数的取值是很不规则的, 例

如 φ(n), d(n), µ(n) 等等, 但是这些数论函数的均值
1
x

∑

n≤x

f(n) 往往具有良好的性

质. 本章主要研究了一些关于 Smarandache 函数及其复合函数的均值问题, 以及
包含 Smarandache 函数的一些特殊方程的求解问题.

1.1 引言

首先, 我们给出几个相关函数的定义
定定定义义义 1.1 对任意正整数 n, 著名的 Smarandache 函数 S(n) 定义为最小的

正整数 m 使得 n|m!, 即 S(n) = min{m : n|m!, m ∈ N}.
定定定义义义 1.2 对任意正整数 n, Dirichlet 除数函数 d(n) 表示 n 的正因子个数,

即

d(n) =
∑

d|n
1.

定定定义义义 1.3 函数 Z(n) 定义为最小的正整数 k 使得 n ≤ k(k + 1)/2, 即

Z(n) = min{k : n ≤ k(k + 1)/2}.

它是罗马尼亚著名数论专家Jozsef Sandor教授引入的.
定定定义义义 1.4 对任意正整数 n, 函数 SM(n)定义为：当 n = 1时, SM(1) = 1；

当 n > 1 且 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k 为 n 的标准分解式时,

SM(n) = max{α1p1, α2p2, α3p3, · · · , αkpk}.

容易验证函数 SM(n) 是 Smarandache 可乘函数.
定定定义义义 1.5 对任意正整数 n 及任意给定的整数 k ≥ 2, 则 n 的 k 次补数 ak(n)

定义为最小的正整数 m, 使得乘积 m · n 为完全 k 次方幂.
其次，我们再给出 Smarandache 函数的一些性质. 为方便起见, 设 n =

pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k 是 n 的标准分解式.
性性性质质质 1.1 对任意正整数 n, 我们有

S(n) = max
1≤i≤k

{S(pαi

i )} .

1
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特别地，S(p) = p.
性性性质质质 1.2 如果 P (n)表示 n的最大素因子, 即 P (n) = max{p1, p2, · · · , pk},

并且当 P (n) >
√

n 时有

S(n) = P (n).

证证证明明明: 根据 P (n) 的定义及条件 P (n) >
√

n, 我们有

S(P (n)) = P (n).

对于 n 的其它素因子 pi (1 ≤ i ≤ k 和 pi 6= P (n)), 则有

S(pαi

i ) = αipi.

下面我们分三种情况来讨论 S(pαi

i ) 的上界
(1) 当 αi = 1 时, S(pi) = pi ≤

√
n.

(2) 当 αi = 2 时, S(p2
i ) = 2pi ≤ 2 · n 1

4 ≤ √
n.

(3) 当 αi ≥ 3 时, S(pαi

i ) = αi · pi ≤ αi · n
1

2αi ≤ n
1

2αi · lnn

ln pi
≤ √

n, 这里我们利

用了当 pα|n 时有 α ≤ lnn

ln p
.

由 (1)-(3), 容易得到
S(pαi

i ) ≤ √
n.

综上所述, 我们有

S(n) = max
1≤i≤k

{S(pαi

i )} = S(P (n)) = P (n).

于是完成了性质的证明.
性性性质质质 1.3 S(pα) 的上下界估计为

(p− 1)α + 1 ≤ S(pα) ≤ (p− 1)[α + 1 + logp α] + 1.

性性性质质质 1.4 S(n) 函数均值的渐近公式

∑

n≤x

S(n) =
π2

12
x2

lnx
+ O

(
x2

ln2 x

)
.

证证证明明明: 我们把所有正整数分为两个集合 A 和 B:

A = {n|n ≤ x, P (n) ≤ √
n}, B = {n|n ≤ x, P (n) >

√
n}.

2
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根据 Euler 求和公式及性质 1.2 有
∑

n∈A

S(n) ¿
∑

n≤x

√
n lnn

=
∫ x

1

√
t ln tdt +

∫ x

1

(t− [t])(
√

t ln t)′dt +
√

x lnx(x− [x])

¿ x
3
2 lnx.

同样地, 根据 Abel 求和公式有
∑

n∈B

S(n) =
∑
n≤x

P (n)>
√

n

P (n) =
∑

n≤√x

∑

n≤p≤ x
n

p

=
∑

n≤√x

∑
√

x≤p≤ x
n

p + O


 ∑

n≤√x

∑

n≤p≤ x
n

√
x




=
∑

n≤√x

(
x

n
π

(x

n

)
−√xπ(

√
x)−

∫ x
n

√
x

π(s)ds

)
+ O

(
x

3
2 lnx

)
,

其中 π(x) 表示不超过 x 的素数的个数. 注意到

π(x) =
x

lnx
+ O

(
x

ln2 x

)
,

则由上式有

∑
√

x≤p≤ x
n

p =
x

n
π

(x

n

)
−√xπ(

√
x)−

∫ x
n

√
x

π(s)ds

=
1
2
· x2

n2 lnx/n
− 1

2
· x

ln
√

x
+ O

(
x2

n2 ln2 x/n

)

+O

(
x

ln2√x

)
+ O

(
x2

n2 ln2 x/n
− x

ln2√x

)
.

因而, 我们有

∑

n≤√x

x2

n2 lnx/n
=

∑

n≤ln2 x

x2

n2 lnx/n
+ O


 ∑

ln2 x≤n≤√x

x2

n2 lnx




=
π2

6
· x2

lnx
+ O

(
x2

ln2 x

)

和

∑

n≤√x

x2

n2 ln2 x/n
= O

(
x2

ln2 x

)
.

3
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综上所述, 则
∑

n≤x

S(n) =
∑

n∈A

S(n) +
∑

n∈B

S(n)

=
π2

12
· x2

lnx
+ O

(
x2

ln2 x

)
.

于是完成了性质的证明.
性性性质质质 1.5 对任意的素数 p 和满足 1 ≤ k < p 的正整数 k 及多项式 f(x) =

xnk + xnk−1 + · · ·+ xn1 (nk > nk−1 > · · · > n1), 有

S(pf(p)) = (p− 1)f(p) + pf(1).

特别地,

S
(
pkpn)

= k

(
φ(pn) +

1
k

)
p,

其中 φ(n) 是 Euler 函数.
性性性质质质 1.6 设 P (n) 表示 n 的最大素因子, 则对任意实数 x > 1, 有渐近公式

∑

n≤x

(S(n)− P (n))2 =
2ζ

(
3
2

)
x

3
2

3 ln x
+ O

(
x

3
2

ln2 x

)
,

其中 ζ(s) 表示 Riemann zeta- 函数.
性性性质质质 1.7 对任意固定的正整数 k 及任意实数 x > 1, 有渐近公式

∑

n≤x

Λ(n)S(n) = x2

k∑
i=0

ci

lni x
+ O

(
x2

lnk+1 x

)
,

其中 Λ(n) 是 Mangoldt 函数, ci(i = 1, 2, · · · , k) 是常数, 并且 c0 = 1.

1.2 S(n) 函数和 d(n) 函数的混合均值

本节主要研究一个包含 Smarandache 函数 S(n) 与 Dirichlet 除数函数 d(n)
的混合均值问题, 给出一个较强的渐近公式. 即要证明下面的

定理 1.2.1 设 k ≥ 2 为给定的整数, 则对任意实数 x > 1, 有渐近公式

∑

n≤x

S(n) · d(n) =
π4

36
· x2

lnx
+

k∑
i=2

ci · x2

lni x
+ O

(
x2

lnk+1 x

)
,

其中 d(n) 为 Dirichlet 除数函数, ci (i = 2, 3, · · · , k) 为可计算的常数.
证明: 事实上, 在和式

∑

n≤x

S(n) · d(n) (1-1)

4
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中, 我们将所有 1 ≤ n ≤ x 的正整数 n 分为两个集合 A 与 B, 其中集合 A 包含所

有那些满足存在素数 p 使得 p|n 且 p >
√

n 的正整数 n; 而集合 B 包含区间 [1, x]
中不属于集合 A 的那些正整数. 于是利用性质 1.1, 我们有

∑

n∈A

S(n) · d(n) =
∑

n≤x

p|n,
√

n<p

S(n) · d(n) =
∑

np≤x
n<p

S(np) · d(np)

=
∑

np≤x
n<p

2p · d(n) =
∑

n≤√x

2d(n)
∑

n<p≤ x
n

p. (1-2)

设 π(x) =
∑

p≤x

1, 于是利用 Abel 求和公式及素数定理

π(x) =
k∑

i=1

ci · x
lni x

+ O

(
x

lnk+1 x

)
,

其中 ci (i = 1, 2, · · · , k) 为常数且 c1 = 1.
则有

∑

n<p≤ x
n

p =
x

n
· π

(x

n

)
− n · π(n)−

∫ x
n

n

π(y)dy

=
x2

2n2 lnx
+

k∑
i=2

ai · x2 · lni n

n2 · lni x
+ O

(
x2

n2 · lnk+1 x

)
, (1-3)

其中 ai 为可计算的常数. 注意到

∞∑
n=1

1
n2

=
π2

6
及

∞∑
n=1

d(n)
n2

=

( ∞∑
n=1

1
n2

)2

=
π4

36
,

结合 (1-2) 及 (1-3) 式可得

∑

n∈A

S(n) · d(n) =
x2

lnx
·

∑

n≤√x

d(n)
n2

+
∑

n≤√x

k∑
i=2

2ai · x2 · d(n) · lni n

n2 · lni x

+O

(
x2

lnk+1 x

)

=
π4

36
· x2

lnx
+

k∑
i=2

bi · x2

lni x
+ O

(
x2

lnk+1 x

)
, (1-4)

其中 bi 为可计算的常数.

5
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现在我们讨论集合 B 中的情况, 由 (1-1) 式及集合 B 的定义知对任意 n ∈ B,
当 n 的标准分解式为 n = pα1

1 · · · pαr
r 时, 我们有

S(n) = max
1≤i≤r

{S(pαi

i )} ≤ max
1≤i≤r

{αipi} ≤
√

n lnn. (1-5)

于是由 (1-5) 式有

∑

n∈B

S(n) · d(n) ≤
∑

n∈B

d(n) · √n · lnn ≤
∑

n≤x

d(n) · √n · lnn ≤ x
3
2 ln2 x, (1-6)

其中利用到渐近公式 ∑

n≤x

d(n) = x · lnx + O(x).

由集合 A 及 B 的定义并结合 (1-4) 及 (1-6) 式有

∑

n≤x

S(n) · d(n) =
∑

n∈A

S(n) · d(n) +
∑

n∈B

S(n) · d(n)

=
π4

36
· x2

lnx
+

k∑
i=2

bi · x2

lni x
+ O

(
x2

lnk+1 x

)
,

其中 bi (i = 2, 3, · · · , k) 为可计算的常数. 于是完成了定理的证明.

1.3 关于 F.Smarandache 函数 S(mn) 的渐近性质

从函数 Sp(n) 和 S(n) 的定义可以看出这两个函数存在着密切的关系,
即 S(pn) = Sp(n). 在本节中我们正是利用这一关系来研究函数 S(mn) 的渐
近性质, 并得到一个渐近公式. 即要证明下面的
定理 1.3.1 设 m > 1 为给定的正整数且标准分解式为 m = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k ,
则对任意正整数 n, 有渐近公式

S(mn) = (p− 1)αn + O
( m

lnm
lnn

)
,

其中 (p− 1)α = max
1≤i≤k

{(pi − 1)αi}.
证明: 设 m = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k 是 m的标准分解式,则 mn = pα1n
1 pα2n

2 · · · pαkn
k .

那么由性质 1.1 有

S(mn) = S(pα1n
1 pα2n

2 · · · pαkn
k ) = max

1≤i≤k
{S(pαin

i )}. (1-7)

另外从函数 Sp(n) 和 S(n) 的定义及性质有

S(pn) = Sp(n),

6



第一章 Smarandache 函数

由此可得

S(pαin
i ) = Spi(αin).

所以此时可以将 S(pn) 的渐近性问题转化为 Sp(n) 的渐近性问题来研究. 由上式
及渐近式

Sp(n) = (p− 1)n + O

(
p

ln p
lnn

)

可得到

S(pαin
i ) = Spi(αin) = (pi − 1)αin + O

(
pi

ln pi
ln(nαi)

)
. (1-8)

不失一般性假定

S(pαn) = max
1≤i≤k

{S(pαin
i )} = max

1≤i≤k
{Spi(αin)}. (1-9)

显然由渐近式 (1-8) 不难看出对充分大的正整数 n, 当 (pi − 1)αi 最大时, S(pαin
i )

最大. 因此注意到误差项

O

(
pi

ln pi
ln(nαi)

)
= O

( m

lnm
lnn

)
,

由 (1-7), (1-8) 及 (1-9) 式得到

S(mn) = S(pαn) = Sp(αn) = (p− 1)αn + O

(
p

ln p
ln(αn)

)

= (p− 1)αn + O
( m

lnm
lnn

)
.

其中 (p− 1)α = max
1≤i≤n

{(pi − 1)αi}. 于是完成了定理的证明.

由此定理可得到下面的

推论 1.3.1 设 m > 1 为给定的正整数且标准分解式为 m = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k ,
那么我们有极限式

lim
n→∞

S(mn)
n

= (p− 1)α,

其中 (p− 1)α = max
1≤i≤k

{(pi − 1)αi}.

1.4 复合函数 S(Z(n)) 的均值

本节主要研究复合函数 S (Z(n))的均值问题,并给出一个较强的渐近公式. 即
要证明下面的

7



Smarandache 问题新进展

定定定理理理 1.4.1 设 k ≥ 2 为给定的整数, 则对任意实数 x > 1, 有渐近公式

∑

n≤x

S (Z(n)) =
π2

18
· (2x)

3
2

ln
√

2x
+

k∑
i=2

ci · (2x)
3
2

lni
√

2x
+ O

(
x

3
2

lnk+1 x

)
,

其中 ci (i = 2, 3, · · · , k) 为可计算的常数.
证证证明明明：：： 事实上, 在和式

∑

n≤x

S (Z(n)) (1-10)

中, 注意到当
(m− 1)m

2
+ 1 ≤ n ≤ m(m + 1)

2
时都有 Z(n) = m, 也就是说方

程 Z(n) = m 有 m 个解

n =
(m− 1)m

2
+ 1,

(m− 1)m
2

+ 2, · · · ,
m(m + 1)

2
.

由于 n ≤ x, 所以由 Z(n) 的定义可知当 Z(n) = m 时, m 满足 1 ≤ m ≤√
8x + 1− 1

2
. 注意到 S(n) ≤ n, 于是有

∑

n≤x

S (Z(n)) =
∑

n≤x

Z(n)=m

S(m) =
∑

m≤
√

8x+1−1
2

m · S(m) + O(x)

=
∑

m≤√2x

m · S(m) + O(x). (1-11)

现在我们将所有整数 1 ≤ m ≤ √
2x 分为两个集合 A 与 B, 其中集合 A 包含

所有那些满足存在素数 p 使得 p|m 且 p >
√

m 的正整数 m; 而集合 B 包含区

间 [1,
√

2x] 中不属于集合 A 的那些正整数. 利用性质 1.1, 我们有

∑

n∈A

m · S(m) =
∑

m≤√2x

p|m,
√

m<p

m · S(m) =
∑

mp≤√2x
m<p

mp · S(mp)

=
∑

mp≤√2x
m<p

mp · p =
∑

m≤ 4√2x

m
∑

m<p≤
√

2x
m

p2. (1-12)

设 π(x) =
∑

p≤x

1, 利用 Abel 求和公式、分部积分法以及素数定理有

∑

m<p≤
√

2x
m

p2 =
2x

m2
· π

(√
2x

m

)
−m2 · π(m)−

∫ √
2x

m

m

2y · π(y)dy

8
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=
1
3
· (2x)

3
2

m3 ln
√

2x
+

k∑
i=2

ai · (2x)
3
2 · lni m

m3 · lni
√

2x

+O

(
x

3
2

m3 · lnk+1 x

)
, (1-13)

其中 ai 为可计算的常数. 注意到
∞∑

n=1

1
n2

=
π2

6
, 并结合 (1-12) 及 (1-13) 式可得

∑

n∈A

S (Z(n)) =
1
3
· (2x)

3
2

ln
√

2x

∑

m≤ 4√2x

1
m2

+
∑

m≤ 4√2x

k∑
i=2

ai · (2x)
3
2 · lni m

m2 · lni
√

2x

+O

(
x

3
2

lnk+1 x

)

=
π2

18
· (2x)

3
2

ln
√

2x
+

k∑
i=2

bi · (2x)
3
2

lni
√

2x
+ O

(
x

3
2

lnk+1 x

)
, (1-14)

其中 bi 为可计算的常数.
现在我们讨论集合 B 中的情况, 由

S(n) = max
1≤i≤k

{S(pαi

i )}

及集合 B 的定义可知, 对任意 m ∈ B, 当 m 的标准分解式为 m = pα1
1 · · · pαr

r 时,
有

S(m) = max
1≤i≤r

{S(pαi

i )} ≤ max
1≤i≤r

{αipi} ≤
√

m · lnm. (1-15)

于是由上式我们有

∑

m∈B

m · S(m) ≤
∑

m∈B

m · √m · lnm ≤
∑

m≤√2x

m
3
2 · lnm ≤ x

5
4 lnx. (1-16)

由集合 A 及 B 的定义并结合 (1-11), (1-14) 及 (1-16) 式有
∑

n≤x

S (Z(n)) =
∑

m≤√2x

m · S(m) + O(x)

=
∑

n∈A

m · S(m) +
∑

n∈B

m · S(m) + O(x)

=
π2

18
· (2x)

3
2

ln
√

2x
+

k∑
i=2

bi · (2x)
3
2

lni
√

2x
+ O

(
x

3
2

lnk+1 x

)
,

其中 bi (i = 2, 3, · · · , k) 为可计算的常数. 于是完成了定理的证明.
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特别地, 当 k = 1 时有下面更简单的

推论 1.4.1 对任意实数 x > 1, 有渐近公式

∑

n≤x

S (Z(n)) =
π2

18
· (2x)

3
2

ln
√

2x
+ O

(
x

3
2

ln2 x

)
.

1.5
∑

d|n

1

S(d)
是否为整数的问题

本节的主要目的是研究一个包含 Smarandache 函数 S(n) 的猜想, 并部分的
得到解决. 具体地说就是对任意正整数 n, 讨论和式

∑

d|n

1
S(d)

(1-17)

是否为整数这一问题, 我们猜测到仅有有限个正整数 n 使得 (1-17) 式为整数. 虽
然目前还不能证明这一猜想, 但是我们对它的正确性是深信不疑的. 下面利用初等
方法证明了支持这一猜想的几个结论, 也就是对一些特殊的正整数, 我们证明了下
面的

定理 1.5.1 当 n 为无平方因子数时, (1-17) 式不可能是正整数.

证明： 首先, 先给出无平方因子数的定义: 一个正整数 n 称作无平方因子数,
如果 n > 1 且对任意素数 p, 当 p | n 时有 p2 † n. 事实上对任意无平方因子数 n,
可设 n = p1 · p2 · · · pk 为 n 的标准分解式, 其中 p1 < p2 < · · · < pk 为素数. 于是
由 S(n) 的定义不难看出 S(n) = S(p1 · p2 · · · pk) = pk. 当 k = 1 时, n = p1 为素

数, 此时

∑

d|n

1
S(d)

=
∑

d|p1

1
S(d)

=
1

S(1)
+

1
S(p1)

= 1 +
1
p1

. (1-18)

由于 p1 > 1, 所以 (1-18) 式不可能是整数.
当 k > 1 时, 注意到对任意 d|p1 · p2 · · · pk−1 有 S(dpk) = pk. 于是

∑

d|n

1
S(d)

=
∑

d|p1·p2···pk

1
S(d)

=
∑

d|p1·p2···pk−1

1
S(d)

+
∑

d|p1·p2···pk−1

1
S(dpk)

=
∑

d|p1·p2···pk−1

1
S(d)

+
∑

d|p1·p2···pk−1

1
pk

=
∑

d|p1·p2···pk−1

1
S(d)

+
2k−1

pk

10
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= · · · · · ·

=
k∑

i=1

2i−1

pi
. (1-19)

显然 (1-19) 式不可能是整数. 若不然, 假定
∑

d|n

1
S(d)

为整数, 则由 (1-19) 式

知

k∑
i=1

2i−1

pi
也为整数. 不妨设

k∑
i=1

2i−1

pi
= m.

由于 k > 1, 所以 pk 为奇素数, 因此

k−1∑
i=1

2i−1

pi
−m =

2k−1

pk
,

或者

p1 · p2 · · · pk ·
(

k−1∑
i=1

2i−1

pi
−m

)
= p1 · p2 · · · pk−1 · 2k−1. (1-20)

显然 (1-20) 式左边能够被 pk 整除, 而右边不能被 pk 整除, 矛盾, 所以 (1-19) 式不
可能为整数. 于是完成了定理的证明.
为了完成定理 1.5.2 的证明, 先给出下面的
引理 1.5.1 对任意正整数 n > 1, 设

Cn = 1 +
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
n

,

则 Cn 不可能为正整数.

证明: 用反证法来证明这一结论. 假定对某一正整数 n > 1, Cn 为整

数. 则可设 Cn = m 以及 i = 2αi · li, 2 † li, i = 1, 2, · · · , n. 现在设 α =
max{α1, α2, · · · , αk}. 则 α 在所有 i = 1, 2, · · · , n 的分解式中只出现一次, 也
就是说是唯一的. 若不然, 则存在两个正整数 1 ≤ r, s ≤ n 使得 αr = αs = α. 由
于 r 6= s, 所以 lr 6= ls, 从而在奇数 lr 和 ls 之间一定存在一个偶数, 设为 2l. 于
是 1 < 2α · 2l = 2α+1 · l ≤ n, 即存在正整数 m = 2αr+1 · l 也介于 1 和 n 之间且它

含 2 的方幂大于 α. 这与 α 的定义矛盾. 从而证明 α 是唯一的. 现在设 u = 2α · lu,
M = 2α−1 · l1 · l2 · · · ln. 则

M · Cn = M ·
(

1 +
1
2

+ · · ·+ 1
u− 1

+
1

u + 1
+ · · ·+ 1

n

)
+

M

u

11
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= M ·
(

1 +
1
2

+ · · ·+ 1
u− 1

+
1

u + 1
+ · · ·+ 1

n

)

+
l1 · l2 · · · ln

2
. (1-21)

在 (1-21) 式中, 由假设 M · Cn 为整数, 而由 M 的定义可知

M ·
(

1 +
1
2

+ · · ·+ 1
u− 1

+
1

u + 1
+ · · ·+ 1

n

)

也为整数, 但是
l1 · l2 · · · ln

2
不是整数, 矛盾. 从而 Cn 不可能是正整数, 引理证毕.

定理 1.5.2 对任意奇素数 p 及任意正整数 α, 当 n = pα 且 α ≤ p 时,
(1-17) 式不可能是正整数.

证明: 对于任意奇素数 p 及正整数 α, 当 n = pα 时, 设 1 ≤ α ≤ p. 则不难
计算出

∑

d|n

1
S(d)

=
∑

d|pα

1
S(d)

=
1

S(1)
+

1
S(p)

+
1

S(p2)
+ · · ·+ 1

S(pα)

= 1 +
1
p

(
1 +

1
2

+ · · ·+ 1
α

)
. (1-22)

由引理 1.5.1 及 (1-22) 式可得到当 n = pα 且 1 ≤ α ≤ p 时, (1-17) 式不可能是整
数. 于是证明了定理 1.5.2.
定理 1.5.3 对于任意正整数 n, 当 n 的标准分解式为 pα1

1 · pα2
2 · · · pαk−1

k−1 · pk

且 S(n) = pk 时, (1-17) 式不可能是正整数.
证明: 为方便起见设 n = pα1

1 · pα2
2 · · · pαk−1

k−1 · pk = u · pk 并注意到 S(n) = pk,
所以我们有

∑

d|n

1
S(d)

=
∑

d|u

1
S(d)

+
∑

d|u

1
S(dpk)

=
∑

d|u

1
S(d)

+
∑

d|u

1
pk

=
∑

d|u

1
S(d)

+
d(u)
pk

, (1-23)

其中 d(u) 为除数函数.

在 (1-23) 式中显然当 d|u 时, S(d) < pk. 所以在有理数
∑

d|u

1
S(d)

中, 它的分

母中不含素数 pk. 因而当
∑

d|n

1
S(d)

为整数时,
d(u)
pk
必须为整数, 从而

pk | d(u) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk−1 + 1).

由于 pk 为素数, 所以 pk 整除某一 (αi + 1). 从而可得

αi + 1 ≥ pk. (1-24)

12
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由性质 1.3 及 (1-24) 式知

S(pαi

i ) ≥ (pi − 1) · αi + 1 ≥ αi + 1 ≥ pk (1-25)

且 S(pαi

i ) 6= pk, 这是因为 pi | S(pαi

i ), 因而 S(pαi

i ) > pk. 这与 S(n) = pk 矛盾, 所
以定理 1.5.3 成立.
由上述三个定理，可以得到下面的

猜想 对任意正整数 n，
∑

d|n

1
S(d)

为整数当且仅当 n = 1, 8.

1.6 关于函数 S(n) 的一个方程

对任意的正整数 n, 如果 n 满足

∑

d|n
S(d) = n + 1 + S(n), (1-26)

则称 n 为 Smarandache 完美数. 最近, Ashbacher 在文献 [1] 中研究了这个问题,
并且得到: 当 n ≤ 106 时, 12 是唯一的 Smarandache 完美数. 在本节中我们将完
全解决这个问题. 首先给出

引引引理理理 1.6.1 对任意素数 p 和任意正整数 r, 有 S(pr) ≤ pr.
引引引理理理 1.6.2 令 d(n) 表示除数函数, 则 d(n) 是可乘的. 即如果 n =

pr1
1 pr2

2 · · · prk

k 是 n 的标准分解式, 则

d(n) = (r1 + 1)(r2 + 1) · · · (rk + 1).

引引引理理理 1.6.3 当且仅当 n = 1, 2, 3, 4, 6 时, 不等式

n

d(n)
< 2, n ∈ N (1-27)

成立.
证证证明明明: 对任意正整数 n, 设 n = pr1

1 pr2
2 · · · prk

k 是 n 的标准分解式. 令

f(n) =
n

d(n)
.

因为 f(1) = 1, f(2) = 1, f(3) = 3/2, f(4) = 4/3, f(6) = 3/2, (1-27) 式当且仅
当 n = 1, 2, 3, 4, 6 时成立.

假如 n 是 (1-27) 的解, 且 n 6= 1, 2, 3, 4 或 6. 由于 f(5) =
5
2

> 2, 我

们有 n > 6. 在 n 的标准分解式中, 如果 k = 1, r1 = 1, 则有 n = p1 ≥ 7,

13
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2 > f(n) =
p1

2
≥ 7

2
, 矛盾. 如果 k = 1, r1 = 2, 则 n = p2

1, p1 ≥ 3. 因此我们

有 2 > f(n) =
pr1
1

(r1 + 1)
≥ 23

4
≥ 2, 矛盾. 如果 k = 2, 由于 n > 6, 则有

2 > f(n) =
pr1
1

r1 + 1
· pr2

2

r2 + 1
≥





5
2

如果 p1 = 2, r1 = 1,

2 如果 p1 = 2, r1 > 1,
15
4
如果 p1 > 2.

矛盾. 如果 k ≥ 3, 则

2 > f(n) =
pr1
1

(r1 + 1)
pr2
2

(r2 + 1)
pr3
3

(r3 + 1)
≥ 15

4
,

矛盾. 综上所述, n 6= 1, 2, 3, 4 或 6 不是 (1-27) 的解. 于是完成了引理的证明.
定理 1.6.1 12 是唯一的Smarandache 完美数.
证明: 设 n 是不等于 12 的 Smarandache 完美数. 由文献 [1] 可知 n > 106.

由引理 1.6.1, 如果 n = pr1
1 pr2

2 · · · prk

k 是 n 的标准分解式, 则

S(n) = S(pr), (1-28)

其中

p = pj , r = rj , 1 ≤ j ≤ k. (1-29)

由 (1-29), 有

n = prm, m ∈ N, gcd(pr,m) = 1. (1-30)

对任意正整数 n, 令

g(n) =
∑

d|n
S(d). (1-31)

则由 (1-26), Smarandache 完美数 n 满足

g(n) = n + 1 + S(n). (1-32)

由 (1-28) 有 n|S(pr)!. 因此, 对 n 的任意正因子 d, 有

S(d) ≤ S(pr). (1-33)

因此, 如果 (1-32) 成立, 则由 (1-31) 和 (1-33) 可得

d(n)S(pr) > n. (1-34)
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其中 d(n) 是除数函数. 另外, 由引理 1.6.3 及 (1-28), (1-30) 和 (1-34) 有

(r + 1)S(pr)
pr

> f(m). (1-35)

当 r = 1 时, 则有 S(p) = p, 由 (1-35) 可得 2 > f(m). 因此, 由引理 1.6.4 有,
m = 1, 2, 3, 4 或 6. 当 m = 1 时, 由 (1-32) 可得

g(n) = g(p) = S(1) + S(p) = 1 + p = p + 1 + S(p) = 1 + 2p,

矛盾. 当 m = 2 时, 则有 p > 2 及

g(n) = g(p) = S(1) + S(2) + S(p) + S(2p) = 3 + 2p = 3p + 1, (1-36)

所以 p = 2, 矛盾. 另外可以利用同样的方法证明, 当 r = 1, m = 3, 4 或 6 时,
(1-32) 不成立.

当 r = 2 时, 则有 S(p2) = 2p, 由 (1-35) 有

6
p

> f(m). (1-37)

由于 n > 106, 由 (1 − 28) 有 S(p2) = S(n) ≥ 10, 即 p ≥ 5. 因此, 由 (1-37)

有 f(m) <
6
5
. 另一方面, 由引理 1.6.4 有 m ≤ 6. 由于 n = p2m ≤ 6p2, 所以 p ≥ 7.

因而由 (1-37) 得出矛盾. 用同样的方法可得当 r = 3, 4, 5 或 6 时, (1-35) 不成立.
当 r ≥ 7 时, 由 (1-35) 则有 S(pr) ≤ pr 及

(r + 1)r
pr−1

>
(r + 1)S(pr)

pr
> f(m) ≥ 1, (1-38)

由 (1-38) 有

(r + 1)r > pr−1 ≥ 2r−1 ≥ 2

(
(

r − 1
0

) + (
r − 1

1
) + (

r − 1
2

) + (
r − 1

3
)

)
,

因此

0 > r2 − 6r + 5 = (r − 1)(r − 5) > 0,

矛盾. 所以没有大于 106 的 Smarandache 完美数. 于是完成了定理的证明.

1.7 关于函数 S(nk) 的一个方程

本节主要是利用初等方法研究方程 n = S(nk) 的解数问题, 并给出关于这个
方程的解数的渐近公式. 即要证明下面的
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定理 1.7.1 设 n为任意正整数, k 为任意给定的正整数,则对任意实数 x ≥ 1,
方程 n = S(nk) 的解数满足渐近公式

U(x) =
∑

n≤x

n∈A

1 = π
(x

k

)
+ O (1) =

x

k lnx
+ O

(
x

ln2 x

)
.

其中 A 表示所有满足 n = S(nk) 的正整数之集合.
证明: 首先设 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k 是 n 的标准分解式, 那么有

S(n) = max
1≤i≤k

{S(pi
αi)} = S(pα).

对于方程 n = S(nk) 的解, 分三种情况讨论
(I) 如果 k = 1, 方程成为 n = S(n), 容易得到 n = 1 和 n = p 是方程的解.
(II)如果 k = 2,方程成为 n = S(n2),即 S(n2) = S(p2α) = n. 容易发现 n = 1

是方程的解, 如果 n > 1, 分三种情况讨论
(a) 如果 α = 1, S(n2) = S(p2) = n = n1p, 且 (n1, p) = 1, 当 p > 2 时,

S(p2) = 2p = n1p, 可得 n1 = 2, 因此当 p > 2 时, n = 2p 是方程的解.
(b) 如果 α = 2, S(n2) = S(p4) = n = n1p

2, 且 (n1, p) = 1, 当 p > 4 时,

S(p4) = 4p = n1p
2,

可得 n1p = 4, 这与 p > 4 矛盾, 此时方程无解. 当 p = 2 时,

S(p4) = S(24) = 6 6= 22,

所以 n = 4 不是方程的解. 当 p = 3 时,

S(p4) = S(34) = 9 = 32,

所以 p = 3 即 n = 9 是方程的解.
(c) 如果 α ≥ 3, 且 p > 2 时,

S(n2) = S(p2α) ≤ 2αp < pα ≤ n,

用数学归纳法容易证明 pα > 2αp, 此时 S(n2) 6= n, 方程无解.
综上所述, 当 k = 2 时, 方程 n = S(n2) 的解是 n = 1, n = 9, 和 n = 2p.
(III) 如果 k ≥ 3, 我们来讨论方程 n = S(nk) 的解. n = 1 显然是方程的解, 如

果 n > 1, 设 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαt
t 是 n 的标准分解式,

S(n) = max
1≤i≤k

{S(pi
αi)} = S(pαl

l ).

这里 1 ≤ l ≤ k 且 pl À k，则方程就成为

S(nk) = S(pkαl

l ) = pα1
1 pα2

2 · · · pαt
t ,

16
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因为 S(pkαl

l ) ≤ kαlpl, 所以有

S(pkαl

l ) = pα1
1 pα2

2 · · · pαt
t ≤ kαlpl.

另外用数学归纳法容易证明 pαl

l > αlpl, 所以

kpαl

l > kαlpl, p
α1
1 pα2

2 · · · pαt
t > kpαt

t > kαlpl,

因此 S(pkαl

l ) = pα1
1 pα2

2 · · · pαt
t = kαlpl.

要保证等式 pα1
1 pα2

2 · · · pαt
t = kαlpl 成立, 则有 αl = 1, 容易得到 n = kpl 就是

方程的解. 记 pl = p, 当 p 足够大时, 方程 n = S(nk) 的解是 n = 1 和 n = kp, 最
多有有限个解遗漏. 经过以上讨论, 我们可以推导出方程 n = S(nk) 的解的个数的
渐近公式为

U(x) =
∑

n≤x

n∈A

1 =
∑

kp≤x

kp∈A

1 + O (k)

=
∑

p≤x
k

kp∈A

1 + O (k)

= π
(x

k

)
+ O (k)

=
x

k lnx
+ O

(
x

ln2 x

)
.

这就完成了定理的证明.

1.8 关于 Smarandache 函数值的分布

对任意正整数 n, 令 P (n) 表示 n 的最大素因子, 则对任意实数 x > 1, 已研究
过该函数的值分布的一个规律是

∑

n≤x

(S(n)− P (n))2 =
2ζ

(
3
2

)
x

3
2

3 ln x
+ O

(
x

3
2

ln2 x

)
,

其中 ζ(s) 是 Riemann zeta- 函数. 在本节中, 我们将研究 Smarandache 函数 S(n)
的一个新的分布性质, 并得到两个渐近公式. 首先给出
引理 1.8.1 对任意固定的正整数 k, 如果

√
n > k ≥ 2, 那么

(i) 若 P (n) >
√

n, 则有 S(nk) = SM(nk) = kP (n)；
(ii) 若 n = mp1P (n), n

1
3 < p1 < P (n) ≤ √

n, 则有

S(nk) = SM(nk) = kP (n);

17
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(iii) 若 n = mP 2(n) 和 n
1
3 < P (n) ≤ √

n, 则有

S(nk) = SM(nk) = 2kP (n).

证明: 事实上, 只需要证明对于 S(nk) 这些结论成立即可. 同理可以证
明 SM(nk).
现在证明 (i). 令 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαr−1

r−1 P (n) 是 n 的标准分解式. 由于 P (n) >√
n 时, 有

pkα1
1 pkα2

2 · · · pkαr−1
r−1 <

√
nk < P k(n), pkαi

i | (kP (n))!, i = 1, 2, · · · , r − 1.

由此 nk | (kP (n))!. 另一方面 P k(n) † (kP (n)− 1)!. 从而

S(nk) = S(P k(n)) = kP (n).

引理 1.8.1 (i) 成立.
同理, 由于 n

1
3 < p1 < P (n) ≤ √

n 可得

S(nk) = kP (n).

引理 1.8.1 (ii) 成立.
若 n = mP 2(n), 且 n

1
3 < P (n) ≤ √

n, 则有 m < P (n). 由

于 P 2k(n)| (2kP (n))!, 因此
mk| (2kP (n))!.

但是 P 2k(n) † (2kP (n)− 1)!, 所以有

S(nk) = 2kP (n).

这就完成了引理的证明.

引理 1.8.2 对任意固定的正整数 k ≥ 2 及任意实数 x ≥ 3, 有估计式
∑

n≤x

P (n)≤n
1
3

(
S(nk)− kP (n)

)2 ¿ k2x
4
3 ln2 x

和 ∑

n≤x

P (n)≤n
1
3

(
SM(nk)− kP (n)

)2 ¿ k2x
4
3 ln2 x.

证明: 事实上, 如果 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαr
r 是 n 的标准分解式, 则有

S(nk) = max
1≤i≤r

{S(pkαi

i )}.

18
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令 kαp = max
1≤i≤r

{kαipi}, 那么 S(nk) ¿ kp lnn. 注意到当 α = 1 时, kp = kP (n),

因此 S(nk)− kP (n) = 0, 则有
∑

n≤x

P (n)≤n
1
3

(S(nk)− kP (n))2 ¿
∑

n≤x

P (n)≤n
1
3 , P 2(n)|n

k2P 2(n) ln2 x

¿
∑

np2≤x

p≤x
1
3

k2p2 ln2 x ¿
∑

p≤x
1
3

p2
∑

n≤ x
p2

k2 ln2 x = Ok

(
x

4
3 ln2 x

)
.

于是完成引理 1.8.2 的证明.
引理 1.8.3 对任意素数 p 及任意正整数 m, 且 m ≤ x

1
3 , 则有

∑

m≤p≤
√

x
m

p2 =
2x

2
3

3m
3
2 (lnx− lnm)

+ O

(
x

2
3

m
3
2 (ln2

√
x
m)

)
.

.
证明: 参阅文献 [2] 引理 3.
定理 1.8.1 对任意固定的正整数 k ≥ 2 及任意实数 x ≥ 3, 有渐近公式

∑

n≤x

(
S(nk)− kP (n)

)2
=

2k2ζ(3
2)

3
· x

3
2

lnx
+ Ok

(
x

3
2

ln2 x

)
,

其中 ζ(s) 是 Riemann zeta- 函数, Ok 表示 O 依赖于 k.
证明: 由引理 1.8.1 ，当 P (n) >

√
n 时, 有 S(nk) = SM(nk) = kP (n). 由

引理 1.8.1 和引理 1.8.2 有
∑

n≤x

(
S(nk)− kP (n)

)2

=
∑

n≤x

P (n)>
√

n

(
S(nk)− kP (n)

)2
+

∑

n≤x

P (n)≤√n

(
S(nk)− kP (n)

)2

=
∑

n≤x

P (n)≤√n

(
S(nk)− kP (n)

)2

=
∑

n≤x

P (n)≤n
1
3

(
S(nk)− kP (n)

)2
+

∑

n≤x

n
1
3 <P (n)≤√n

(
S(nk)− kP (n)

)2

=
∑

n≤x

n
1
3 <P (n)≤√n

(
S(nk)− kP (n)

)2
+ Ok

(
x

4
3 ln2 x

)
. (1-39)

注意到若 n
1
3 < P (n) ≤ √

n, 则有
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(a) n = m · P 2(n) , 其中 m < P (n).
(b) n = m · p1 · P (n) , 其中 m < n

1
3 < p1 < P (n).

(c) n = m · P (n) 和 P (m) ≤ n
1
3 .

当 S(nk) = kP (n) 时, 由 (b) 和 (c), 则 (1-39) 中的和式等于 0. 若 S(nk) 6=
kP (n), 则至少存在一个素数 p 使得 pα|m, α ≥ 2 且 αp > P (n). 所以, 我们
有 p < n

1
3 . 因此由引理 1.8.2 的估计式和引理 1.8.1(iii) 有

∑

n≤x

n
1
3 <P (n)≤√n

(
S(nk)− kP (n)

)2

=
∑

mp2≤x

(mp2)
1
3 <p≤

√
mp2

(
S(mkp2k)− kP (mkp2k)

)2

+
∑

mp1p2≤x

(mp1p2))
1
3 <p1<p2≤√mp1p2

(S(mp1p2)− kP (mp1p2))
2 + Ok

(
x

4
3 ln2 x

)

=
∑

mp2≤x

(mp2)
1
3 <p≤

√
mp2

(k2p2) + Ok

(
x

4
3 ln2 x

)

=
∑

m<x
1
3

∑

m2<p2≤ x
m

k2p2 + Ok

(
x

4
3 ln2 x

)
. (1-40)

现在由引理 1.8.3 有

∑

m≤x
1
3

∑

m2<k2p2≤ x
m

k2p2 =
∑

m≤x
1
3

(
2k2x

2
3

3m
3
2 (lnx− lnm)

+ Ok

(
x

3
2

ln2 x

))

=
2x

3
2

3 ln x

∑

m≤e
√

lnx

k2

m
3
2

+ Ok




∑

e
√

ln x≤m≤x
1
3

x
3
2

ln2 x


 + Ok

(
x

3
2

ln2 x

)

=
2k2ζ(3

2)
3

· x
3
2

lnx
+ Ok

(
x

3
2

ln2 x

)
. (1-41)

结合 (1-39), (1-40) 和 (1-41) 立即得到下面的渐近公式

∑

n≤x

(
S(nk)− kP (n)

)2
=

2k2ζ(3
2)

3
· x

3
2

lnx
+ Ok

(
x

3
2

ln2 x

)
.

这就完成了定理的证明.
用同样的方法, 也可以得到
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定理 1.8.2 对任意实数 x ≥ 3, 有

∑

n≤x

(
SM(nk)− kP (n)

)2
=

2k2ζ(3
2)

3
· x

3
2

lnx
+ Ok

(
x

3
2

ln2 x

)
.

1.9 S(ak(n)) 函数的值分布

函数 ak(n) 表示 n 的 k 次补数, 它也是 F.Smarandache 教授引入的, 有关
这一函数的研究工作也不少, 可参阅文献 [3], [4] 及 [5]. 本节主要研究了复合函
数 S(ak(n)) 的值分布问题. 首先给出

引理 1.9.1 设 k ≥ 2 是一个给定的整数. 那么对充分大的任意正整数 n,
(i) 如果 P (n) >

√
n, 那么 S (ak(n)) = SM (ak(n)) = (k − 1)P (n);

(ii) 如果 n = mp1P (n) 且 n
1
3 < p1 < P (n) ≤ √

n, 那么

S (ak(n)) = SM (ak(n)) = (k − 1)P (n);

(iii) 如果 n = mP 2(n) 且 n
1
3 < P (n) ≤ √

n, 那么当 k > 2 时有

S (ak(n)) = SM (ak(n)) = (k − 2)P (n);

当 k = 2 时,
S (ak(n)) = SM (ak(n)) ≤ kn

1
3 .

证证证明明明: 只证明对 S(ak(n)) 的结论成立即可. 类似地, 可以推出所有结果适用
于 SM(ak(n)).
首先证明 (i). 设 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαr

r 表示 n 的标准分解式, 由于 P (n) >
√

n,
所以 P (n) = pr, αr = 1. 因此

S(ak(P (n))) = S
(
P k−1(n)

)
= (k − 1)P (n).

而

S (ak(pαi

i )) ≤ S
(
pk−1

i

) ≤ (k − 1)pi ≤ (k − 1)P (n), i = 1, 2, · · · , r.

所以 S (ak(n)) = (k − 1)P (n).
再来证明 (ii) 式. 事实上由于 m 的任意素因子 p 都满足 p < n

1
3 . 而当 n =

pα1
1 pα2

2 · · · pαr
r 为 n 的标准分解式时, 显然 ak(n) = pβ1

1 pβ2
2 · · · pβr

r 满足 βi ≤ k − 1,
i = 1, 2, · · · , r. 于是由

n
1
3 < p1 < P (n) ≤ √

n

可推出

S (ak(n)) = (k − 1)P (n).
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最后证明 (iii) 式. 当 n = mP 2(n) 且 n
1
3 < P (n) ≤ √

n 时, 由于这时 m <

P (n), 所以当 k > 2 时,

S
(
ak(P 2(n))

)
= S

(
P k−2(n)

)
= (k − 2)P (n),

从而

S (ak(n)) = (k − 2)P (n).

当 k = 2 时, 显然 ak(P 2(n)) = 1, m 的其它素因子不大于 n
1
3 . 因此

S (ak(n)) ≤ S
(
P k−1(m)

) ≤ kn
1
3 .

于是完成了引理的证明.

引理 1.9.2 设 k ≥ 2 为给定的整数, 那么对任意实数 x ≥ 3, 有估计式

∑

n≤x

P (n)≤n
1
3

(S (ak(n))− (k − 1)P (n))2 ¿ k2 x
4
3

lnx

及 ∑

n≤x

P (n)≤n
1
3

(SM (ak(n))− (k − 1)P (n))2 ¿ k2 x
4
3

lnx
.

证证证明明明: 设 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαr
r 为 n 的标准分解式, ak(n) = pβ1

1 pβ2
2 · · · pβr

r

为 ak(n) 的标准分解式. 则

S (ak(n)) = max
1≤i≤r

{S(pβi

i )}.

令 βp = max
1≤i≤r

{βipi}, 于是有

S (ak(n)) ≤ βp ≤ kp.

注意到当 P (n) 在 n 的标准分解式中的方幂为 1 时, β = k − 1，此时有

S (ak(n))− (k − 1)P (n) = 0,

所以

∑

n≤x

P (n)≤n
1
3

(S(ak(n))− (k − 1)P (n))2 ¿
∑

n≤x

P (n)≤n
1
3 , P 2(n)|n

k2P 2(n)
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¿
∑

np2≤x

p≤x
1
3

k2p2 ¿
∑

p≤x
1
3

p2
∑

n≤ x
p2

k2 ¿ k2 x
4
3

lnx
.

同理可推出另一个估计式. 于是完成了引理 1.9.2 的证明.
引理 1.9.3 设 p 为素数, m 为正整数, 则有估计式

∑

m≤p≤
√

x
m

p2 =
2x

3
2

3m
3
2 (lnx− lnm)

+ O

(
x

3
2

m
3
2 (ln2

√
x
m)

)
.

证明: 参阅文献 [2] 中引理 3.
定定定理理理 1.9.1 设 k ≥ 2 是一个给定的整数, 那么对任意实数 x ≥ 3, 有渐近公

式

∑

n≤x

(S (ak(n))− (k − 1)P (n))2 =
2ζ(3

2)
3

· x
3
2

lnx
+ O

(
x

3
2

ln2 x

)
+ O

(
k2x

4
3

lnx

)
,

其中 ζ(s) 表示 Riemann zeta- 函数.
证证证明明明: 由引理 1.9.1 知当 P (n) >

√
n 时,

S(ak(n)) = SM(ak(n)) = (k − 1)P (n).

因此结合引理 1.9.1 及引理 1.9.2 有

∑

n≤x

(S(ak(n))− (k − 1)P (n))2

=
∑

n≤x

P (n)>
√

n

(S(ak(n))− (k − 1)P (n))2 +
∑

n≤x

P (n)≤√n

(S(ak(n))− (k − 1)P (n))2

=
∑

n≤x

P (n)≤√n

(S(ak(n))− (k − 1)P (n))2

=
∑

n≤x

P (n)≤n
1
3

(S(ak(n))− (k − 1)P (n))2 +
∑

n≤x

n
1
3 <P (n)≤√n

(S(ak(n))− (k − 1)P (n))2

=
∑

n≤x

n
1
3 <P (n)≤√n

(S(ak(n))− (k − 1)P (n))2 + O

(
k2x

4
3

lnx

)
. (1-42)

注意当 n 满足 n
1
3 < P (n) ≤ √

n 时, 可分为以下三种情况
(a) n = m · P 2(n) 且 m < P (n).
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(b) n = m · p1 · P (n) 且 m < n
1
3 < p1 < P (n).

(c) n = m · P (n) 且 P (m) ≤ n
1
3 .

对于情形 (b) 和 (c) 中的 n, 显然这些 n 满足

S(ak(n)) = (k − 1)P (n),

于是这种 n 在 (1-42) 式中产生的和式为 0. 而对于情形 (a) 中的 n, 当 k > 2 时有

S(ak(n)) = (k − 2)P (n).

则由 (1-42) 式有
∑

n≤x

n
1
3 <P (n)≤√n

(S(ak(n))− (k − 1)P (n))2

=
∑

mp2≤x

(mp2)
1
3 <p≤

√
mp2

(
S(pk−2)− (k − 1)p)

)2

=
∑

mp2≤x

(mp2)
1
3 <p≤

√
mp2

p2

=
∑

m<x
1
3

∑

m2<p2≤ x
m

p2. (1-43)

而对于情形 (a) 中的 n, 当 k = 2 时有

S(ak(n)) ≤ k2P (m) ≤ k2 · n 1
3 ,

此时仍然有

∑

n≤x

n
1
3 <P (n)≤√n

(S(a2(n))− P (n))2

=
∑

mp2≤x

(mp2)
1
3 <p≤

√
mp2

(
S2(a2(n))− 2pS(a2(n)) + p2

)

=
∑

mp2≤x

(mp2)
1
3 <p≤

√
mp2

p2 + O




∑

mp2≤x

(mp2)
1
3 <p≤

√
mp2

(
(mp2)

2
3 + (mp2)

1
3 p

)



=
∑

m<x
1
3

∑

m2<p2≤ x
m

p2 + O
(
x

4
3

)
. (1-44)
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结合 (1-43), (1-44) 式及引理 1.9.3, 并注意到 x
4
3 ¿ x

3
2

ln2 x
, 可知当 k ≥ 2 时有

∑

n≤x

n
1
3 <P (n)≤√n

(S(ak(n))− (k − 1)P (n))2

=
∑

m≤x
1
3

∑

m2<p2≤ x
m

p2 + O
(
x

4
3

)

=
∑

m≤x
1
3

(
2x

3
2

3m
3
2 (lnx− lnm)

+ O

(
x

3
2

m
3
2 (ln2

√
x
m)

))

=
2x

3
2

3 ln x

∑

m≤e
√

ln x

1
m

3
2

+ O




∑

e
√

ln x≤m≤x
1
3

x
3
2

m
3
2 lnx


 + O

(
x

3
2

ln2 x

)

=
2
3
· ζ

(
3
2

)
· x

3
2

lnx
+ O

(
x

3
2

ln2 x

)
. (1-45)

由 (1-42) 及 (1-45) 式可得到渐近公式

∑

n≤x

(S(ak(n))− (k − 1)P (n))2 =
2
3
· ζ

(
3
2

)
· x

3
2

lnx
+ O

(
x

3
2

ln2 x

)
+ O

(
k2x

4
3

lnx

)
.

于是完成了定理的证明.
类似地不难推出

定定定理理理 1.9.2 对任意实数 x ≥ 3, 有

∑

n≤x

(SM (ak(n))− (k − 1)P (n))2 =
2ζ(3

2)
3

· x
3
2

lnx
+ O

(
x

3
2

ln2 x

)
+ O

(
k2x

4
3

lnx

)
.

1.10 两个包含 Smarandache 函数的方程

在本节中将利用初等方法研究方程

S(12) + S(22) + · · ·+ S(n2) = S

(
n(n + 1)(2n + 1)

6

)

的可解性问题, 并给出这个方程的所有正整数解, 即要证明下面的
定定定理理理 1.10.1 设 n 为任意给定的正整数, 方程

S(12) + S(22) + · · ·+ S(n2) = S

(
n(n + 1)(2n + 1)

6

)
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有且仅有 n = 1, 2 两个正整数解.
证证证明明明: 设 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k 是 n 的标准分解式, 则有

S(n) = max
1≤i≤k

{S(pi
αi)} = S(pα),

其中 S(pαi

i ) ≤ S(pα), 1 ≤ i ≤ k.
对于方程

S(12) + S(22) + · · ·+ S(n2) = S

(
n(n + 1)(2n + 1)

6

)
,

显然 n = 1 是方程的一个解. 若 n > 1, 我们分两种情况讨论
(I) 若 n = 2, 则 S(12) + S(22) = S(1) + S(4) = 5 并且

S

(
n(n + 1)(2n + 1)

6

)
= S(5) = 5,

所以 n = 2 是方程的一个解.
(II) 如果 n ≥ 3, 那么 S(n2) ≥ 3. 由 S(n) 的性质可知

S(12) + S(22) + · · ·+ S(n2) ≥ 1 + 4 + 3(n− 2) = 3n− 1.

又因为

(n, n + 1) = 1, (n, 2n + 1) = 1, (2n + 1, n + 1) = 1.

所以有

S

(
n(n + 1)(2n + 1)

6

)
≤ max{S(n), S(n + 1), S(2n + 1)} ≤ 2n + 1.

由此可得 3n− 1 ≤ 2n + 1. 即 n ≤ 2. 在这种情况下, 方程无解.
结合这两种情况, 可知方程

S(12) + S(22) + · · ·+ S(n2) = S

(
n(n + 1)(2n + 1)

6

)

有且仅有两个正整数解, 它们分别是 n = 1, 2. 这就完成了定理 1.10.1 的证明.
定定定理理理 1.10.2 对任意正整数 k, 方程

S(m1) + S(m2) + · · ·+ S(mk) = S(m1 + m2 + · · ·+ mk)

至少有一个正整数解.
证证证明明明: 对任意给定的正整数 k, 下面分三种情况来讨论方程

S(m1) + S(m2) + · · ·+ S(mk) = S(m1 + m2 + · · ·+ mk).
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(I) 如果 k = 1, 显然方程有无穷多个正整数解.
(II) 如果 k = p, p 是一个素数, 设 m1 = m2 = · · · = mk = 1, 则有 S(1) = 1,

且 S(m1) + S(m2) + · · ·+ S(mk) = p = S(p) = S(m1 + m2 + · · ·+ mk) 满足方程.
(III) 若 k > 1 且 k 不是素数, 则由初等数论中的结果可知必存在一素数 p 使

得 k ≤ p ≤ 2k. 设 p− k = l, 其中 1 ≤ l ≤ k. 若令

m1 = m2 = · · · = ml = 2, ml+1 = ml+2 = · · · = mk = 1

且 S(1) = 1 , S(2) = 2, 则有

S(m1) + S(m2) + · · ·+ S(mk) = 2l + (k − l) = l + k = p

和

S(m1 + m2 + · · ·+ mk) = S(k + l) = S(p) = p

= S(m1) + S(m2) + · · ·+ S(mk)

成立. 因此 m1 = m2 = · · · = ml = 2, ml+1 = ml+2 = · · · = mk = 1, 满足方程.
综合以上两种情况, 可以得到至少有一个解满足方程. 这就完成了定理 1.10.2

的证明.

1.11 S(n) 函数及其均值

定定定理理理 1.11.2 任意给定正整数 k, 则对任意实数 x > 2, 我们有渐近公式

∑

n≤x

[S(n)− S(S(n))]2 =
2
3
· ζ

(
3
2

)
· x 3

2 ·
k∑

i=1

ci

lni x
+ O

(
x

3
2

lnk+1 x

)
,

其中 ζ(s) 是Riemann zeta- 函数, ci (i = 1, 2, · · · , k) 是可计算常数, 并
且 c1 = 1.

证证证明明明: 事实上，对任意正整数 n > 1, 若 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s 表示 n 的标准分

解式, 则有

S(n) = max{S(pα1
1 ), S(pα2

2 ), · · · , S(pαs
s )} ≡ S(pα). (1-46)

现在我们考虑和式

∑

n≤x

[S(n)− S(S(n))]2 =
∑

n∈A

[S(n)− S(S(n))]2 +
∑

n∈B

[S(n)− S(S(n))]2 , (1-47)

其中 A 和 B 是区间 [1, x] 的所有正整数的子集. A = {n|S(n)= S(p2), n ∈
[1, x],p?}; B = {n|S(n)= S(pα), α = 1 或者 α ≥ 3, n ∈ [1, x], }. 若 n ∈ A,
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则 n = p2m 且 P (m) < 2p, 其中 P (m) 表示 m 的最的素因子. 由 S(n) 的定义,
当 p > 2 时, 我们有 S(n) = S(mp2) = S(p2) = 2p 和 S(S(n)) = S(2p) = p.
由 (1-46) 及集合 A 的定义可得

∑

n∈A

[S(n)− S(S(n))]2

=
∑

n≤x

p2‖n,
√

n<p2

[
S(p2)− S(S(p2))

]2
+

∑

n≤x

p2‖n, p2≤√n

[
S(p2)− S(S(p2))

]2

=
∑

p2n≤x

n<p2, (p, n)=1

[
S(p2)− S(S(p2))

]2
+

∑

p2n≤x

p2≤n, (p, n)=1

[
S(p2)− S(S(p2))

]2

=
∑

p2n≤x

n<p2, (p, n)=1

p2 +
∑

p2n≤x

n≥p2, (p, n)=1

p2 + O(1)

=
∑

n≤√x

∑

n<p2≤ x
n

p2 + O




∑

m≤x
1
4

∑

p≤( x
m)

1
3

p2


 + O




∑

p≤x
1
4

∑

p2≤n≤ x
p2

p2




=
∑

n≤√x

∑

p≤
√

x
n

p2 + O

(
x

5
4

lnx

)
, (1-48)

其中 p2‖n 表示 p2|n, 但 p3 † n.
根据阿贝尔求和公式有:

π(x) =
k∑

i=1

ai · x
lni x

+ O

(
x

lnk+1 x

)
,

其中 ai (i = 1, 2, · · · , k) 是可计算常数, a1 = 1.
我们有

∑

p≤
√

x
n

p2 =
x

n
· π

(√
x

n

)
−

∫ √
x
n

3
2

2y · π(y)dy

=
1
3
· x

3
2

n
3
2
·

k∑
i=1

bi

lni
√

x
n

+ O

(
x

3
2

n
3
2 · lnk+1 x

)
, (1-49)

这里我们用到了估计式 n ≤ √
x, 其中 bi 为可计算常数, b1 = 1.

注意到

∞∑
n=1

1
n

3
2

= ζ

(
3
2

)
,
∞∑

n=1

lni n

n
3
2
对 i = 1, 2, 3, · · · , k 是收敛的. 因此

由 (1-48) 和 (1-49) 可得
∑

n∈A

[S(n)− S(S(n))]2
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=
∑

n≤√x

[
1
3
· x

3
2

n
3
2
·

k∑
i=1

bi

lni
√

x
n

+ O

(
x

3
2

n
3
2 · lnk+1 x

)]
+ O

(
x

5
4

lnx

)

=
2
3
· ζ

(
3
2

)
· x 3

2 ·
k∑

i=1

ci

lni x
+ O

(
x

3
2

lnk+1 x

)
, (1-50)

其中 ci (i = 1, 2, 3, · · · , k) 是可计算常数, c1 = 1.
现在我们来估计集合 B 上的和式. 对任意正整数 n ∈ B, 若 S(n) = S(p) = p,

则 [S(n)− S(S(n))]2 = [S(p)− S(S(p))]2 = 0; 若 S(n) = S(pα), α ≥ 3, 则

[S(n)− S(S(n))]2 = [S(pα)− S(S(pα))]2 ≤ α2p2

且 α ≤ lnx. 因此有

∑

n∈B

[S(n)− S(S(n))]2 ¿
∑

npα≤x

α≥3

α2 · p2 ¿ x · ln2 x. (1-51)

结合 (1-47), (1-50) 和 (1-51) 我们立即得到渐近公式

∑

n≤x

[S(n)− S(S(n))]2 =
2
3
· ζ

(
3
2

)
· x 3

2 ·
k∑

i=1

ci

lni x
+ O

(
x

3
2

lnk+1 x

)
,

其中 ci (i = 1, 2, 3, · · · , k) 是可计算常数, c1 = 1.
这就完成了定理的证明.
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第二章 Smarandache 对偶函数

Smarandache 函数的对偶函数 S∗(n) 是一类非常重要的可乘函数, 它
与 Smarandache 函数 S(n) 有很多类似的性质. 前一章已经对 S(n) 函数作了较详
细的介绍, 本章主要利用初等方法来讨论 Smarandache 对偶函数的一些均值问题,
包含 Smarandache 对偶函数的级数的敛散性问题及一些特殊方程的求解问题等.

2.1 引言

定定定义义义 2.1 对任意正整数 n, 著名的 Smarandache 对偶函数 S∗(n) 定义为最
大的正整数 m 使得 m!|n, 即 S∗(n) = max{m : m!|n, m ∈ N}.
定定定义义义 2.2 对任意正整数 n, S∗∗(n) 定义为：当 2†n 时, S∗∗(n) 为最大的正

整数 2m − 1 使得 (2m − 1)!! | n；当 2 | n 时, S∗∗(n) 为最大的正整数 2m 使

得 (2m)!! | n.
下面给出函数 S∗(n) 的基本性质
性性性质质质 2.1 当 n 为奇数时, S∗(n) = 1, 当 n 为偶数时, S∗(n) ≥ 2.
性性性质质质 2.2 对任意的正整数 k, 我们有

S∗ ((2k − 1)!(2k + 1)!) = q − 1,

其中 k 是一个正整数, q 是跟随 2k + 1 的第一个素数.
性性性质质质 2.3 当 Re(s) > 1 时有恒等式

∞∑
n=1

S∗(n)
ns

= ζ(s) ·
∞∑

n=1

1
(n!)s

,

其中 ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns
是 Riemann zeta- 函数.

性性性质质质 2.4 关于函数 S∗(n) 的均值有渐近公式

∑

n≤x

S∗(n) = (e− 1)x + O

(
ln2 x

(ln lnx)2

)
.

2.2 Smarandache 对偶函数的渐近公式

在本节中, 将利用初等方法来研究级数

∞∑
n=1

S∗(n)
ns

(2-1)
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的求和问题, 给出 (2-1) 的精确计算公式；同时也研究了 S∗(n) 的均值性质, 并给
出关于 S∗(n) 的很强的渐近公式. 即将要证明
定理 2.2.1 对任意实数 s > 1，有

∞∑
n=1

(S∗(n))k

ns
= ζ(s) ·

∞∑
n=1

nk − (n− 1)k

(n!)s

和
∞∑

n=1

1
S∗(n)ns

= ζ(s) ·
(

1−
∞∑

n=1

1
n(n + 1)((n + 1)!)s

)
,

其中 ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns
是 Riemann zeta- 函数.

证明： 事实上, 对任意正整数 m, 由 Stirling’s 公式 ( 参阅文献 [6] 中定
理 3.3.1 ), 有

ln(m!) =
m∑

k=1

ln k = m lnm−m + O(1). (2-2)

由这个渐近公式和 S∗(n)的定义可得到: 如果 m!|n,那么有 m! ≤ n,或者 ln(m!) ≤
lnn. 因此

S∗(n) = m ≤ 2 ln n

ln lnn

S∗(n)
ns

≤ 2 ln n

ns · ln lnn
.

所以当 s > 1 时，Dirichlet 级数
∞∑

n=1

S∗(n)
ns

是绝对收敛的. 如果 S∗(n) = m, 那么

有 m!|n. 令
n = m! · n1, 其中 (m + 1) † n1.

对任意实数 s > 1, 由 S∗(n) 的定义有

∞∑
n=1

(S∗(n))k

ns
=

∞∑
m=1

∞∑
n=1

S∗(n)=m

mk

ns
=

∞∑
m=1

∞∑
n=1

(m+1)†n

mk

(m!)s · ns

=
∞∑

m=1

mk

(m!)s

∞∑
n=1

(m+1)†n

1
ns

=
∞∑

m=1

mk

(m!)s

( ∞∑
n=1

1
ns
−

∞∑
n=1

1
(m + 1)s · ns

)

=

( ∞∑
n=1

1
ns

)( ∞∑
m=1

mk

(m!)s
−

∞∑
m=1

mk

((m + 1)!)s

)
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=

( ∞∑
n=1

1
ns

)(
1 +

∞∑
m=1

(m + 1)k

((m + 1)!)s
−

∞∑
m=1

mk

((m + 1)!)s

)

= ζ(s) ·
∞∑

n=1

nk − (n− 1)k

(n!)s
.

这就完成了定理 2.2.1 的证明.

注意到 ζ(2) =
π2

6
, 则

lim
s→1

(s− 1)ζ(s) = 1,

∞∑
n=1

1
n!

= e− 1,
1

ζ(s)
=

∞∑
n=1

µ(n)
ns

,

其中 µ(n) 是 Möbius 函数. 由定理 2.2.1, 可以得到下面的
推论 2.2.1 对任意正整数 n, 有

∑

d|n
µ(d)S∗

(n

d

)
=

{
1, 如果n = m!, m是正整数;
0, 否则.

和
∞∑

n=1

S∗(n)
n2

=
π2

6
·
∞∑

n=1

1
(n!)2

.

证明: 注意到
1

ζ(s)
=

∞∑
n=1

µ(n)
ns

, 由定理 2.2.1, 有

∞∑
n=1

1
(n!)s

=

( ∞∑
n=1

µ(n)
ns

)
·
( ∞∑

n=1

S∗(n)
ns

)
=

∞∑
m=1

∞∑
n=1

µ(m) · S∗(n)
(mn)s

=
∞∑

n=1

∑
u·v=n

µ(u)S∗(v)

ns
=

∞∑
n=1

∑

d|n
µ(d)S∗

(n

d

)

ns
. (2-3)

比较 (2-3) 中 Dirichlet 级数的系数, 可得到等式

∑

d|n
µ(d)S∗

(n

d

)
=

{
1, 如果n = m!, m是正整数;
0, 否则.

根据定理 2.2.1 的注释, 有以下
推论 2.2.2

lim
s→1

(s− 1) ·
( ∞∑

n=1

S∗(n)
ns

)
= e− 1,
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其中 e = 2.718281828459 · · · 是常数.
由定理 2.2.1和 Perron’s公式 (参阅文献 [6]中的定理 6.5.2),也可以得到 S∗(n)

均值的渐近公式. 但是用初等方法, 则可得到更强的估计, 即
定理 2.2.2 对任意实数 x > 1, 有渐近公式

∑

n≤x

S∗(n) = (e− 1)x + O

(
ln2 x

(ln lnx)2

)
.

证明: 对任意实数 x > 1, 令 k 是使得 k! ≤ x < (k + 1)! 的正整数. 那么
由 (2-2) 式有

k =
lnx

ln lnx
+ O

(
lnx

(ln lnx)2

)
.

由这个估计式和 S∗(n) 的定义可得
∑

n≤x

S∗(n) =
∑

m!≤x

∑

n≤x

S∗(n)=m

m =
∑

m!·n≤x

m+1†n

m =
∑

m!≤x

m
∑

n≤ x
m!

m+1†n

1

=
∑

m!≤x

m


 ∑

n≤ x
m!

1−
∑

n≤ x
(m+1)!

1


 =

∑

m!≤x

m

(
x ·m

(m + 1)!
+ O(1)

)

= x ·
∑

m!≤x

m2

(m + 1)!
+ O

( ∑

m!≤x

m

)

= x ·
∑

m≤ ln x
ln ln x

m2

(m + 1)!
+ O

(
lnx

(ln lnx)2
lnx

ln lnx

)
+ O

(
ln2 x

(ln lnx)2

)

= x ·
∞∑

m=1

m2

(m + 1)!
+ O

(
x ·

∑

m!>x

m2

(m + 1)!

)
+ O

(
ln2 x

(ln lnx)2

)

= x ·
∞∑

m=1

(
1

(m− 1)!
− 1

m!
+

1
(m + 1)!

)
+ O

(
ln2 x

(ln lnx)2

)

= (e− 1) · x + O

(
ln2 x

(ln lnx)2

)
,

这里利用等式

∞∑
n=0

1
n!

= e. 于是完成了定理的证明.

2.3 关于 Smarandache 对偶函数的一个方程

本节主要是利用初等方法研究一类包含 Smarandache 对偶函数方程的可解性
问题, 具体地说考虑是否存在正整数 n 满足方程

33



Smarandache 问题新进展

∑

d|n
S∗(d) = n. (2-4)

很显然几乎对所有 n 都有
∑

d|n
S∗(d) ≤ n. 那么到底有多少 n 能满足 (2-4) 式? 本

节彻底解决了这一问题, 求出了该方程的所有正整数解. 即要证明下面的

定理 2.3.1 方程 (2-4) 有且仅有 n = 1, 12 两个正整数解.

证明: 容易验证 n = 1 满足方程 (2-4). 现在假定 n > 1 且满足 (2-4) 式, 下
面分几种情况来讨论

(i) n = 2k + 1 为奇数, 此时对任意 d|n 显然有 2! 不整除 n, 所以 S∗(d) = 1.
当 n > 1 且满足 (2-4) 式时应有

n =
∑

d|n
S∗(d) =

∑

d|n
1 = d(n), (2-5)

其中 d(n) 表示 Dirichlet 除数函数. 但是当 n ≥ 3 时有 n > d(n), (2-5) 式显然是
不成立的, 所以方程 (2-4) 没有大于 1 的奇数解.

(ii) n = 2 ·m, m 为奇数. 容易验证 m = 1, 3, 5 时 n 不满足 (2-4) 式. 于是
可假定 m ≥ 7. 若 3 †m 且满足 (2-4) 式时应有

n = 2m =
∑

d|n
S∗(d) =

∑

d|m
S∗(d) +

∑

d|m
S∗(2d)

=
∑

d|m
1 +

∑

d|m
2 = 3d(m).

即 2m = 3d(m), 但当 m ≥ 7 时容易验证 2m > 3d(m), 此时等式不成立.
若 3|m 且 n = 2m 满足 (2-4) 式, 则

n = 2m = 6 · m

3
=

∑

d|n
S∗(d) =

∑

d|m
S∗(d) +

∑

d|m
S∗(2d)

=
∑

d|m
1 +

∑

d|m
3

S∗(6d) +
∑

d|m
3

S∗(2d)

≤ d(m) +
∑

d|m
3

3 + 3d(
m

3
) = d(m) + 6d(

m

3
).

即

2m =
m

2
+

9
2
· m

3
≤ d(m) + 6d(

m

3
).
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此式当奇数
m

3
大于 3 时显然不成立. 而当

m

3
= 3 即 n = 18 时, 可直接验证

∑

d|18
S∗(d) = S∗(1) + S∗(2) + S∗(3) + S∗(6) + S∗(9) + S∗(18)

= 1 + 2 + 1 + 3 + 1 + 2 = 10,

此时 (2-4) 式不成立. 所以，n = 2 ·m (m 为奇数), 不是方程 (2-4) 的解.
(iii) n = 22 ·m, m 为奇数. 容易验证 m = 1 时 n = 4 不满足 (2-4) 式. 而

当 m = 3 即 n = 12 时, 有

∑

d|12
S∗(d) = S∗(1) + S∗(2) + S∗(3) + S∗(4) + S∗(6) + S∗(12)

= 1 + 2 + 1 + 2 + 3 + 3 = 12,

因此 n = 12满足方程 (2-4). 若 m > 3,则当 3|m时有 m ≥ 9,此时若 n满足 (2-4),
则

n = 22m =
∑

d|n
S∗(d) =

∑

d|m
S∗(d) +

∑

d|m
S∗(2d) +

∑

d|m
S∗(4d)

=
∑

d|m
1 +

∑

d|m
3

S∗(6d) +
∑

d|m
3

S∗(2d) +
∑

d|m
3

S∗(12d) +
∑

d|m
3

S∗(6d)

≤ d(m) + 4
∑

d|m
3

3 = d(m) + 12d(
m

3
),

即

4m = m + 9 · m

3
≤ d(m) + 12d(

m

3
),

根据除数函数的性质容易验证此式当奇数
m

3
> 3 时不可能成立. 而当

m

3
= 3

即 n = 36 时, 有

∑

d|36
S∗(d) = S∗(1) + S∗(2) + S∗(3) + S∗(4) + S∗(6) + S∗(12) + S∗(9)

+S∗(18) + S∗(36)

= 1 + 2 + 1 + 2 + 3 + 3 + 1 + 3 + 3 = 19 6= 36.

当 n = 22 ·m, m 为奇数且 3 †m 时, 若 n 满足 (2-4) 式, 则应有

n = 4m =
∑

d|n
S∗(d) =

∑

d|m
S∗(d) +

∑

d|m
S∗(2d) +

∑

d|m
S∗(4d)

=
∑

d|m
1 +

∑

d|m
2 +

∑

d|m
2 = 5d(m),
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但 4m = 5d(m) 是不成立的. 所以，当 n = 22 ·m, m 为奇数时只有 n = 12 满
足 (2-4) 式.

(iv) n = 2α ·m, m 为奇数, α ≥ 3. 此时若 m = 1, 则 n = 2α, 这时

n = 2α =
∑

d|2α

S∗(d) = 1 +
∑

d|2α−1

S∗(2d)

= 1 + 2d(2α−1) = 2α + 1 6= 2α.

当 m = 3 时有

n = 2α3 =
∑

d|2α3

S∗(d) =
∑

d|2α

S∗(d) +
∑

d|2α

S∗(3d)

= 2α + 1 + 1 + 3
∑

d|2α

1− 3 = 1 + 2d(2α−1) = 3α + 2,

显然 2α3 6= 3α + 2. 因此 n = 2α3 不满足 (2-4) 式. 现在不妨设

S∗(n) = S∗(2αm) = u,

其中奇数 m > 3.
若 u = 2, 则当 n 满足 (2-4) 式时应有

n = 2αm =
∑

d|n
S∗(d) =

∑

d|m
S∗(d) +

∑

d|n
2

S∗(2d)

=
∑

d|m
1 +

∑

d|n
2

2 = d(m) + d
(n

2

)
.

即 2αm = d(m) + d
(
2α−1m

)
. 但当 m > 3 时

2αm > d(m) + d
(
2α−1m

)
.

若 u = 3, 则 3|m. 于是当 n 满足 (2-4) 式时有

n = 2αm =
∑

d|n
S∗(d) =

∑

d|m
S∗(d) +

∑

d|n
2

S∗(2d)

≤
∑

d|m
1 +

∑

d|n
6

3 +
∑

d|n
6

3 = d(m) + 6d
(n

6

)
.

即 2αm ≤ d(m) + 6d
(n

6

)
. 但当 m ≥ 3 时

n = 2αm > d(m) + 6d
(n

6

)
.

若 u ≥ 4, 则 3|m. 由于 u!|n = 2αm, 所以
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α ≥
∞∑

i=1

[ u

2i

]
. (2-6)

于是当 u = 4 且 n 满足 (2-4) 式时应有

n = 2αm =
∑

d|n
S∗(d) =

α∑
i=0

∑

d|m
S∗(2id)

≤
∑

d|m
1 +

∑

d|m
3 + (α− 1)

∑

d|m
4

≤ 4d(m) + 4(α− 1)d(m),

即 2αm ≤ 4αd(m). 但当 α ≥ 3, m > 3 时这一不等式是不成立的.
当 u ≥ 5 时, 一定有 3|m 及 5|m, 即奇数 m ≥ 15, 此时容易推出

15d(m) ≤ 4m. (2-7)

因而当 n 满足 (2-4) 式时应有

n = 2αm =
∑

d|n
S∗(d) =

α∑
i=0

∑

d|m
S∗(2id)

≤
∑

d|m
1 +

∑

d|m
3 + (α− 1)

∑

d|m
u

≤ 4d(m) + u(α− 1)d(m) ≤ (uα− 1)d(m).

即

2αm ≤ (uα− 1)d(m).

由 (2-6) 式知

α ≥ u− 1
2

+
u− 1

4
=

3u− 3
4

.

于是结合上式及 (2-7) 式可得

2α15 ≤ 4(uα− 1) ≤ 4
[
α

(
4α

3
+ 1

)
− 1

]
.

但当 α ≥ 3 时这一不等式是不成立的.
结合以上四种情况就完成了定理的证明.

2.4 关于 Smarandache 对偶函数 S∗∗(n)

通过研究可以发现函数 S∗∗(n) 与 S∗(n) 有着非常相似的性质. 在本节中, 我

们的主要目的就是想说明这一点, 即利用初等方法研究
∞∑

n=1

S∗∗(n)
ns

的敛散性, 并给

出一个恒等式. 具体地说就是要证明下面的
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定理 2.4.1 对于任意实数 s > 1, 无穷级数
∞∑

n=1

S∗∗(n)
ns

是收敛的, 且

∞∑
n=1

S∗∗(n)
ns

= ζ(s)
(

1− 1
2s

)(
1 +

∞∑
m=1

2
((2m + 1)!!)s

)
+ ζ(s)

∞∑
m=1

2
((2m)!!)s

,

其中 ζ(s) 是Riemann zeta-函数.

证明: 首先如果 s > 1, 由 S∗∗(n) << lnn 可得 Dirichlet 级数
∞∑

n=1

S∗∗(n)
ns

是收敛的, 且
∞∑

n=1

S∗∗(n)
ns

=
∞∑

n=1
2†n

S∗∗(n)
ns

+
∞∑

n=1
2|n

S∗∗(n)
ns

.

由 S∗∗(n) 的定义知当 n 为奇数时, 如果 S∗∗(n) = 2m − 1，则 (2m − 1)!! | n.
令 n = (2m− 1)!! · n1 且 (2m + 1) † n1. 那么对于任意实数 s > 1, 有

∞∑
n=1
2†n

S∗∗(n)
ns

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1
2†n

S∗∗(n)=2m−1

2m− 1
ns

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1
2†n

(2m+1)†n

2m− 1
((2m− 1)!!)s · ns

=
∞∑

m=1

2m− 1
((2m− 1)!!)s

∞∑
n=1
2†n

(2m+1)†n

1
ns

=

( ∞∑
m=1

2m− 1
((2m− 1)!!)s

)



∞∑
n=1
2†n

1
ns
−

∞∑
n=1
2†n

1
(2m + 1)s · ns




=




∞∑
n=1
2†n

1
ns




( ∞∑
m=1

2m− 1
((2m− 1)!!)s

−
∞∑

m=1

2m− 1
((2m + 1)!!)s

)

=




∞∑
n=1
2†n

1
ns




(
1 +

∞∑
m=1

2m + 1
((2m + 1)!!)s

−
∞∑

m=1

2m− 1
((2m + 1)!!)s

)

=




∞∑
n=1
2†n

1
ns




(
1 +

∞∑
m=1

2
((2m + 1)!!)s

)
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= ζ(s)
(

1− 1
2s

)(
1 +

∞∑
m=1

2
((2m + 1)!!)s

)
. (2-8)

当 n 为偶数时, 如果 S∗∗(n) = 2m, 则 (2m)!! | n. 现在令 n = (2m)!! · n2

且 (2m + 2) † n2. 那么对于任意实数 s > 1, 有
∞∑

n=1
2|n

S∗∗(n)
ns

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1
2|n

S∗∗(n)=2m

2m

ns
=

∞∑
m=1

∞∑
n=1

(2m+2)†n

2m

((2m)!!)s · ns
(2-9)

=
∞∑

m=1

2m

((2m)!!)s

∞∑
n=1

(2m+2)†n

1
ns

=

( ∞∑
m=1

2m

((2m)!!)s

)( ∞∑
n=1

1
ns
−

∞∑
n=1

1
(2m + 2)s · ns

)

=

( ∞∑
n=1

1
ns

)( ∞∑
m=1

2m

((2m)!!)s
−

∞∑
m=1

2m

((2m + 2)!!)s

)

=

( ∞∑
n=1

1
ns

)(
1 +

∞∑
m=1

2
((2m + 2)!!)s

)

= ζ(s)

(
1 +

∞∑
m=1

2
((2m + 2)!!)s

)

= ζ(s)
∞∑

m=1

2
((2m)!!)s

. (2-10)

结合 (2-8) 式和 (2-9) 式得到
∞∑

n=1

S∗∗(n)
ns

=
∞∑

n=1
2†n

S∗∗(n)
ns

+
∞∑

n=1
2|n

S∗∗(n)
ns

= ζ(s)
(

1− 1
2s

)(
1 +

∞∑
m=1

2
((2m + 1)!!)s

)
+ ζ(s)

∞∑
m=1

2
((2m)!!)s

.

于是完成了定理的证明.
由定理可得到下面的

推论 2.4.1 当 s = 2, 4 时, 有恒等式
∞∑

n=1

S∗∗(n)
n2

=
π2

4

∞∑
m=1

1
((2m + 1)!!)2

+
π2

3

∞∑
m=1

1
((2m)!!)2

+
π2

8
,

∞∑
n=1

S∗∗(n)
n4

=
π4

48

∞∑
m=1

1
((2m + 1)!!)4

+
π4

45

∞∑
m=1

1
((2m)!!)4

+
π4

96
.
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证明: 在定理 2.4.1 中取 s = 2, 4, 注意到 ζ(2) =
π2

6
及 ζ(4) =

π4

90
(参阅

文献 [4]) 容易得出下面的式子

∞∑
n=1

S∗∗(n)
n2

= ζ(2) · 3
4

(
1 +

∞∑
m=1

2
((2m + 1)!!)2

)
+ ζ(2)

∞∑
m=1

2
((2m)!!)2

=
π2

8

(
1 +

∞∑
m=1

2
((2m + 1)!!)2

)
+

π2

3

∞∑
m=1

2
((2m)!!)2

=
π2

4

∞∑
m=1

1
((2m + 1)!!)2

+
π2

3

∞∑
m=1

1
((2m)!!)2

+
π2

8

及 ∞∑
n=1

S∗∗(n)
n4

=
π4

48

∞∑
m=1

1
((2m + 1)!!)4

+
π4

45

∞∑
m=1

1
((2m)!!)4

+
π4

96
.

于是完成了推论的证明.

2.5 一个包含 SM(n) 函数的方程

容易验证数论函数 SM(n) 是 Smarandache 可乘函数. 关于它的初等性质, 我
们了解得很少, 在文献 [2] 中曾经介绍了以下性质

∑

n≤x

(SM(n)− P (n))2 =
2ζ

(
3
2

)
x

3
2

3 ln x
+ O

(
x

3
2

ln2 x

)
.

本节的主要目的是研究一个包含 SM(n) 函数的方程的可解性, 即求方程

∑

d|n
SM(d) = n (2-11)

的所有正整数解, 其中
∑

d|n
表示对 n 的所有正因子求和. 显然存在无限多个正整

数 n 使得
∑

d|n
SM(d) > n. 例如取 n = p 为素数, 则

∑

d|n
SM(d) = 1 + p > p. 同时

又有无限多个正整数 n 使得
∑

d|n
SM(d) < n. 事实上取 n = pq, p 和 q 为两个不同

的奇素数且 p < q, 则有
∑

d|n
SM(d) = 1 + p + 2q < pq. 于是我们自然想知道到底

有多少个正整数 n 能满足 (2-11) 式? 在本节中我们将要解决这个问题, 就是要证
明下面的
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定理 2.5.1 对任意正整数 n, 方程 (2-11) 成立当且仅当 n = 1, 28.

证明: 首先, 证明几种特殊情况
(i) 当 n = 1 时,

∑
d|n

SM(d) = SM(1) = 1, 得 n = 1 是方程 (2-11) 的解.

(ii) 当 n = pα 为素数方幂时 (2-11) 式不成立. 事实上这时若 (2-11) 式成立,
则由函数 SM(n) 的定义可得

∑

d|n
SM(d) =

∑

d|pα

SM(d) = 1 + p + 2p + · · ·+ αp = pα. (2-12)

显然 (2-12) 式右边是 p 的倍数, 而左边不是 p 的倍数, 矛盾. 所以当 n 为素数方幂

时 (2-11) 式不成立.
(iii) 当 n > 1 且 n 的最小素因子的方幂为 1 时, 若 n = p1p

α2
2 · · · pαk

k = p1n1

且满足 (2-11) 式, 则由结论 (ii) 知 k ≥ 2. 于是由 SM(n) 的定义可得
∑

d|n
SM(d) =

∑

d|n1

SM(d) +
∑

d|n1

SM(p1d) = 2
∑

d|n1

SM(d) + p1 − 1 = p1n1.(2-13)

显然 (2-13) 式两边的奇偶性相反, 矛盾. 此时 (2-11) 式不成立.
由结论 (iii) 立刻得到: 如果 n 为无平方因子数, 则 n 不可能满足 (2-11) 式.
现在证明一般情况. 假定整数 n > 1 满足方程 (2-11), 由结论 (ii) 及 (iii)

知 n 至少有两个不同的素因子, 而且 n 的最小素因子的方幂大于 1. 于是可
设 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k , α1 > 1, k ≥ 2. 设 SM(n) = αp. 下面分几种情况进行讨论
(A) α = 1. 此时 p 必定为 n 的最大素因子, 令 n = n1p, 注意到当 d|n1 时

有 SM(d) ≤ p− 1, 于是由
∑

d|n
SM(d) = n 可得

n1p = n =
∑

d|n1p

SM(d) =
∑

d|n1

SM(d) +
∑

d|n1

SM(dp)

=
∑

d|n1

SM(d) +
∑

d|n1

p ≤ 1 +
∑

d|n1

d>1

(p− 1) + pd(n1)

= 2 + (2p− 1)d(n1)− p, (2-14)

或者

n1 + 1 < 2d(n1), (2-15)

其中 d(n1) 为 Dirichlet 除数函数. (2-15) 式当 n1 ≥ 7 时显然不成立. 于是 2 ≤
n1 ≤ 6. 又由于 n1 的最小素因子的方幂大于 1, 所以 n1 = 4. 从而 n = n1p = 4p,
p > 3. 此时由

4p =
∑

d|4p

SM(d) = SM(1) + SM(2) + SM(4) + SM(p) + SM(2p) + SM(4p)
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= 1 + 2 + 4 + 3p,

立刻推出 p = 7 即 n = 28.
(B) SM(n) = αp 且 α > 1. 此时设 n = n1p

α, (n1, p) = 1. 若 n 满足 (2-11)
式, 则有

n = pαn1 =
α∑

i=0

∑

d|n1

SM(pid).

当 1 < n1 < 8 时, 我们来分析方程 (2-11) 的情况.
(a) 若 n1 = 2, 即 n = 2pα(p > 2), 由 (iii) 的讨论知, n = 2pα 不是方程 (2-11)

的解;
(b) 若 n1 = 3 时, n = 3pα. 由于 (n1, p) = 1, 有 p 6= 3.

若 p = 2, n = 3 · 2α 满足方程 (2-11), 即
∑

d|3·2α

SM(d) =
∑

d|2α

SM(d) +
∑

d|2α

SM(3d) = 2
∑

d|2α

SM(d) + 3 = 3 · 2α,

上式中 2
∑
d|2α

SM(d)+ 3 是奇数, 而 3 · 2α 是偶数. 所以, n = 3 · 2α 不是方程 (2-11)

的解;
若 p > 3, 即 n = 3 · pα 满足方程 (2-11), 则 n 最小素因子的指数为 1, 由 (iii)

知, n = 3 · pα 不是方程 (2-11) 的解.
因此 n = 3 · pα(p 6= 3) 不是方程 (2-11) 的解.
(c) 当 n1 = 4 时, n = 4 · pα(p ≥ 3), 有

∑

d|4·pα

SM(d) =
∑

d|pα

SM(d) +
∑

d|pα

SM(2d) +
∑

d|pα

SM(4d),

若 p = 3, 即 n = 4 · 3α 满足方程 (2-11), 则
∑

d|4·3α

SM(d) =
∑

d|3α

SM(d)+
∑

d|3α

SM(2d)+
∑

d|3α

SM(4d) = 3
∑

d|3α

d>1

SM(d)+12 = 4·3α,

由于 32 | 3 ∑
d|3α

d>1

SM(d), 而且 32 | 4 · 3α, 从而 32 | 12. 这是不可能的.

若 p > 3, 即 n = 4 · pα 满足方程 (2-11), 则
∑

d|4·pα

SM(d) =
∑

d|pα

SM(d) +
∑

d|pα

SM(2d) +
∑

d|pα

SM(4d) = 3
∑

d|pα

SM(d) + 8

=
3
2
α(α + 1)p + 11 = 4 · pα,

即

4 · 3α − 3
2
α(α + 1)p + 11 = 0.
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现在固定 α, 取 f(x) = 4 ·xα− 1
2
α(α + 1)x + 11, 当 x ≥ 3 时, f(x) 是递增函数, 即

f(x) ≥ f(3) = 4 · 3α − 3
2
α(α + 1) + 11 = g(α).

又由于 α ≥ 2 时, g(α) 是关于 α 的递增函数. 则有

f(x) ≥ f(3) = g(α) ≥ g(2) > 0,

所以, 当 x ≥ 3 时, f(x) = 0 无解. 从而得到 p > 3 时, 方程 (2-11) 无解.
(d) 当 n1 = 5 时, 有 n = 5 · pα(p 6= 5).
若 p > 5, 则由 (iii) 知, n = 5 · pα 不是方程 (2-11) 的解;
若 p = 2, 由于

∑

d|5·2α

SM(d) =
∑

d|2α

SM(d) +
∑

d|2α

SM(5d) = 2
∑

d|2α

d>1

SM(d) + 10 = 5 · 2α,

这里 22 | 2 ∑
d|2α

d>1

S(d), 又 22 | 5 · 2α, 从而有 22 | 10, 这是不可能的. 故 n = 5 · 2α 不

满足方程 (2-11);
若 p = 3, 由于

∑

d|5·3α

SM(d) =
∑

d|3α

SM(d) +
∑

d|3α

SM(5d) = 2
∑

d|3α

SM(d) + 6,

这里 2
∑
d|3α

SM(d)+6是偶数,而 5 ·3α 是奇数. 因此, n = 5 ·3α 不满足方程 (2-11).

(e) 当 n1 = 6 时 n = 2 · 3 · pα, 由 (iii) 的讨论知, n 不满足方程 (2-11).
(f) 当 n1 = 7 时, 有 n = 7 · pα(p 6= 7).
若 p > 7, 则由 (iii) 知, n = 7 · pα 不是方程 (2-11) 的解;
若 p = 2, 此时必有 α ≥ 4. 由于

∑

d|7·2α

SM(d) =
∑

d|2α

SM(d) +
∑

d|2α

SM(7d) = 2
∑

d|2α

SM(d) + 15,

这里 2
∑
d|2α

SM(d) + 15 是奇数, 而 n = 7 · 2α 是偶数. 故 n = 7 · 2α 不满足方

程 (2-11);
若 p = 3, 由于

∑

d|7·3α

SM(d) =
∑

d|3α

SM(d) +
∑

d|3α

SM(7d) = 2
∑

d|3α

d>1

SM(d) + 13,
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上式中 3 | 2
∑
d|3α

d>1

SM(d), 且 3 | 7 · 3α, 如果满足方程 (2-11), 必有 3 † 13, 矛盾. 于

是 n = 7 · 3α 也不是方程 (2-11) 的解;
若 p = 5, 由于

∑

d|7·5α

SM(d) =
∑

d|5α

SM(d) +
∑

d|5α

SM(7d) = 2
∑

d|5α

SM(d) + 8,

上式中 2
∑
d|5α

SM(d)+8是偶数,而 7 ·5α 是奇数. 于是 n = 7 ·5α 也不是方程 (2-11)

的解.

(g) 当 n1 ≥ 8 时, 有 n = n1 · pα, 且 pα >
α(α + 1)

2
p, 则

∑

d|n1·pα

SM(d) < SM(pα)d(n1p
α) = α(α + 1)pd(n1) ≤ α(α + 1)

2
pn1 < pαn1 = n,

则当 n1 ≥ 8 时, n = n1p
α 也不是方程 (2-11) 的解.

综合以上所有情况可得方程 (2-11) 有且仅有两个解, 即 n = 1, 28. 于是完成了

定理的证明.

2.6 一个包含 Smarandache 对偶函数的方程

本节的主要目的是利用初等方法研究一类包含 Smarandache 对偶函数方程的
可解性问题.设 n的标准分解式为 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k , 我们定义 ω(n)为 n的所有

不同素因子的个数, 不包括素因子的重数, 即 ω(n) = k. Ω(n) 定义为 n 的所有素

因子个数和, 即 Ω(n) = α1 + α2 + · · ·+ αk. 我们考虑是否存在正整数 n 满足方程

∑

d|n
S∗(d) = ω(n)Ω(n). (2-16)

本节要解决这一问题, 即求得该方程的所有正整数解. 具体地说就是证明了下面的

定理 2.6.1 方程
∑

d|n
S∗(d) = ω(n)Ω(n) 有且仅有以下三种形式的解

1. n = pα
1 p2 或者 n = p1p

β
2 . 其中 2 < p1 < p2, α ≥ 1, β ≥ 1

2. n = p2
1p2p3 或者 n = p1p

2
2p3 或者 n = p1p2p

2
3

3. n = p1p2p3p4, 其中 p1 < p2 < p3 < p4 为奇素数.

证证证明明明: 容易验证当 n = 1 时,

∑

d|n
S∗(d) = S∗(1) = 1,
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同时

ω(n)Ω(n) = 0.

等式 (2-16) 不成立, 所以 n = 1 不是方程 (2-16) 的正整数解.
现在假定 n > 1, 我们对 (2-16) 式分下面几种情况讨论
(i)当 n为奇数时,设 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k ,此时显然对任意 d|n有 2!不整除 n,
所以 S∗(d) = 1. 于是当 n > 1 且满足 (2-16) 式时有

∑

d|n
S∗(d) =

∑

d|n
1 = d(n) = (1 + α1)(1 + α2) · · · (1 + αk),

同时

ω(n)Ω(n) = k(α1 + α1 + · · · + αk),

其中 d(n) 表示 Dirichlet 除数函数.
下面对 k 的取值进行讨论

(a) 当 k = 2 时,

∑

d|n
S∗(d) = (α1 + 1)(α2 + 1), ω(n)Ω(n) = 2(α1 + α2).

解方程 (α1 + 1)(α2 + 1) = 2(α1 + α2) 得 α1 = 1 或者 α2 = 1. 所以 n = pα
1 p2 或

者 n = p1p
β
2 , 其中 2 < p1 < p2, α ≥ 1, β ≥ 1.

(b) 当 k = 3 时, 满足方程 (2-16) 的等式为

(α1 + 1)(α2 + 1)(α3 + 1) = 3(α1 + α2 + α3). (2-17)

下面对 (2-17) 式中的每个 αi 是否取 1 进行讨论, 其中 1 ≤ i ≤ 3.
当 (2-17) 式中仅有一个 αi 为 1 时, 不妨设 α1 = 1, 则 (2-17) 式左边变

为 2(α2 + 1)(α3 + 1). 同时 (2-17) 式右边变为 3(1 + α2 + α3). 容易证明 (2-17) 式
左边总是大于右边, 所以方程 (2-16) 在此种情况下无解.
当 (2-17) 式中仅有两个 αi 为 1 时, 不妨设 α1 = 1, α2 = 1, 解等式 (2-17) 可

得 α3 = 2. 所以方程 (2-16) 在此种情况下的解为 n = p2
1p2p3 或者 n = p1p

2
2p3 或

者 n = p1p2p
2
3.

当三个 αi 均为 1时, 等式 (2-17)不成立. 所以方程 (2-16)在此种情况下无解.
当三个 αi 均大于 1 时, 可以证明下面的不等式

(α1 + 1)(α2 + 1)(α3 + 1) > 3(α1 + α2 + α3)

成立. 即

(α1α2α3 + α1α2 + α2α3 + α1α3 + 1) > (2α1 + 2α2 + 2α3).
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用上述不等式的左边减右边可得

(α1α2α3 + α1α2 + α2α3 + α1α3 + 1)− 2(α1 + α2 + α3)

= α1α2α3 + α1(α2 − 2) + α2(α3 − 2) + α3(α1 − 2) + 1

≥ α1α2α3 + 1 > 0.

这就证明了 (2-17) 式左边总是大于右边, 所以方程 (2-16) 在此种情况下无解.
(c) 当 k = 4 时, 满足方程 (2-16) 的等式为

(α1 + 1)(α2 + 1)(α3 + 1)(α4 + 1) = 4(α1 + α2 + α3 + α4) (2-18)

下面对 (2-18) 式中的每个 αi 是否取 1 进行讨论, 其中 1 ≤ i ≤ 4.
当 (2-18) 式中的四个 αi 均为 1 时, 等式 (2-18) 成立. 所以方程 (2-16) 在这

种情况下的解为 n = p1p2p3p4.
当 (2-18) 式中仅有三个 αi 为 1 时, 不妨设 α1 = 1, α2 = 1, α3 = 1 且 α4 > 1,

等式 (2-18) 式不成立. 所以方程 (2-16) 在这种情况下无解.
当 (2-18) 式中仅有两个 αi 为 1 时, 不妨设 α1 = 1, α2 = 1, 且 α3 > 1, α4 > 1,

等式 (2-18) 式不成立. 所以方程 (2-16) 在这种情况下无解.
当 (2-18) 式中仅有一个 αi 为 1 时, 不妨设 α1 = 1, 且 α2 > 1, α3 > 1, α4 > 1,
将 α1 = 1 代入 (2-18) 式得 2(α2 + 1)(α3 + 1)(α4 + 1) = 4(1 + α2 + α3 + α4)
将等式两边化简为

α2α3α4 + α2α3 + α2α4 + α3α4 = 1 + α2 + α3 + α4.

由于 α2 > 1, α3 > 1, α4 > 1, 容易看出上述等式的左边总是大于右边. 所
以 (2-18) 式左边总是大于右边. 因此方程 (2-16) 在此种情况下无解.

当 (2-18)式中四个 αi均大于 1时,由于当 α1 > 1, α2 > 1时, (α1+1)(α2+1) >

2(α1 + α2).
同理可知, 当 α3 > 1, α4 > 1 时, (α3 + 1)(α4 + 1) > 2(α3 + α4).
所以

(α1 + 1)(α2 + 1)(α3 + 1)(α4 + 1)

> 4(α1 + α2)(α3 + α4)

= 4(α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4)

> 4(α1 + α2 + α3 + α4).

因此, 等式 (2-18) 左边总是大于右边. 所以方程 (2-16) 在此种情况下无解.
(d) 当 k > 4, 且 1 ≤ i ≤ k. 可以证明方程 (2-16) 的左边总是大于右边.
即

(α1 + 1)(α2 + 1) + · · ·+ (αk + 1) > k(α1 + · · ·+ αk).
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所以方程 (2-16) 在此种情况下无解.
下面用数学归纳法证明. 设 k = i 时, 上述不等式成立. 即

(α1 + 1)(α2 + 1) + · · ·+ (αi + 1) > i(α1 + · · ·+ αi)

当 k = i + 1 时

(α1 + 1)(α2 + 1) + · · ·+ (αi + 1)(αi+1 + 1) > i(α1 + · · ·+ αi)(αi+1 + 1).

又因为

i(α1 + · · ·+ αi)(αi+1 + 1)− (i + 1)(α1 + · · ·+ αi + αi+1)

= i(α1 + · · ·+ αi)(αi+1 + 1)− i(α1 + · · ·+ αi)

−iαi+1 − (α1 + · · ·+ αi)− αi+1

= (iαi+1 − 1)(α1 + · · ·+ αi)− (i + 1)αi+1

> (iαi+1 − 1)(α1 + · · ·+ αi)− (i + 1)(iαi+1 − 1)

= (iαi+1 − 1)(α1 + · · ·+ αi − i− 1) > 0.

所以, 当 k = i + 1 时, 不等式亦成立.
(ii) 当 n 为偶数时, 设 n = 2αm, 且 m 为奇数, 设 m = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k . 容易
推出

∑

d|n
S∗(d) =

∑

d|n
2

S∗(d) +
∑

d|n
2

S∗(2d)

≥
∑

d|n
2

1 +
∑

d|n
2

2

= 3d(
n

2
).

同时

ω(n)Ω(n) = (k + 1)(α + α1 + α1 + · · · + αk).

下面可以证明

3d(
n

2
) = 3α(α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk + 1) > (k + 1)(α + α1 + · · ·+ αk). (2-19)

(a) 当 k = 2 时, 容易验证不等式 (2-19) 成立.
(b) 当 k = 3 时, 将不等式 (2-19) 两边展开比较, 可以验证不等式 (2-19) 成立.
(c) 当 k > 3 时, 也可以验证不等式 (2-19) 成立, 证明方法类似于在讨论 n 为

奇数且 k > 4 的情形, 同样可用数学归纳法得到证明结果.
所以, 在此种情况下方程也无解.
结合以上几种情况我们完成了定理的证明.

47



Smarandache 问题新进展

第三章 关于 SL(n) 函数及其对偶函数的性质

有不少学者对函数 SL(n) 的相关问题作了一系列研究, 并取得了十分重要的
结果. 在本章中我们将利用初等及解析方法来进一步研究有关 SL(n) 函数的均值
分布等问题. 此外, 我们还将引入一个新的 Smarandache 函数 SL(n), 并给出这个
函数的相关结果.

3.1 引言

定定定义义义 3.1 对任意正整数 n, Smarandache LCM 函数 SL(n) 定义为最小的
正整数 k, 使得 n | [1, 2, · · · , k], 这里 [1, 2, · · · , k] 表示 1, 2, · · · , k 的最小公倍

数.
定定定义义义 3.2 对任意的正整数 n, 新的 Smarandache 可乘函数 SL(n) 定义如

下: SL(1) = 1, 当 n > 1 且 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k 为 n 的标准分解式时

SL(n) = min{pα1
1 , pα2

2 , · · · , pαk

k }.

定定定义义义 3.3 对任意正整数 n, Smarandache LCM 函数的对偶函数 SL∗(n) 定
义为最大的正整数 k, 使得 [1, 2, · · · , k] | n, 这里 [1, 2, · · · , k] 表示 1, 2, · · · ,
k 的最小公倍数.
下面给出 SL(n) 函数的一些简单性质. 为方便起见, 设 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k

是 n 的标准分解式.
性性性质质质 3.1 对任意的正整数 n, 有

SL(n) = max
1≤i≤k

{pαi

i } . (3-1)

特别地, SL(pα) = pα.
性性性质质质 3.2 对任意素数 p, 有

SL(p) = S(p). (3-2)

性性性质质质 3.3 当 n = 12 或者 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαr
r p 时有

SL(n) = S(n), S(n) 6= n, (3-3)

其中 p1, p2, · · · , pr, p 表示不同的素数, 而 α1, α2, · · · , αr 是满足 p > pαi

i ,
i = 1, 2, · · · , r 的正整数.

3.2 SL(n) 函数的渐近公式

本节的主要目的是用初等方法研究函数 SL(n) 的均值性质, 得到一个较强的
渐近公式. 即就是证明下面的
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定理 3.2.1 设 k ≥ 2 为一个固定的整数, 那么对于任意的实数 x > 1, 有渐
近公式

∑

n≤x

SL(n) =
π2

12
· x2

lnx
+

k∑
i=2

ci · x2

lni x
+ O

(
x2

lnk+1 x

)
,

其中 ci (i = 2, 3, · · · , k) 为可计算的常数.
证明： 事实上对于任意正整数 n > 1, 设 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαs

s 为 n 的标准分解

式, 则有 (参阅文献 [7])

SL(n) = max{pα1
1 , pα2

2 , · · · , pαs
s }. (3-4)

现在来考虑和式

∑

n≤x

SL(n) =
∑

n∈A

SL(n) +
∑

n∈B

SL(n), (3-5)

这里把区间 [1, x] 内的整数分成两个集合 A 和 B. 集合 A 表示所有的正整

数 n ∈ [1, x]满足: 存在一个素数 p使得 p|n并且 p >
√

n; 集合 B 表示区间 [1, x]
内的所有正整数 n /∈ A. 从 (3-4) 和 A 的定义有

∑

n∈A

SL(n) =
∑

n≤x

p|n,
√

n<p

SL(n) =
∑

pn≤x
n<p

SL(pn)

=
∑

pn≤x
n<p

p =
∑

n≤√x

∑

n<p≤ x
n

p. (3-6)

利用 Abel 求和公式和素数定理有

∑

n<p≤ x
n

p =
x

n
· π

(x

n

)
− n · π(n)−

∫ x
n

n

π(y)dy

=
x2

2n2 lnx
+

k∑
i=2

bi · x2 · lni n

n2 · lni x
+ O

(
x2

n2 · lnk+1 x

)
, (3-7)

这里我们用到了估计式 n ≤ √
x, 其中 bi 是可计算的常数.

注意到

∞∑
n=1

1
n2

=
π2

6
, 且

∞∑
n=1

lni n

n2
对于所有的 i = 2, 3, · · · , k 是收敛的.

由 (3-6) 和 (3-7) 我们有

∑

n∈A

SL(n) =
∑

n≤√x

(
x2

2n2 lnx
+

k∑
i=2

bi · x2 · lni n

n2 · lni x
+ O

(
x2

n2 · lnk+1 x

))
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=
π2

12
· x2

lnx
+

k∑
i=2

ci · x2

lni x
+ O

(
x2

lnk+1 x

)
, (3-8)

这里 ci (i = 2, 3, · · · , k) 是可计算的常数.
现在我们估计和式在集合 B 中的情况. 注意到对任意的正整数 α, 级

数

∞∑
n=1

1

n
α+1

α

收敛, 于是从 (3-4) 和集合 B 的定义有

∑

n∈B

SL(n) =
∑

n≤x

SL(n)=p, p≤√n

p +
∑

n≤x

SL(n)=pα, α>1

pα

¿
∑

n≤x

p|n, p≤√n

p +
∑

2≤α≤ln x

∑

p≤x

∑

npα≤x

pα

¿
∑

n≤x

∑

p≤min{n, x
n}

p +
∑

2≤α≤ln x

∑

n≤x

∑

p≤( x
n)

1
α

pα

¿ x
3
2

lnx
+

x
3
2

lnx
· lnx ¿ x

3
2 . (3-9)

结合 (3-5), (3-8) 和 (3-9) 可推出

∑

n≤x

SL(n) =
π2

12
· x2

lnx
+

k∑
i=2

ci · x2

lni x
+ O

(
x2

lnk+1 x

)
,

这里 ci (i = 2, 3, · · · , k) 为可计算的常数. 于是完成了定理的证明.
从定理可以推出下面的

推论 3.2.1 对任意实数 x > 1, 有渐近公式

∑

n≤x

SL(n) =
π2

12
· x2

lnx
+ O

(
x2

ln2 x

)
.

3.3 关于 SL(n) 函数的一个方程

本节主要研究一类包含 Smarandache LCM 函数的方程的可解性问题, 即寻求
所有使得方程

∑

d|n
SL(d) = n (3-10)
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成立的正整数 n, 其中
∑

d|n
表示对 n 的所有正因数求和. 显然存在无限多个正整

数 n 使得
∑

d|n
SL(d) > n. 事实上, 当 n = pα 为素数方幂时, 有

∑

d|n
SL(d) =

∑

d|pα

SL(d) = 1 + p + · · ·+ pα > pα = n.

同时又存在无限多个正整数 n, 使得
∑

d|n
SL(d) < n. 例如当 n 为两个不同奇素数

的乘积时, 即 n = p · q, 其中 3 ≤ p < q 为素数, 则有

∑

d|n
SL(d) =

∑

d|p·q
SL(d) = 1 + p + 2q < p · q = n.

那么存在多少个正整数 n 能满足方程 (3-10)？通过大量的数据检验, 我们发现只
有极少数的正整数满足此方程. 本节给出此方程的所有正整数解, 即利用初等方法
证明了该方程只有两个正整数解.
为了完成定理的证明, 需要下面一个引理
引理 3.3.1 对于任意正整数 n > 12600, 有估计式

d(n) ≤ n
9
20 ,

其中 d(n) 为 Dirichlet 除数函数, 即 d(n) =
∑

d|n
1.

证明: 这一引理可以直接验证. 为书写简便不妨设

f(n) =
n

9
20

d(n)
.

显然为了证明引理, 只需证明当 n > 12600 时 f(n) > 1 即可. 熟知 f(n) 是一个
可乘函数, 而且当 α ≥ 2 时, f (2α) 是对正整数 α 递增的; 当素数 p > q ≥ 3 时,
f

(
pβ

)
对正整数 β 是递增函数且 f(p) > f(q). 注意到当 α ≥ 7 时, f (2α) > 1,

当 α ≥ 3 时, f (3α) > 1, 当 α ≥ 2 时, f (5α) > 1, 当素数 p ≥ 7 及整数 α ≥ 1

时, f (pα) > 1. 因此在所有正整数中, f
(
22 · 3 · 5) = f(60) =

(60)
9
20

12
最小. 当 n

至少含有因数 28; 35; 2α · 3β, α + β ≥ 9; p ≥ 17; p3
1 (p1 ≥ 5); p2

2 (p2 ≥ 7);
7 × p3; 11 × p3; 52 × p3 (p3 ≥ 11) (其中 p, p1, p2, p3 为素数) 之一时, 不难验
证 f(n) > 1, 这是因为对于任意这些因数中的一个 d, 都有 f(d · 60) > 1, 因此对任
意正整数 n = d · n1 都有 f(d · n1) > 1. 所以在剩下的所有正整数 n 中, n 最多含

有 4 个小于或等于 13 的素因子, 而且每个素因数的方幂都很小, 这样经过检验可
得 n = 23 · 32 · 52 · 7 = 12600 是最大的不满足 f(n) > 1 的整数. 于是完成了引理
的证明.
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定理 3.3.1 方程 (3-10) 有且仅有两个正整数解 n = 1, 28.

证明: 容易验证 n = 1, 28 是方程 (3-10) 的解. 为了证明除了这两个解外, 方
程 (3-10) 没有其它正整数解. 设 n > 1 且 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαr

r (p1 < p2 < · · · < pr)
为 n 标准分解式. 首先证明如果 n 满足方程 (3-10), 则 α1 ≥ 2 且 r ≥ 2. 事实上
由于 n 不可能是一个素数的方幂, 所以 r ≥ 2. 如果 α1 = 1 且 n 满足方程 (3-10),
设 n = p1 · n1, 则当 d|n1 且 d > 1 时有 SL(d · p1) = SL(d). 于是

∑

d|n
SL(d) =

∑

d|n1

SL(d) +
∑

d|n1

SL(p1 · d) = p1 − 1 + 2
∑

d|n1

SL(d) = p1 · n1.

上式两边奇偶性不同,也就是说当 p1 = 2时,左边为奇数,而右边为偶数. 当 p1 > 2
时, 左边为偶数, 而右边为奇数, 矛盾. 所以当 n 满足方程 (3-10) 时有 α1 ≥ 2,
且 r ≥ 2. 现在设

SL(n) = max{pα1
1 , pα2

2 , · · · , pαr
r } = pα.

为方便起见设 n = n1 · pα 满足方程 (3-10). 将 α 分为两种情况来讨论

(i) α = 1. 即 n = n1 · p, 此时显然 p 是 n 的最大素因子, 所以有
∑

d|n
SL(d) =

∑

d|n1

SL(d) +
∑

d|n1

SL(d · p) =
∑

d|n1

SL(d) +
∑

d|n1

p

=
∑

d|n1

SL(d) + p · d(n1) = n1 · p. (3-11)

在 (3-11) 式中, 由于当 d|n1 时, SL(d) < p. 所以由 (3-11) 式可以推出 2p · d(n1) >

n1 · p. 或者 2d(n1) > n1. 容易验证此式当 n1 = 5, 7, 8, 9, 10, 11 或者 n1 ≥ 12 时
不成立. 又由于 n 的最小素因子的方幂 ≥ 2. 所以在剩下的几个数中只有 n1 = 4.
当 n1 = 4 时 d(n1) = 3, 这时 (3-11) 式成为

1 + 2 + 4 + 3 · p = 4 · p.

解上式可得 p = 7, 即 n = 28.
(ii) 当 α ≥ 2. 这时将 n 分为两种情况:
(A) pα < n

11
20 . 此时当 n 满足方程 (3-10) 时可得不等式:

n =
∑

d|n
SL(d) <

∑

d|n
n

11
20 = n

11
20 · d(n). (3-12)

即 n
9
20 < d(n). 由引理以及证明过程可知当 n > 12600 或者 n 含有因数 28; 35;

2γ ·3β, γ+β ≥ 9; p ≥ 17; p3
1 (p1 ≥ 5); p2

2 (p2 ≥ 7); 7×p3; 11×p3; 52×p3 (p3 ≥ 11)
(其中 p, p1, p2, p3 为素数) 之一时, 不等式 n

9
20 < d(n) 不成立. 于是在剩下的所

有 n ≤ 12600中,可以直接验证除了 n = 1, 28外,没有其它 n满足方程 (3-10). 事
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实上, n仅有很少几种情况: SL(n) = 52; 32; 33; 34; 2α, 2 ≤ α ≤ 7. 若 SL(n) = 52,
则 n 必须表示为 n = 2δ · 3β · 52 · 7γ , 其中 δ = 0, 2, 3, 4; β = 0, 1, 2; γ = 0, 1
且 δ + β + γ 6= 0. 经过检验可知这些 n 不满足方程 (3-10); 若 SL(n) = 3α,
2 ≤ α ≤ 4, 则 n 必可表为 n = 2β · 3α · 5γ · pδ, 其中 2β < 3α; 5γ < 3α; p = 7, 11
或者 13, δ = 0, 1 且 β + γ + δ 6= 0. 而当 SL(n) = 2α, 2 ≤ α ≤ 7 时, n 必可

表为 n = 2α · 3β · 5γ · pδ, 其中 2α > 3β; 2α > 5γ ; 2α > pδ 且 β + γ + δ 6= 0,
p = 7, 11 或者 13. 无论那一种情况, 可以验证除了 n = 1, 28 外, 没有其它 n 满

足方程 (3-10).
(B) pα ≥ n

11
20 , 此时容易推出 p9α ≥ n11

1 . 因而对任意 d|n1, 有 SL(d) ≤ n1 ≤
p

9α
11 . 于是当 n 满足 (3-10) 式时应用性质 3.1 有

n1 · pα =
∑

d|n
SL(d) =

α∑
i=0

∑

d|n1

SL(d · pi)

=
∑

0≤i≤ 9α
11

∑

d|n1

SL(d · pi) +
∑

9α
11 <i≤α

∑

d|n1

SL(d · pi)

<

(
1 +

[
9α

11

])
· p 9α

11 · d(n1) +




∑

[ 9α
11 ]+1≤i≤α

pi


 · d(n1). (3-13)

在 (3-13) 式两边同除以 pα 并注意当 α ≥ 2 时有
9α
11 + 1

p
2α
11

<
5
2
得到

n1 <




∑

0≤i≤α−[ 9α
11 ]−1

1
pi

+
9α
11 + 1

p
2α
11


 · d(n1) < 4 · d(n1).

由证明引理的方法容易验证当 n1 ≥ 36 时此式不成立. 当 n1 ≤ 35 时, 由于 n 中包

含的最小素数的方幂大于或等于 2, 所以当 n 满足方程 (3-10) 时, n1 最多只有九

种情况 n1 = 4, 8, 9, 12, 16, 20, 24, 25 或者 27. 此时 n = 4 · pα, n = 8 · pα, 9 · pα, n =
12 · pα, n = 16 · pα, n = 20 · pα, n = 24 · pα, n = 25 · pα 或者 n = 27 · pα. 现在直接
验证这九种情况: 若 p = 3, 则

∑

d|4·pα

SL(d) =
∑

d|pα

SL(d) +
∑

d|pα

SL(2d) +
∑

d|pα

SL(4d)

= 2− 1 + 4− 1 + 4− 3 + 3 ·
∑

d|pα

SL(d) = 4 · 3α.

上式右边是 3 的倍数, 而左边不是, 矛盾. 所以 n = 4 · 3α 不满足方程 (3-10).
当 n = 4 · pα 且 p ≥ 5 时, 有

∑

d|4·pα

SL(d) =
∑

d|pα

SL(d) +
∑

d|pα

SL(2d) +
∑

d|pα

SL(4d)
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= 2− 1 + 4− 1 + 3 ·
∑

d|pα

SL(d) = 4 · pα.

或者 ∑

d|4·pα

SL(d) = 7 + 3 ·
∑

d|pα

d>1

SL(d) = 28 + 3 ·
∑

d|pα

d>p

SL(d) = 4 · pα.

注意到 p |
∑

d|pα

d>1

SL(d), p2 |
∑

d|pα

d>p

SL(d). 所以由上式推出 p|7 及 p2|28, 矛盾. 所以

当 n = 4 · pα 且 p ≥ 5 时, n 不满足方程 (3-10).
若 n = 8 · pα 满足方程 (3-10). 则当 p = 3 时, 有

∑

d|8·3α

SL(d) =
∑

d|3α

SL(d) +
∑

d|3α

SL(2d) +
∑

d|3α

SL(4d) +
∑

d|3α

SL(8d)

= 17 + 4 ·
∑

d|3α

SL(d) = 8 · 3α.

上式中 4 · ∑
d|3α

SL(d) 与 8 · 3α 能被 4 整除, 于是得到 4|17, 这是不可能的.

当 p = 5 时, 有
∑

d|8·5α

SL(d) =
∑

d|5α

SL(d) +
∑

d|5α

SL(2d) +
∑

d|5α

SL(4d) +
∑

d|5α

SL(8d)

= 14 + 4 ·
∑

d|5α

SL(d) = 8 · 5α.

上式中 4 · ∑
d|5α

SL(d) 与 8 · 5α 能被 4 整除, 但是 4 † 14.

当 p = 7 时, 有
∑

d|8·7α

SL(d) =
∑

d|7α

SL(d) +
∑

d|7α

SL(2d) +
∑

d|7α

SL(4d) +
∑

d|7α

SL(8d)

= 16 + 4 ·
∑

d|7α

d>1

SL(d) = 8 · 7α.

上式中 4 · ∑
d|7α

d>1

SL(d) 与 8 · 7α 能被 7 整除, 于是得到 7|16, 这是不可能的.

当 p ≥ 11 时, 有
∑

d|8·pα

SL(d) =
∑

d|pα

SL(d) +
∑

d|pα

SL(2d) +
∑

d|pα

SL(4d) +
∑

d|pα

SL(8d)

= 11 + 4 ·
∑

d|pα

SL(d) = 8 · pα.
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上式中 4 · ∑
d|pα

SL(d) 与 8 · pα 能被 4 整除, 于是得到 4|11, 这是不可能的. 所

以 n = 8 · pα 不满足方程 (3-10).
若 n = 9 · pα 满足方程 (3-10). 则当 p = 2 时, 有 α ≥ 4. 于是有

∑

d|9·2α

SL(d) =
∑

d|2α

SL(d) +
∑

d|2α

SL(3d) +
∑

d|2α

SL(9d)

= 69 + 3 ·
∑

d|2α

d≥16

SL(d) = 9 · 2α.

上式中显然
∑

d|2α

d≥16

SL(d) 及 9 · 2α 为偶数, 但是 69 为奇数, 矛盾. 所以 n 6= 9 · 2α.

当 p = 5 时, 有

∑

d|9·5α

SL(d) =
∑

d|5α

SL(d) +
∑

d|5α

SL(3d) +
∑

d|5α

SL(9d)

= 32 + 3 ·
∑

d|5α

d>5

SL(d) = 9 · 5α.

上式中显然
∑

d|5α

d>5

SL(d) 及 9 · 5α 为 5 的倍数, 但是 32 不是 5 的倍数, 矛盾. 所

以 n 6= 9 · 5α.
当 p = 7 时, 经简单计算可得

36 + 3 ·
∑

d|7α

d>7

SL(d) = 9 · 7α.

通过讨论上式中 7 的倍数立刻推出矛盾. 所以 n 6= 9 · 7α.
当 p ≥ 11 时, 经简单计算可得

13 + 3 ·
∑

d|pα

d>1

SL(d) = 13 + 3p + 3 ·
∑

d|pα

d>p

SL(d) = 9 · pα.

通过讨论上式中 p 及 p2 的倍数立刻推出矛盾. 所以 n 6= 9 · pα.
若 n = 12 · pα 满足方程 (3-10). 则有 p ≥ 5. 于是经计算可得

11 + 6 ·
∑

d|pα

SL(d) = 12 · pα.

上式左边为奇数, 而右边为偶数. 所以 n 6= 12 · pα.
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若 n = 16 · pα 满足方程 (3-10). 则当 p = 3 时, α ≥ 3 有
∑

d|16·3α

SL(d) = 117 + 5 ·
∑

d|3α

d>9

SL(d) = 16 · 3α.

上式中 5 · ∑
d|3α

d>9

SL(d) 与 16 · 3α 能被 27 整除, 但是 27 † 117, 得出矛盾.

当 p = 5 时, 经计算可得

80 + 5 ·
∑

d|5α

d>5

SL(d) = 16 · 5α.

上式中 5 · ∑
d|5α

d>5

SL(d) 与 16 · 5α 能被 25 整除, 但是 25 † 80, 得出矛盾.

当 p = 7 时, 经计算可得

41 + 5 ·
∑

d|7α

d>1

SL(d) = 16 · 7α.

上式中 5 · ∑
d|7α

d>1

SL(d) 与 16 · 7α 能被 7 整除, 但是 7 † 41, 得出矛盾.

当 p = 11 时, 经计算可得

36 + 5 ·
∑

d|11α

d>1

SL(d) = 16 · 11α.

上式中 5 · ∑
d|11α

d>1

SL(d) 与 16 · 11α 能被 11 整除, 但是 11 † 36, 得出矛盾.

当 p = 13 时, 经计算可得

34 + 5 ·
∑

d|13α

d>1

SL(d) = 16 · 13α.

上式中 5 · ∑
d|13α

d>1

SL(d) 与 16 · 13α 能被 13 整除, 但是 13 † 34, 得出矛盾.

当 p ≥ 17 时, 经计算可得

31 + 5 ·
∑

d|pα

d>1

SL(d) = 31 + 5p + 5 ·
∑

d|pα

d>p

SL(d) = 16 · pα.

通过讨论上式中 p 及 p2 的倍数立刻推出矛盾.
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若 n = 20 · pα 满足方程 (3-10). 则 p = 3 或 p ≥ 7, 当 p = 3 时, 经过计算可得

23 + 6 ·
∑

d|3α

SL(d) = 20 · 3α.

上式中左边为奇数, 而右边为偶数. 推出矛盾.
当 p ≥ 7 时, 经过计算可得

22 + 6 ·
∑

d|pα

d>1

SL(d) = 22 + 6p + 6 ·
∑

d|pα

d>p

SL(d) = 20 · pα.

通过讨论上式中 p 及 p2 的倍数立刻推出矛盾.
若 n = 24 · pα 满足方程 (3-10). 则 p ≥ 5, 当 p = 5, 7 或者 p ≥ 11 时, 分别计

算可得

∑

d|24·5α

SL(d) = 31 + 8 ·
∑

d|5α

SL(d) = 24 · 5α,

∑

d|24·7α

SL(d) = 27 + 8 ·
∑

d|7α

SL(d) = 24 · 7α,

∑

d|24·pα

SL(d) = 25 + 8 ·
∑

d|pα

SL(d) = 24 · pα.

无论哪种情况, 都有中间项为奇数而最右边的项为偶数. 所以 n 6= 24 · pα.
若 n = 25 · pα 满足方程 (3-10). 则当 p = 2 时, 有 α ≥ 5. 于是经计算可得

195 + 3 ·
∑

d|2α

d>16

SL(d) = 25 · 2α.

上式左边为奇数, 而右边为偶数矛盾. 所以 n 6= 25 · 2α.
当 p = 3 时计算可得

107 + 3 ·
∑

d|3α

d>25

SL(d) = 25 · 3α.

上式左边不是 3 的倍数, 而右边为 3 的倍数, 矛盾. 所以 n 6= 25 · 3α.
当 7 ≤ p ≤ 23 时经计算可得

56 + 2p + 3 ·
∑

d|pα

d>p

SL(d) = 25 · pα.

通过讨论上式中 p 及 p2 的倍数立刻推出矛盾. 所以 n 6= 25 · pα.
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当 p ≥ 29 时经计算可得

31 + 3p + 3 ·
∑

d|pα

d>p

SL(d) = 25 · pα.

通过讨论上式中 p 及 p2 的倍数立刻推出矛盾. 所以此时仍然有 n 6= 25 · pα.
若 n = 27 · pα 满足方程 (3-10). 则当 p = 2 时, 有 α ≥ 5. 于是经计算可得

132 + 4 ·
∑

d|2α

d>2

SL(d) = 27 · 2α.

上式中 4 · ∑
d|2α

d>2

SL(d) 与 27 · 2α 能被 8 整除, 但是 8 † 132, 得出矛盾.

当 p = 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 或者 p ≥ 29 时, 分别计算可得如下各式
∑

d|27·5α

SL(d) = 64 + 4 ·
∑

d|5α

SL(d) = 27 · 5α,

∑

d|27·7α

SL(d) = 58 + 4 ·
∑

d|7α

SL(d) = 27 · 7α,

∑

d|27·11α

SL(d) = 52 + 4 ·
∑

d|11α

SL(d) = 27 · 11α,

∑

d|27·13α

SL(d) = 50 + 4 ·
∑

d|13α

SL(d) = 27 · 13α,

∑

d|27·17α

SL(d) = 46 + 4 ·
∑

d|17α

SL(d) = 27 · 17α,

∑

d|27·19α

SL(d) = 44 + 4 ·
∑

d|19α

SL(d) = 27 · 19α,

∑

d|27·23α

SL(d) = 40 + 4 ·
∑

d|23α

SL(d) = 27 · 23α,

∑

d|27·pα

SL(d) = 36 + 4 ·
∑

d|pα

SL(d) = 27 · pα.

上面各式中间项都是偶数, 而最右边项都是奇数. 所以 n 6= 27 · pα. 结合以上各种
情况就完成了定理的证明.

3.4 关于 SL(n) 函数的一个猜想

考察和式

∑

d|n

1
SL(d)

, (3-14)
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其中
∑

d|n
表示对 n 的所有正因子求和, 我们发现任何一个正整数 n > 1 且 n 6= 36

都不能使 (3-14) 式成为整数. 于是我们提出以下
猜想 除 n = 1, 36 外, 没有任何其它正整数 n, 使得 (3-14) 式成为一个整

数.
即使不能证明它, 我们仍然相信这个猜想是正确的. 本节的主要目的是研究这

个问题, 并且证明对于一些特殊的正整数 n, 这个猜想是正确的. 即要证明下面的
定理 3.4.1 设 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαr

r 是 n 的标准分解式 ( 这里 p1 < p2 < · · · <
pr). 如果 α1 = 1, 猜想是正确的.
证明: 对于任意正整数 n > 1, 设 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαs

s 为 n 的标准分解式, 那
么根据 SL(n) 的性质有

SL(n) = max{pα1
1 , pα2

2 , · · · , pαr
r }. (3-15)

现在设 α1 = 1 且 n 满足

∑

d|n

1
SL(d)

= m 是一个正整数.

设 n = p1 · n1, 那么注意到对任意 d|n1 且 d > 1, SL(p1 · d) = SL(d), 有

m =
∑

d|n

1
SL(d)

=
∑

d|n1

1
SL(d)

+
∑

d|n1

1
SL(p1 · d)

=
∑

d|n1

1
SL(d)

+
∑

d|n1

1
SL(d)

+
1
p1
− 1 =

∑

d|n1

2
SL(d)

+
1
p1
− 1,

或者

n1 ·m =
∑

d|n1

n1

SL(d)
+

n1 · (1− p1)
p1

. (3-16)

显然对于任意 d|n1,
n1

SL(d)
和 n1 ·m是整数,但是

n1 · (1− p1)
p1

不是整数,与 (3-16)

矛盾. 于是, 如果 α1 = 1, 猜想正确.
定理 3.4.2 对任意整数 n > 1, 如果 SL(n) 是一个素数, 猜想是正确的.
证明: 设 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαs

s 为 n 的标准分解式. 如果 SL(n) 是一个素数,
则 SL(n) = ps 和 αs = 1. 设 n = pα1

1 pα2
2 · · · ps = n1 · ps. 于是如果 (3-14) 是一个

整数 m, 那么注意到对任意 d|n1，SL(ps · d) = ps, 有

m =
∑

d|n

1
SL(d)

=
∑

d|n1

1
SL(d)

+
∑

d|n1

1
SL(ps · d)

=
∑

d|n1

1
SL(d)

+
∑

d|n1

1
ps

=
∑

d|n1

1
SL(d)

+
d(n1)

ps
, (3-17)
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这里 d(n1) 表示 n1 的 Dirichlet 除数函数. 显然对任意 d|n1, 有 (SL(d), ps) = 1.
于是从 (3-17) 可得

ps | d(n1) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αs−1 + 1).

不失一般性, 假设 ps | αi + 1, 1 ≤ i ≤ s − 1. 此时有 αi + 1 ≥ ps 或 αi ≥ ps − 1.
但是在这种情况下有 pαi

i ≥ pps−1
i ≥ (1 + 1)ps−1 > ps, 与 SL(n) = ps 矛盾. 于是

就证明了定理 3.4.2.
定理 3.4.3 设 p 是一个素数且 α 为任意正整数. 如果 n = pα, 则猜想是正

确的.
证明: 设 p 是一个素数且 n = pα. 那么有

∑

d|n

1
SL(d)

=
α∑

i=0

1
SL(pi)

= 1 +
1
p

+
1
p2

+ · · ·+ 1
pα

=
1 + p + p2 + · · ·+ pα

pα
. (3-18)

因为
(
pα, 1 + p + p2 + · · · pα

)
= 1, 于是 (3-18) 是一个整数是不可能的. 于是完成

了定理 3.4.3 的证明.
从定理 3.4.2 可得出下列的
推论 3.4.1 如果 n 为无平方因子数 (即 n > 1, 且对任何素数 p|n =⇒

p2 † n), 则猜想是正确的.

3.5 关于 S(n) 和 SL(n) 函数的一个方程

在本节中, 将利用初等方法来研究方程
∑

d|n
S(d) =

∑

d|n
SL(d) (3-19)

的可解性问题, 得到该方程的所有正整数解, 并给出该方程解的渐近公式. 即将要
证明下面的

定理 3.5.1 方程 (3-19) 有无限多个解, 分别是 n = 1, 2αp1p2 · · · pk,
其中 k 是任意正整数, α = 0, 1 或 2, 且 2 < p1 < · · · < pk 是各不相同的素数.
证明: 事实上, 由 S(n) 和 SL(n) 的定义可知 n = 1 是方程 (3-19) 的解. 如

果 n > 1, n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k ( p1 < p2 < · · · < pk) 是 n 的标准分解式. 则由 S(n)
和 SL(n) 的定义及性质, 有

S(n) = max{S(pα1
1 ), S( pα2

2 ) · · · , S(pαk

k )} = S(pαi

i ) ≤ αipi

和

SL(n) = max{pα1
1 , pα2

2 , · · · , pαk

k } = p
αj

j ,
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显然有 p
αj

j ≥ pαi

i ≥ αipi. 因此, 对任意正整数 n > 1, 不妨设 n =
2αpα1

1 pα2
2 · · · pαk

k (2 < p1 < · · · < pk), 下面将所有 n > 1 分为以下三种情况来
讨论

(1) 当 α = 0, 1,
(a) 如果 α1 = α2 = · · · = αk = 1. 也就是说, n = p1p2 · · · pk 或 n =

2p1p2 · · · pk, 则对 n 的任意因子 d, 有 S(d) = SL(d), 此时方程 (3-19) 成立.
(b) 如果至少有一个 αi ≥ 2, 则有 S(pαi

i ) ≤ αipi, SL(pαi

i ) = pαi

i . 显然方
程 (3-19) 此时不成立.

(2) 当 α = 2, α1 = α2 = · · · = αk = 1,
(c) 如果 p1 = 3, 即 n = 4 · 3n1 ( 12 † n1 ), 则有

∑

d|n
S(d)

=
∑

d|n1

S(d) +
∑

d|n1

S(2d) +
∑

d|n1

S(4d) +
∑

d|n1

S(3d) +
∑

d|n1

S(6d) +
∑

d|n1

S(12d)

=
∑

d|n1

S(d) +


2− 1 +

∑

d|n1

S(d)


 +


4− 1 +

∑

d|n1

S(d)


 +


3− 1 +

∑

d|n1

S(d)


 +


3− 1 +

∑

d|n1

S(d)


 +


4− 1 +

∑

d|n1

S(d)




= 11 + 6
∑

d|n1

S(d),

同理可得
∑

d|n
SL(d) = 11+6

∑

d|n1

SL(d),所以有
∑

d|n1

S(d) =
∑

d|n1

SL(d). 方程 (3-19)

此时成立.
(d) 如果 p1 > 3, 即 n = 4 · n1 ( 4 † n1 ), 有

∑

d|n
S(d) = 4 + 3

∑

d|n1

S(d)

和
∑

d|n
SL(d) = 4 + 3

∑

d|n1

SL(d), 此时方程 (3-19) 成立.

(3) 当 α ≥ 3 时, 则在方程 (3-19) 两边存在对应项满足 S(2α) ≤ 2α, SL(2α) =
2α > 2α, 此时方程 (3-19) 不成立.
综上所述, 方程 (3-19) 有无限个解：n = 1, 2αp1p2 · · · pk ( α = 0, 1 或者 2 ),

其中 2 < p1 < · · · < pk 是各不相同的素数. 这就完成了定理的证明.
令 A 表示方程 (3-19) 的所有正整数解的集合, 则有
定理 3.5.2 对任意复数 s (Re(s) > 1), 则有

∑

n∈A

1
ns

=
ζ(s)
ζ(2s)

4s + 2s + 1
4s + 2s

,

其中 ζ(s) 是 Riemann zeta- 函数.
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证明: 由 Euler 乘积公式 (参阅文献 [4] 定理 11.7 ) 及 Möbius 函数的性质,
有

∑

n∈A

1
ns

=
∞∑

n=1

|µ(n)|
ns

+
1
4s

∞∑
n=1
2†n

|µ(n)|
ns

=
∏
p

(
1 +

1
ps

)
+

1
4s

∏
p

(
1 +

1
ps

)

1 + 1
2s

=
(

1 +
1

4s + 2s

)∏
p

(
1 +

1
ps

)
=

ζ(s)
ζ(2s)

4s + 2s + 1
4s + 2s

.

这就完成了定理的证明.
定理 3.5.3 对任意实数 x ≥ 1, 有渐近公式

∑

n≤x

n∈A

1 =
7
π2

x + O(
√

x).

证明: 由 Möbius 函数 µ(n) 的性质有
∑

n≤x

n∈A

1 =
∑

n≤x

|µ(n)|+
∑

n≤x
4

2†n

|µ(n)| =
∑

n≤x

∑

d2|n
µ(d) +

∑

n≤x
4

2†n

∑

d2|n
µ(d)

=
∑

d2l≤x

µ(d) +
∑

d2l≤x
4

2†d2l

µ(d) =
∑

d2≤x

∑

1≤l≤ x
d2

µ(d) +
∑

d2≤x
4

2†d

∑

1≤l≤ x
4d2

2†l

µ(d)

=
∑

d2≤x

µ(d)
∑

1≤l≤ x
d2

1 +
∑

d2≤x
4

2†d

µ(d)
∑

1≤l≤ x
4d2

2†l

1

=
∑

d2≤x

µ(d)
( x

d2
+ O(1)

)
+

∑

d2≤x
4

2†d

µ(d)
( x

8d2
+ O(1)

)

= x
∑

d2≤x

µ(d)
d2

+ O(
∑

d2≤x

|µ(d)|) + x
∑

d2≤x
4

2†d

µ(d)
8d2

+ O(
∑

d2≤x
4

2†d

|µ(d)|)

= x
∑

d≤√x

µ(d)
d2

+
x

8

∑

d≤
√

x
2

2†d

µ(d)
d2

+ O(
√

x),

注意到

∑

n≤x

µ(n)
n2

=
6
π2

+ O

(
1
x

)
和

∑

n≤
√

x
2

2†n

µ(n)
n2

=
8
π2

+ O

(
1√
x

)
,
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则有

∑

n≤x

n∈A

1 = x

(
6
π2

+ O

(
1
x

))
+

x

8

(
8
π2

+ O

(
1√
x

))
+ O(

√
x) =

7
π2

x + O(
√

x).

这就完成了定理的证明.
注意到

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(8) =

π8

9450
,

由定理 3.5.2 可得到下面的
推论 3.5.1 在定理 3.5.2 中取 s = 2, 4 , 则有如下等式

∑

n∈A

1
n2

=
63
4π2

和
∑

n∈A

1
n4

=
28665
272π4

.

3.6 一个关于 SL(n) 函数的渐近公式

本节的主要目的是运用初等方法进一步研究 SL(n) 函数在特殊数列上的渐近
性质, 并得到一个较强的渐近公式.

为了证明本节的定理, 我们首先证明
引理 3.6.1 对任意正整数 n > 1，当 n = pα1

1 pα2
2 ...pαk

k 为 n 的标准分解式

时, 有恒等式

SL(n) = max
1≤i≤k

{pαi

i }. (3-20)

证明: 参阅文献 [7].
引理 3.6.2 对于任意给定的素数 p 及正整数 n ≥ 1, 如果 n 的 p 进制

表示式为 n = a1p
α1 + a2p

α2 + · · · + asp
αs 且 αs > αs−1 > · · · > α1 ≥ 0, 其

中 1 ≤ ai ≤ p− 1 (i = 1, 2, · · · , s), 假设 a(n, p) =
s∑

i=1

ai 时有恒等式

αp(n) = α(n) =
+∞∑
i=1

[
n

pi

]
=

1
p− 1

(n− a(n, p)),

其中 [x] 表示不超过 x 的最大正整数.
证明: 由 [x] 的性质可知

[
n

pi

]
=

[
a1p

α1 + a2p
α2 + · · ·+ asp

αs

pi

]
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=





s∑
j=k

ajp
αj−i, 如果 αk−1 < i ≤ αk

0, 如果 i ≥ αs.

由此有

α(n) ≡
+∞∑
i=1

[
n

pi

]
=

+∞∑
i=1

[
a1p

α1 + a2p
α2 + · · ·+ asp

αs

pi

]

=
s∑

j=1

αj∑

k=1

ajp
αj−k =

s∑
j=1

aj(1 + p + p2 + · · ·+ pαj−1)

=
s∑

j=1

aj · pαj − 1
p− 1

=
1

p− 1

s∑
j=1

(ajp
αj − aj)

=
1

p− 1
(n− a(n, p)).

引理 3.6.2 得证.
定理 3.6.1 对任意正整数 n, 有渐近公式

SL(n!) =
[
2 + O

(
lnn

n

)]n

.

证明: 设 n! = pα1
1 pα2

2 ...pαk

k 为 n! 的标准素因子分解式. 由引理 3.6.1, 有

SL(n!) = max
1≤i≤k

{pαi

i } = pα.

此外, 对于任意给定的素数 p 及正整数 n, 如果 n = a1p
α1 + a2p

α2 + · · · + asp
αs

且 αs > αs−1 > · · · > α1 ≥ 0, 其中 1 ≤ ai ≤ p− 1 (i = 1, 2, · · · , s), 则

有 a(n, p) =
∞∑

i=1

ai. 由引理 3.6.2 及文献 [8], 有

αp(n) ≡ α(n) ≡
∞∑

i=1

[
n

pi

]
=

1
p− 1

(n− a(n, p)). (3-21)

由于 (3-21) 式右边实际上是一个有限和, 因为必有整数 k 满足 pk ≤ n < pk+1, 这
样等式 (3-21) 就成为

α =
∞∑

i=1

[
n

pi

]
=

s∑
i=1

[
n

pi

]
,

又由 (3-20) 式及 (3-21) 式可知

SL(n!) = pα = p
n−a(n,p)

p−1 = e
n−a(n,p)

p−1 ln p.
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由文献 [9] 得
s∑

i=1

[
n

pi

]
<

s∑
i=1

n

pi
=

n

p− 1
,

再由文献 [8] 有

α(n) =
1

p− 1
(n− a(n, p)),

并且

a(n, p) ≤ p

ln p
lnn,

所以
a(n, p)
p− 1

= O(
lnn

ln p
). 又由引理 3.6.2 得

α(n, p) = α(p) =
s∑

i=1

[
n

pi

]
=

n

p− 1
+ O

(
lnn

ln p

)
,

另外, 对每一个 αi 均有

αi = α(pi) =
n

pi − 1
+ O

(
lnn

ln pi

)
,

pαi

i = p
n

pi−1+O
(

ln n
ln pi

)

i ,

即

pαi

i = e
n ln pi
pi−1 +O(ln n)

.

注意到, 当 pi < pj 时有

ln pi

pi − 1
<

ln pj

pj − 1
.

显然在上式中, 当 pi = 2 时, 2α(2) = 2n+O( ln n
ln 2 ) 最大. 注意到当 x 很小时有 2x =

1 + O(x). 于是由 (3-20) 式及上述证明可得

SL(n!) = max
2≤p≤n

pα(p)

= 2α(2) = 2
n

2−1+O( ln n
ln 2 )

= 2n+O(ln n)

=
[
2 · 2O( ln n

n )
]n

=
[
2 + O

(
lnn

n

)]n

.

于是完成了定理的证明.
我们对定理 3.6.1 的渐近式两边求极限就可得到
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推论 3.6.1 当 n →∞ 时, 有极限式

lim
n→∞

[SL(n!)]
1
n = 2 及 lim

n→∞
ln(SL(n!))

n
= ln 2.

3.7 SL(n) 函数值的分布

本节的主要目的是用初等的方法来研究函数 SL(n) 的值分布问题, 并给出一
个渐近公式. 即我们将证明
定理 3.7.1 对任意实数 x > 1, 有渐近公式

∑

n≤x

(SL(n)− P (n))2 =
2
5
· ζ

(
5
2

)
· x

5
2

lnx
+ O

(
x

5
2

ln2 x

)
,

其中 ζ(s) 是Riemann zeta- 函数, P (n) 表示 n 的最大素因子.
证明: 事实上, 对任意正整数 n > 1, n = pα1

1 pα2
2 · · · pαs

s 表示 n 的标准分解

式, 由文献 [7] 可知

SL(n) = max{pα1
1 , pα2

2 , · · · , pαs
s }. (3-22)

现在考虑和式

∑

n≤x

(SL(n)− P (n))2 . (3-23)

将所有 n ∈ [1, x] 分为 A, B, C 和 D 四个集合:
A: P (n) ≥ √

n, n = m · P (n), m < P (n);
B: n

1
3 < P (n) ≤ √

n, n = m · P 2(n), m < n
1
3 ;

C: n
1
3 < p1 < P (n) ≤ √

n, n = m · p1 · P (n), 其中 p1 是素数;
D: P (n) ≤ n

1
3 .

很显然, 当 n ∈ A 时, 则有 SL(n) = P (n). 因此
∑

n∈A

(SL(n)− P (n))2 =
∑

n∈A

(P (n)− P (n))2 = 0. (3-24)

同样地, 当 n ∈ C 时, 也有 SL(n) = P (n). 所以有
∑

n∈C

(SL(n)− P (n))2 =
∑

n∈C

(P (n)− P (n))2 = 0. (3-25)

现在来估计集合 B 中的主项. 根据 Abel 求和公式和素数定理可得
∑

n∈B

(SL(n)− P (n))2 =
∑

mp2≤x
m<p

(
SL(mp2)− P (mp2)

)2
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=
∑

m≤x
1
3

∑

m<p≤
√

x
m

(
p2 − p

)2

=
∑

m≤x
1
3

[( x

m

)2

· π
(√

x

m

)
− 4

∫ √
x
m

m

y3π(y)dx + O

(
m5 +

x2

m2

)]

=
∑

m≤x
1
3

(
x

5
2

5m
5
2 ln

√
x
m

+ O

(
x

5
2

m
5
2 ln2 x

m

))

=
2
5
· ζ

(
5
2

)
· x

5
2

lnx
+ O

(
x

5
2

ln2 x

)
, (3-26)

其中 ζ (s) 是 Riemann zeta- 函数.
最后, 来估计集合 D 中的主项. 对任意整数 n ∈ D, 有 SL(n) = pα. 若 α = 1,

则 SL(n) = p = P (n), 所以 SL(n)−P (n) = 0. 因此只需要考虑 α ≥ 2 的情形. 此
时注意到 P (n) ≤ n

1
3 , 则有

∑

n∈D

(SL(n)− P (n))2 ¿
∑

n∈D

(
SL2(n) + P 2(n)

)

¿
∑

mpα≤x

α≥2, p<x
1
3

p2α +
∑

n≤x

n
2
3 ¿

∑

pα≤x

α≥2, p≤x
1
3

p2α
∑

m≤ x
pα

1 + x
5
3

¿ x ·
∑

pα≤x

α≥2, p≤x
1
3

pα + x
5
3 ¿ x2. (3-27)

结合 (3-24), (3-25), (3-26) 和 (3-27) 可得渐近公式

∑

n≤x

(SL(n)− P (n))2 =
∑

n∈A

(SL(n)− P (n))2 +
∑

n∈B

(SL(n)− P (n))2

+
∑

n∈C

(SL(n)− P (n))2 +
∑

n∈D

(SL(n)− P (n))2

=
2
5
· ζ

(
5
2

)
· x

5
2

lnx
+ O

(
x

5
2

ln2 x

)
.

这就完成了定理的证明.

3.8 一个包含新的 Smarandache 函数的方程

SL(n) 是一个新定义的 Smarandache 函数, 通过研究发现 SL(n) 与函
数 SL(n) 有许多类似的性质. 例如当 n 为素数的方幂时, SL(n) = SL(n). 对
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于 SL(n)函数显然存在无限多个正整数 n使得
∑

d|n
SL(d) > n. 事实上, 当 n = pα

为素数方幂时, 我们有
∑

d|n
SL(d) =

∑

d|pα

SL(d) = 1 + p + · · ·+ pα > pα = n.

同时又存在无限多个正整数 n, 使得
∑

d|n
SL(d) < n. 例如当 n 为两个不同奇素数

的乘积时, 即 n = p · q, 其中 3 ≤ p < q 为素数, 那么
∑

d|n
SL(d) =

∑

d|p·q
SL(d) = 1 + 2p + q < p · q = n.

于是我们考虑, 哪些自然数 n, 能使方程
∑

d|n
SL(d) = n 成立? 本节的主要目的是

寻求所有使得方程

∑

d|n
SL(d) = n (3-28)

成立的正整数 n , 其中
∑

d|n
表示对 n 的所有正因数求和.

为了完成定理的证明. 首先引入
引引引理理理 3.8.1 当 m ≥ 13 时, m ≥ 3d(m), 这里 d(m) 为除数函数.
证证证明明明: 设 m ≥ 13 且 m = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k 表示 m 的标准分解式. 我们分以下
几种情况来进行讨论

i) 如果有一个 αi ≥ 4 (1 ≤ i ≤ k), 则有

m

d(m)
=

k∏
i=1

pi
αi

αi + 1
≥ 24

4 + 1
> 3,

即 m ≥ 3d(m).
ii) 如果 max

1≤i≤k
{αi} = αj = 3, 则当 pj ≥ 3 时有

m

d(m)
=

k∏
i=1

pi
αi

αi + 1
≥ 33

3 + 1
> 3,

而当 pj = 2 时, m 至少有两个不同的素因子, 于是有

m

d(m)
=

k∏
i=1

pi
αi

αi + 1
≥ 23

3 + 1
· 3
1 + 1

= 3,

68



第三章 关于 SL(n) 函数及其对偶函数的性质

即 m ≥ 3d(m).
iii) 如果 max

1≤i≤k
{αi} = αj = 2 (i = 1, 2, · · · , k),

若 pj ≥ 3, 则
m

d(m)
=

k∏
i=1

pi
αi

αi + 1
≥ 32

2 + 1
= 3,

若 pj = 2, 由于 n (≥ 13) 至少还有另一个素因子 q ≥ 5, 则

m

d(m)
=

k∏
i=1

pi
αi

αi + 1
≥ 22

2 + 1
· 5
1 + 1

> 3,

即都有 m ≥ 3d(m).
iv) 如果 αi = 1 (i = 1, 2, · · · , k),

若 k = 1, 则 p ≥ 13,
m

d(m)
≥ 13

1 + 1
> 3;

若 k = 2, 我们分下面三种情况讨论

当m含有素因子 2时必有另一个素因子 q ≥ 7,此时
m

d(m)
≥ 2

1 + 1
· 7
1 + 1

> 3;

当m含有素因子 3时必有另一个素因子 q ≥ 5,此时
m

d(m)
≥ 3

1 + 1
· 5
1 + 1

> 3;

当 m 含有两个 ≥ 5 的不同素因子, 此时
m

d(m)
≥ 5

1 + 1
· 7
1 + 1

> 3;

若 k ≥ 3, 我们有
m

d(m)
≥ 2

1 + 1
· 3
1 + 1

· 5
1 + 1

> 3, 即对任何情形都有 m ≥
3d(m).
结合以上情况就完成了引理的证明.
定理 3.8.1 方程

∑

d|n
SL(d) = n 有且仅有两个正整数解 n = 1, 10.

证证证明明明: 容易验证 n = 1 是方程的解. 设 n > 1 且 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k 是 n 的

标准分解式, 因为 n = pα 不满足方程, 所以当 n 满足方程时有 k ≥ 2. 现在设

SL(n) = min{pα1
1 , pα2

2 , · · · , pαk

k } = pα.

为方便起见设 n = mpα 满足方程, 此时应有

∑

d|n
SL(d) =

α∑
i=0

∑

d|m
SL(dpi)

=
∑

d|m
SL(d) +

α∑
i=1

∑

d|m
SL(dpi) = mpα.

因为当 d|m 时, SL(dpi) ≤ pi, 所以

mpα ≤
∑

d|m
SL(d) +

α∑
i=1

∑

d|m
pi =

∑

d|m
SL(d) + d(m) ·

α∑
i=1

pi
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=
∑

d|m
SL(d) +

p(pα − 1)
p− 1

d(m).

上式两边同除以 pα, 并注意到当 d|m 时 SL(d) ≤ pα, 所以有

m ≤
∑

d|m

SL(d)
pα

+
p(pα − 1)
(p− 1)pα

· d(m) < d(m) +
p

p− 1
· d(m) ≤ 3d(m).

即若 n = mpα 满足方程, 应有 m < 3d(m), 也就是当 m ≥ 3d(m) 时, n = mpα 不

是方程的解, 由引理可知此时 m ≥ 13. 下面只需讨论当 m < 13 时, 哪些 n = mpα

满足方程即可.
1) 当 m = 7, 9, 11 时, 容易验证 m ≥ 3d(m), 此时 n = mpα 不是方程的解.
2) 当 m = 2 时, n = 2pα, 此时 p ≥ 3.

∑

d|2pα

SL(d) =
∑

d|pα

SL(d) +
∑

d|pα

SL(2d) =
∑

d|pα

SL(d) + 2(α + 1)

= 1 + p + p2 + · · ·+ pα + 2(α + 1).

若 α = 1, 解 1 + p + 2(1 + 1) = 2p 得 p = 5, 此时 n = 2p = 10 显然是方程的
解.
若 α = 2, 假如 p = 3, 则

∑

d|2·32

SL(d) = 1 + 3 + 32 + 2(2 + 1) = 19 > 2 · 32,

即
∑

d|2·32

SL(d) > n.

假如 p ≥ 5, 则
∑

d|2p2

SL(d) = 1 + p + p2 + 2(2 + 1) = 7 + p + p2 < 2p2,

即
∑

d|2p2

SL(d) < n.

若 α ≥ 3, 对正整数 α(≥ 3) 用数学归纳法易证不等式

1 + p + p2 + · · ·+ pα + 2(α + 1) < 2pα

成立, 即
∑

d|2pα

SL(d) < n.

3) 当 m = 3 时, n = 3pα, 此时 p = 2, α ≥ 2 或 p ≥ 5,
若 p = 2, 则有

∑

d|3·2α

SL(d) =
∑

d|2α

SL(d) +
∑

d|2α

SL(3d) = 2α+1 + 3α + 1.

假如 α = 2, 3, 则
∑

d|3·2α

SL(d) > n; 假如 α ≥ 4, 则 2α+1 + 3α + 1 < 3 · 2α,

即
∑

d|3·2α

SL(d) < n.
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若 p ≥ 5, 则
∑

d|3pα

SL(d) =
∑

d|pα

SL(d) +
∑

d|pα

SL(3d)

= 1 + p + p2 + · · ·+ pα + 3(α + 1) < 3pα,

即
∑

d|3pα

SL(d) < n.

4) 当 m = 4 时, n = 4pα, 则 p ≥ 3,
若 p = 3,则

∑

d|4·3α

SL(d) = 3+32+· · ·+3α+6(α+1) < 4·3α,即
∑

d|4·3α

SL(d) <

n.

若 p ≥ 5,则
∑

d|4·pα

SL(d) = 1+p+p2+· · ·+pα+6(α+1) < 4pα,即
∑

d|4pα

SL(d) <

n.

5) 当 m = 5 时, n = 5pα,
若 p = 2, α ≥ 3, 则

∑

d|5·2α

SL(d) = 2α+1 + 5α 6= 5 · 2α = n.

若 p = 3, α ≥ 2, 则
∑

d|5·3α

SL(d) = 1 + 3 + 32 + · · ·+ 3α + 5α + 3 < 5 · 3α = n.

若 p > 5 时, 则
∑

d|5·pα

SL(d) = 1 + p + p2 + · · ·+ pα + 5(α + 1) < 5pα = n.

6) 当 m = 6 时, 则 p ≥ 5, 此时有
∑

d|6pα

SL(d) = 1 + p + p2 + · · ·+ pα + 7(α + 1) < 6pα = n.

7) 当 m = 8 时,
若 p = 3, 则 α ≥ 2,

∑

d|8·3α

SL(d) = 1+3+32 + · · ·+3α +14α +8 < 8 · 3α = n.

若 p = 5,则 α ≥ 2,
∑

d|8·5α

SL(d) = 1+5+52 + · · ·+5α +14α+11 < 8 ·5α = n.

若 p = 7,则 α ≥ 2,
∑

d|8·7α

SL(d) = 1+7+72 + · · ·+7α +14α+13 < 8 ·7α = n.

若 p > 7, 则
∑

d|8pα

SL(d) = 1 + p + p2 + · · ·+ pα + 14(α + 1) < 8pα = n.

8) 当 m = 10 时,
若 p = 3, 则 α ≥ 2,

∑

d|10·3α

SL(d) = 1+3+32 + · · ·+3α +9α+7 < 10 ·3α = n.

若 p > 5, 则
∑

d|10pα

SL(d) = 1 + p + p2 + · · ·+ pα + 9(α + 1) < 10pα = n.

9) 当 m = 12 时, 则 p ≥ 5,∑

d|12pα

SL(d) = 1 + p + p2 + · · ·+ pα + 14(α + 1) < 12pα = n.
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综上所述, 只有 n = 1, 10 是方程的解. 这就完成了定理的证明.

3.9 一个新的 F.Smarandache 函数的值分布

本节我们给出 SL(n) 函数的一个较强的均值定理. 具体地说也就是证明下面
的

定定定理理理 3.9.1 对任意实数 x > 1 及给定的正整数 k, 我们有渐近公式

∑

n≤x

SL(n) = x2 ·
k∑

i=1

ai

lni x
+ O

(
x2

lnk+1 x

)
,

其中 a1 =
1
2
, ai (i = 2, 3, · · · , k) 为可计算的常数.

证证证明明明: 对任意实数 x > 1,设 π(x)表示不超过 x的素数个数,即 π(x) =
∑

p≤x

1.

则由文献 [10] 知对任意给定的正整数 k, 有

π(x) = x ·
k∑

i=1

ci

lni x
+ O

(
x

lnk+1 x

)
, (3-29)

其中 c1 = 1, ci (i = 2, 3, · · · , k) 为可计算的常数.
现在将区间 [1, x] 中的所有正整数 n 分为三类: n = 1; 所有素数集合 A; 所有

合数集合 B. 当 n 为合数时, 显然要么 n = pα, α ≥ 2; 要么 SL(n) ≤ √
n. 事实上

因为当合数 n 不是素数的方幂时, n 至少含有两个不同的素因子, 由 SL(n) 的定
义立刻得到

SL(n) = min{pα1
1 , pα2

2 , · · · , pαs
s } ≤ √

n.

由此并注意到 (3-29) 式, 分部积分法及 Abel 恒等式, 有

∑

n≤x

SL(n) = 1 +
∑

n≤x

n∈A

SL(n) +
∑

n≤x

n∈B

SL(n) = 1 +
∑

p≤x

p + O




∑

n≤x

n∈B

√
n




= x · π(x)−
∫ x

3
2

π(y)dy + O
(
x

3
2

)

= x2 ·
(

k∑
i=1

ci

lni x
+ O

(
1

lnk+1 x

))

−
∫ x

3
2

[
y ·

k∑
i=1

ci

lni y
+ O

(
y

lnk+1 y

)]
dy

= x2 ·
k∑

i=1

ai

lni x
+ O

(
x2

lnk+1 x

)
,
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其中 a1 =
1
2
, ai (i = 2, 3, · · · , k) 为可计算的常数. 于是完成了定理的证明.

定定定理理理 3.9.2 对任意实数 x > 1 及给定的正整数 k, 有渐近公式

∑

n≤x

(
SL(n)− p(n)

)2
= x

5
2 ·

k∑
i=1

bi

lni x
+ O

(
x

5
2

lnk+1 x

)
,

其中 p(n) 表示 n 的最小素因子, b1 =
2
5
, bi (i = 2, 3, · · · , k) 为可计算的常数.

证证证明明明: 将区间 [1, x] 中的所有正整数 n 分为四类: n = 1; 所有满足 ω(n) = 1
的正整数集合 C; 所有满足 ω(n) = 2 的正整数集合 D; 所有满足 ω(n) ≥ 3 的
正整数集合 E, 其中 ω(n) 表示 n 的所有不同素因数的个数, 不包括重数. 即
当 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαs

s 为 n 的标准分解式时, ω(n) = s. 令 p(n) 表示 n 的最小素因

子. 于是注意到 p(1) = 0 及 SL(1) = 1, 我们有
∑

n≤x

(
SL(n)− p(n)

)2
= 1 +

∑

n≤x

n∈C

(
SL(n)− p(n)

)2
+

∑

n≤x

n∈D

(
SL(n)− p(n)

)2

+
∑

n≤x

n∈E

(
SL(n)− p(n)

)2
.

显然, 当 n ∈ C 时有 n = pα，此时由 SL(n) 的定义知

SL(pα) = pαp(n) = pSL(p)− p(p) = 0.

于是应用 (3-29) 式及 Abel 恒等式可得
∑

n≤x

n∈C

(
SL(n)− p(n)

)2
=

∑

pα≤x

(pα − p)2 =
∑

pα≤x

α≥2

(pα − p)2

=
∑

p≤√x

(
p4 − 2p3 + p2

)
+ O




∑

3≤α≤ln x

∑

p≤x
1
α

p2α




= x2 · π(
√

x)−
∫ √

x

3
2

4y3 · π(y)dy + O
(
x

7
3

)

= x
5
2 ·

[
k∑

i=1

ci

lni√x
+ O

(
1

lnk+1√x

)]

−
∫ √

x

3
2

4y3 ·
[
y ·

k∑
i=1

ci

lni y
+ O

(
y

lnk+1 y

)]
dy

= x
5
2 ·

k∑
i=1

bi

lni x
+ O

(
x

5
2

lnk+1 x

)
, (3-30)
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其中 b1 =
2
5
, bi (i = 2, 3, · · · , k) 为可计算的常数.

当 n ∈ E 时, n = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s 至少有三个不同的素因子, 所以

SL(n) ≤ [
SL (pα1

1 ) SL (pα2
2 ) · · ·SL (pαs

s )
] 1

ω(n) = n
1

ω(n) ≤ n
1
3 . (3-31)

利用估计式 (3-31) 我们立刻得到平凡估计

∑

n≤x

n∈E

(
SL(n)− p(n)

)2 ¿
∑

n≤x

n
2
3 ¿ x

5
3 . (3-32)

当 n ∈ D 时, n 恰好有两个不同的素因子, 可设 n = pα1
1 pα2

2 且 p1 < p2. 此
时容易推出估计式 SL(n) ≤ √

n. 进一步若 α1 = 1, 则 SL(n) = p1 = p(n), 从
而

(
SL(n)− p(n)

)2
= 0. 于是有

∑

n≤x

n∈D

(
SL(n)− p(n)

)2
=

∑

p
α1
1 p

α2
2 ≤x

[
SL (pα1

1 pα2
2 )− p1

]2

¿
∑

p
α1
1 ≤√x

α1≥2

∑

p
α2
2 ≤ x

p
α1
1

p2α1
1 +

∑

p2≤
√

x

∑

p
α1
1 ≤ x

p2
α1≥2

p2
2 ¿ x

7
4 . (3-33)

结合 (3-30), (3-32) 及 (3-33) 式我们立刻得到渐近公式

∑

n≤x

(
SL(n)− p(n)

)2
= x

5
2 ·

k∑
i=1

bi

lni x
+ O

(
x

5
2

lnk+1 x

)
,

其中 p(n) 表示 n 的最小素因子, b1 =
2
5
, bi (i = 2, 3, · · · , k) 为可计算的常数. 于

是完成了定理的证明.

3.10 一个新的数论函数及其函数值分布

对任意正整数 n, Smarandache 可乘函数 U(n) 定义为 U(1) = 1, 当 n > 1 时,
n = pα1

1 pα2
2 · · · pαs

s 是 n 的标准分解式, 则

U(n) = max{α1 · p1, α2 · p2, · · · , αs · ps}.

现在我们定义一个新的数论函数.
定义 3.10.1 函数 V (n) 定义如下: V (1) = 1, 当 n > 1 时, 若 n =

pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s 是 n 的标准分解式, 则

V (n) = min{α1 · p1, α2 · p2, · · · , αs · ps}.
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容易知道 V (n) 的前几项值是 V (1) = 1, V (2) = 2, V (3) = 3, V (4) = 4,
V (5) = 5, V (6) = 3, V (7) = 7, V (8) = 6, V (9) = 6, V (10) = 2, V (11) = 11,
V (12) = 3, V (13) = 13, V (14) = 2, V (15) = 3, · · · . 关于函数 V (n) 的初等性质,
目前还很少有人研究. 很显然 V (n) 是函数 U(n) 的对偶函数, 于是 V (n) 和 U(n)
有很多类似性质. 在本节中, 我们主要用初等方法来研究函数 V (n) 的值的分布,
并给出两个较强的渐近公式. 也就是我们要证明下面的
定理 3.10.1 对任意实数 x > 1 和给定的正整数 k, 有渐近公式

∑

n≤x

(V (n)− p(n))2 = x
3
2 ·

k∑
i=1

ci

lni x
+ O

(
x

3
2

lnk+1 x

)
,

其中 p(n) 表示 n 的最小素因子, ci (i = 1, 2, · · · , k) 是常数, c1 =
2
3
.

证明: 事实上, 对给定的正整数 k 和任意正整数 n > 1, n = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s 表

示 n 的标准分解式, 我们把所有的正整数 n ∈ [1, x] 分为如下两个集合 A 和 B

A: ω(n) = 1. 即 A 是所有 pα ≤ x 的集合, 其中 p 是素数, α 是任意正整数.
B: ω(n) ≥ 2, 其中 ω(n) 表示 n 的所有不同的素因子的个数.
由 A 和 B 的定义我们有

∑

n≤x

(V (n)− p(n))2 = 1 +
∑

n∈A

(V (n)− p(n))2 +
∑

n∈B

(V (n)− p(n))2 . (3-34)

很显然 n ∈ A, 则 n = pα, V (n) = αp. 因此

∑

n∈A

(V (n)− p(n))2 =
∑

pα≤x

(α · p− p)2 =
∑

2≤α≤ln x

∑

p≤x
1
α

(αp− p)2

=
∑

p≤√x

p2 +
∑

2<α≤ln x

∑

p≤x
1
α

(αp− p)2 . (3-35)

由 Abel 求和公式和素数定理可得

∑

p≤√x

p2 = x · π(
√

x)− 2
∫ √

x

3
2

y · π(y) dy

=
k∑

i=1

ai · x 3
2

lni√x
+ O

(
x

3
2

lnk+1 x

)
− 2

∫ √
x

3
2

[
k∑

i=1

ai · y2

lni y
+ O

(
y2

lnk+1 y

)]
dy

= x
3
2 ·

k∑
i=1

ci

lni x
+ O

(
x

3
2

lnk+1 x

)
, (3-36)
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这里 ci (i = 1, 2, · · · , k) 是常数, c1 =
2
3
.

同理, 我们有
∑

2<α≤ln x

∑

p≤x
1
α

(αp− p)2 ≤
∑

2<α≤ln x

∑

p≤x
1
3

(α− 1)2 · p2

¿ x
2
3 · π

(
x

1
3

)
· ln3 x ¿ x · ln2 x. (3-37)

结合 (3-35), (3-36) 和 (3-37) 式可得

∑

n∈A

(V (n)− p(n))2 = x
3
2 ·

k∑
i=1

ci

lni x
+ O

(
x

3
2

lnk+1 x

)
. (3-38)

现在我们来估计 (3-34) 中的主要误差项. 对任意正整数 n ∈ B, 设 n =
pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s 是 n 的标准分解式, 则 s ≥ 2. 当 α1 = 1 时, 有

(V (n)− p(n))2 = (p1 − p1)
2 = 0.

若 (V (n)− p(n))2 6= 0, 则有 α1 ≥ 2, V (n) ≤ α1p1. 于是, 我们有
∑

n∈B

(V (n)− p(n))2 =
∑

pα
1 m≤x

α≥2, p(m)>p1

(V (pα
1 m)− p1)

2

¿
∑

2≤α≤ln x

∑

p1≤x
1

α+1

∑

p1<m≤ x
pα
1

(αp1 − p1)
2

¿
∑

2≤α≤ln x

∑

p1≤x
1

α+1

α2p2
1 ·

x

pα
1

¿ x
4
3 · ln2 x. (3-39)

结合 (3-34), (3-38) 和 (3-39) 我们立即得到

∑

n≤x

(V (n)− p(n))2 = x
3
2 ·

k∑
i=1

ci

lni x
+ O

(
x

3
2

lnk+1 x

)
,

其中 ci (i = 1, 2, · · · , k) 是常数, c1 =
2
3
. 这就证明了定理.

定理 3.10.2 对任意实数 x > 1 和给定的正整数 k, 我们有渐近公式

∑

n≤x

V (n) = x2 ·
k∑

i=1

di

lni x
+ O

(
x2

lnk+1 x

)
,

76



第三章 关于 SL(n) 函数及其对偶函数的性质

其中 di (i = 1, 2, · · · , k) 是常数, d1 =
1
2
.

证明: 很显然对任意素数 p, 我们有 V (p) = p. 于是由素数定理有
∑

n≤x

V (n) =
∑

p≤x

V (p) +
∑

pα≤x

α≥2

V (pα) +
∑

pα
1 ·m≤x

α≥1, p(m)>p1

V (pα
1 ·m)

=
∑

p≤x

p + O




∑

2≤α≤ln x

∑

p≤x
1
α

α · p


 + O




∑

α≤ln x

∑

p≤x
1

α+1

∑

m≤ x
pα

α · p




= x · π(x)−
∫ x

3
2

π(y) dy + O
(
x

3
2 · lnx

)

=
k∑

i=1

ai · x2

lni x
+ O

(
x2

lnk+1 x

)
−

∫ x

3
2

[
k∑

i=1

ai · y
lni y

+ O

(
y

lnk+1 y

)]
dy

= x2 ·
k∑

i=1

di

lni x
+ O

(
x2

lnk+1 x

)
,

其中 di (i = 1, 2, · · · , k) 是常数, d1 =
1
2
. 这就完成了定理的证明.

3.11 关于 Smarandache LCM 对偶函数的性质

根据 Smarandache LCM 函数的对偶函数 SL∗(n) 定义有: SL∗(1) = 1,

SL∗(2) = 2, SL∗(3) = 1, SL∗(4) = 2, SL∗(5) = 1, SL∗(6) = 3, SL∗(7) = 1,

SL∗(8) = 2, SL∗(9) = 1, SL∗(10) = 2 · · · . 显然, 若 n 为奇数, 则 SL∗(n) = 1, 目
前人们对此函数的初等性质还了解得很少. 在本节中我们用初等方法研究了一个
包含 SL∗(n) 函数的 Dirichlet 级数的计算问题及 SL∗(n) 的均值性质, 分别给出了
精确计算公式和一个较强的渐近公式.

为了完成定理的证明, 我们需要几个引理.
引理 3.11.1 对于任意给定的正整数 n, 我们有

SL∗(n) = pα − 1,

其中 p 为素数, α 为大于等于 1 的整数.

证明: 设 SL∗(n) = k, 则由 SL∗(n) 的定义知:

[1, 2, · · · , k] | n且 (k + 1) † n.

否则有 [1, 2, · · · , k, k + 1] | n, 这时 SL∗(n) ≥ k + 1, 与 SL∗(n) = k 矛盾.
设 k + 1 = pα1

1 pα2
2 · · · pαs

s 为 k + 1 的标准分解式, 其中 pi 为素数, p1 < p2 <

· · · < ps, αi ≥ 1, i = 1, 2, · · · , s.
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若 s > 1, 则有 pα1
1 ≤ k, pα2

2 · · · pαs
s ≤ k, 于是

pα1
1 | [1, 2, · · · , k], pα2

2 · · · pαs
s | [1, 2, · · · , k],

又 (pα1
1 , pα2

2 · · · pαs
s ) = 1, 故

pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s | [1, 2, · · · , k].

即 k + 1 | [1, 2, · · · , k], 所以 k + 1 | n, 矛盾. 故 s = 1. 这说明 k + 1 = pα,

故 k = pα − 1, 也就是 SL∗(n) = pα − 1. 于是就完成了引理的证明.
引理 3.11.2 设 L(n)表示 1, 2, · · · , n的最小公倍数, 即 L(n) = [1, 2, · · · , n],

则有

ln(L(n)) = n + O

(
n · exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
,

其中 c 为一正常数.
证明: 见本书定理 4.4.2.
定理 3.11.1 对任意实数 s > 1, 无穷级数

∞∑
n=1

SL∗(n)
ns

是绝对收敛的, 且

∞∑
n=1

SL∗(n)
ns

= ζ(s)
∞∑

α=1

∑
p

(pα − 1)(ps − 1)
[1, 2, · · · , pα]s

,

其中 ζ(s) 为 Riemann zeta- 函数,
∑

p

表示对所有素数求和.

证明: 由 SL∗(n) 的定义我们可知: 如果 [1, 2, · · · , k] | n, 则有 [1, 2, · · · , k] ≤
n, ln([1, 2, · · · , k]) ≤ lnn. 因此, 由引理 3.11.2 有

SL∗(n) = k ≤ lnn 及
SL∗(n)

ns
≤ lnn

ns
.

所以, 当 s > 1 时, Dirichlet 级数
∞∑

n=1

SL∗(n)
ns

是绝对收敛的. 由引理 3.11.1,

SL∗(n) = pα − 1, 那么有 [1, 2, · · · , pα − 1] | n. 令 n = [1, 2, · · · , pα − 1] · m
则 p † m, 那么对于任意实数 s > 1, 我们有

∞∑
n=1

SL∗(n)
ns

=
∞∑

α=1

∑
p

∞∑
n=1

SL∗(n)=pα−1

pα − 1
ns

=
∞∑

α=1

∑
p

∞∑
m=1
p†m

pα − 1
[1, 2, · · · , pα − 1]s ·ms
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=
∞∑

α=1

∑
p

pα − 1
[1, 2, · · · , pα − 1]s

∞∑
m=1
p†m

1
ms

=
∞∑

α=1

∑
p

pα − 1
[1, 2, · · · , pα − 1]s

( ∞∑
m=1

1
ms

−
∞∑

m=1

1
ps ·ms

)

=
∞∑

α=1

∑
p

pα − 1
[1, 2, · · · , pα − 1]s

( ∞∑
m=1

1
ms

(
1− 1

ps

))

=

( ∞∑
m=1

1
ms

) ∞∑
α=1

∑
p

(pα − 1)(ps − 1)
[1, 2, · · · , pα]s

= ζ(s) ·
∞∑

α=1

∑
p

(pα − 1)(ps − 1)
[1, 2, · · · , pα]s

.

在定理 3.11.1 中取 s = 2, 且注意到 ζ(2) =
π2

6
, 我们有

推论 3.11.1 无穷级数

∞∑
n=1

SL∗(n)
n2

是绝对收敛的, 且有

∞∑
n=1

SL∗(n)
n2

=
π2

6

∞∑
α=1

∑
p

(pα − 1)(p2 − 1)
[1, 2, · · · , pα]2

,

其中
∑

p

表示对所有素数求和.

定理 3.11.2 对任意的实数 x > 1, 我们有渐近公式

∑

n≤x

SL∗(n) = c · x + O(ln2 x),

其中 c =
∞∑

α=1

∑
p

(pα − 1)(p− 1)
[1, 2, · · · , pα]

.

证明: 由 SL∗(n) 的定义, 引理 3.11.1 及引理 3.11.2, 我们有

∑

n≤x

SL∗(n) =
∑

[1,2,··· ,pα−1]·m≤x

p†m

(pα − 1) =
∑

[1,2,··· ,pα−1]≤x

(pα − 1)
∑

m≤ x
[1,2,··· ,pα−1]

p†m

1

=
∑

[1,2,··· ,pα−1]≤x

(pα − 1)
(

x

[1, 2, · · · , pα − 1]
− x

[1, 2, · · · , pα]
+ O(1)

)

= x ·
∑

[1,2,··· ,pα−1]≤x

(pα − 1)(p− 1)
[1, 2, · · · , pα]

+ O


 ∑

[1,2,··· ,pα−1]≤x

pα




79



Smarandache 问题新进展

= x ·
∞∑

α=1

∑
p

(pα − 1)(p− 1)
[1, 2, · · · , pα]

+ O
(
ln2 x

)

= c · x + O
(
ln2 x

)
,

其中 c =
∞∑

α=1

∑
p

(pα − 1)(p− 1)
[1, 2, · · · , pα]

.

于是完成了定理的证明.

3.12 Smarandache LCM 函数的均值

定理 3.12.1 任意给定正整数 k, 则对任意实数 x > 2, 我们有渐近公式

∑

n≤x

[SL(n)− S(n)]2 =
2
3
· ζ

(
3
2

)
· x 3

2 ·
k∑

i=1

ci

lni x
+ O

(
x

3
2

lnk+1 x

)
,

其中 ζ(s) 是Riemann zeta- 函数, ci (i = 1, 2, · · · , k) 是可计算常数.

证明: 事实上, 对任意正整数 n > 1, 设 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s 是 n 的标准分解

式, 则有

S(n) = max{S(pα1
1 ), S(pα2

2 ), · · · , S(pαs
s )} ≡ S(pα) (3-40)

和

SL(n) = max{pα1
1 , pα2

2 , · · · , pαs
s }. (3-41)

现在我们考虑和式

∑

n≤x

[SL(n)− S(n)]2 =
∑

n∈A

[SL(n)− S(n)]2 +
∑

n∈B

[SL(n)− S(n)]2 , (3-42)

其中 A 和 B 表示区间 [1, x] 中的所有正整数的子集. A = {n|SL(n) = p2, p 为任

意素数, n ∈ [1, x]}; B = {n|SL(n) = pα, α = 1 或者 α ≥ 3, n ∈ [1, x]}. 若 n ∈ A

且 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s , 则 n = p2m, p † m, 并且 pαi

i ≤ p2, i = 1, 2, · · · s. 注意
到 S(pαi

i ) ≤ αipi 和 αi ≤ lnn, 由 SL(n) 和 S(n) 的定义我们有

∑

n∈A

[SL(n)− S(n)]2 =
∑

mp2≤x

SL(m)<p2

[
p2 − S(mp2)

]2

=
∑

mp2≤x

SL(m)<p2

(
p4 − 2p2S(mp2) + S2(mp2)

)
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=
∑

mp2≤x

SL(m)<p2

p4 + O


 ∑

mp2≤x

p2 · p · lnx


 + O


 ∑

mp2≤x

p2 · ln2 x




=
∑

m≤√x

∑

m<p2≤ x
m

p4 + O


 ∑

p2≤√x

∑

p2<m≤ x
p2

p4


 + O

(
x2

)

=
∑

m≤√x

∑

p≤
√

x
m

p4 + O


 ∑

m≤√x

∑

p2≤m

p4


 + O

(
x2

)

=
∑

m≤√x

∑

p≤
√

x
m

p4 + O
(
x2

)
. (3-43)

根据阿贝尔求和公式及素数定理可得

π(x) =
k∑

i=1

ai · x
lni x

+ O

(
x

lnk+1 x

)
,

其中 ai (i = 1, 2, · · · , k) 是可计算常数, 且 a1 = 1.
因此, 有

∑

p≤
√

x
m

p4 =
x2

m2
· π

(√
x

m

)
−

∫ √
x
m

3
2

4y3 · π(y)dy

=
x2

m2
· π

(√
x

m

)
−

∫ √
x
m

3
2

4y3

[
k∑

i=1

ai · y
lni y

+ O

(
y

lnk+1 y

)]
dy

=
1
5
· x

5
2

m
5
2
·

k∑
i=1

bi

lni
√

x
m

+ O

(
x

5
2

m
5
2 · lnk+1 x

)
, (3-44)

这里我们用到估计式 m ≤ √
x, 其中 bi 是可计算常数, 且 b1 = 1.

注意到

∞∑
m=1

1
m

5
2

= ζ

(
5
2

)
, 和

∞∑
m=1

lni m

m
5
2
对所有 i = 1, 2, 3, · · · , k 是收敛的.

所以由 (3-43) 和 (3-44) 可得
∑

n∈A

[SL(n)− S(n)]2

=
∑

m≤√x

[
1
5
· x

5
2

m
3
2
·

k∑
i=1

bi

lni
√

x
m

+ O

(
x

5
2

m
5
2 · lnk+1 x

)]
+ O

(
x2

)

=
2
5
· ζ

(
5
2

)
· x 5

2 ·
k∑

i=1

ci

lni x
+ O

(
x

5
2

lnk+1 x

)
, (3-45)
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其中 ci (i = 1, 2, 3, · · · , k) 是可计算常数, c1 = 1.
现在我们来估计集合 B上的和式. 对任意正整数 n ∈ B. 若 n ∈ B且 SL(n) =

p,则有 S(n) = p. 因此 [SL(n)− S(n)]2 = [p− p]2 = 0. 若 SL(n) = pα with α ≥ 3,
则有 [SL(n)− S(n)]2 = [pα − S(n)]2 ≤ p2α + α2p2 和 α ≤ lnn. 所以我们有

∑

n∈B

[SL(n)− S(n)]2 ¿
∑

npα≤x

α≥3

(
p2α + p2 ln2 n

) ¿ x2. (3-46)

结合 (3-42), (3-45) 和 (3-46) 我们立即得到渐近公式

∑

n≤x

[SL(n)− S(n)]2 =
2
5
· ζ

(
5
2

)
· x 5

2 ·
k∑

i=1

ci

lni x
+ O

(
x

5
2

lnk+1 x

)
,

其中 ci (i = 1, 2, 3, · · · , k) 是可计算常数, c1 = 1.
这就完成了定理的证明.
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第四章 关于 L(n) 函数的一些性质

数论函数 L(n) 在初等数论中有着非常重要的意义, 它的许多性质早已被人们
所熟悉. 本章将进一步研究该函数的极限性质, 比例性质及复合函数的均值性质等
一系列问题.

4.1 引言

定义 4.1 对任意正整数 n, L(n) 表示从 1 到 n 这 n 个数的最小公倍数. 即

L(n) = [1, 2, · · · , n].

定义 4.2 算术函数 Ω(n) 定义为：对任意正整数 n, 若 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαr
r

是 n 的标准分解式, 则

Ω(n) = Ω(pα1
1 pα2

2 · · · pαr
r ) = α1 + α2 + · · ·+ αr.

定义 4.3 Mangoldt 函数 Λ(n), 定义如下

Λ(n) =

{
ln p, 如果n = pα, p是素数, 且α是正整数;
0, 否则.

定义 4.4 Smarandache LCM 数列是由 SLS −→ L(1), L(2), · · · , L(n), · · ·
来定义的. 另一个被称作Smarandache LCM 奇数序列的新的Smarandache SLOS
序列定义为：对任意的正整数 n, 有 SLOS(2n− 1) = [1, 3, 5, · · · , 2n− 1].

4.2 关于 L(n2) 函数的一个极限

本节要讨论 L(n) 函数的性质, 主要是用初等的方法研究关于 L(n) 函数的一
个极限. 为此先证明
引理 4.2.1 对任意实数 x > 0, 我们有渐近公式

θ(x) =
∑

p≤x

ln p = x + O

(
x exp

(−c(lnx)
3
5

(ln lnx)
1
5

))
,

其中 c > 0 是常数,
∑

p≤x

表示对所有满足 p ≤ x 的素数 p 求和.

证明: 事实上, 这是著名的素数定理的等价形式 ( 参阅文献 [6]).
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定理 4.2.1 对任意正整数 n, 我们有渐近公式




L(n2)∏

p≤n2

p




1
n

= e + O

(
exp

(
−c

(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
,

其中
∏

p≤n2

表示对所有满足 p ≤ n2 的素数 p 求积.

证明: 令

L(n2) = [1, 2, · · · , n2] = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s (4-1)

是 L(n2) 的标准分解式, 那么令 αi = α(pi) 表示 1, 2, 3, · · · , n2 中 pi 的最高次幂.
由于




L(n2)∏

p≤n2

p




1
n

= exp




1
n

ln
L(n2)∏

p≤n2

p


 = exp


 1

n
lnL(n2)− 1

n
ln

∏

p≤n2

p


 . (4-2)

但是

lnL(n2)− ln
∏

p≤n2

p = ln (pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s )− ln

∏

p≤n2

p

=
∑

p≤n2

α(p) ln p−
∑

p≤n2

ln p =
∑

p≤n2

(α(p)− 1) ln p

=
∑

p≤n
2
3

(α(p)− 1) ln p +
∑

n
2
3 <p≤n

(α(p)− 1) ln p

+
∑

n<p≤n2

(α(p)− 1) ln p. (4-3)

很显然, 如果 n < pi ≤ n2, 那么 α(pi) = 1. 如果 n
2
3 < pi ≤ n, 那么我们

有 α(pi) = 2 (事实上, 如果 α(pi) ≥ 3, 则有 p3
i > n. 这与 pi ≤ n 矛盾). 如

果 pi ≤ n
2
3 , 那么 α(pi) ≥ 3.

因此由上述结论及引理 4.2.1, 我们有

∑

n
2
3 <p≤n

(α(p)− 1) ln p =
∑

n
2
3 <p≤n

(2− 1) ln p

=
∑

n
2
3 <p≤n

ln p
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= θ(n)− θ(
√

n)

= n + O

(
exp

(
−c

(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
. (4-4)

∑

n<p≤n2

(α(p)− 1) ln p =
∑

n<p≤n2

(1− 1) ln p = 0. (4-5)

∑

p≤n
2
3

(α(p)− 1) ln p = O


ln2 n

∑

p≤n
2
3

1


 = O

(
ln2 n

n
2
3

lnn

)
= O

(
n

2
3 lnn

)
. (4-6)

结合 (4-3), (4-4), (4-5) 和 (4-6) 我们可以得到

lnL(n2)− ln
∏

p≤n2

p =
∑

p≤n
2
3

(α(p)− 1) ln p +
∑

n
2
3 <p≤n

ln p

= O
(
n

2
3 lnn

)
+ n + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))

= n + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
.

即




L(n2)∏

p≤n2

p




1
n

= exp


 1

n


lnL(n2)− ln

∏

p≤n2

p







= exp
[

1
n

[
n + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))]]

= exp
[
1 + O

(
exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))]

= e

[
1 + O

(
exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))]

= e + O

(
exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
.

这就完成了定理的证明.
由定理, 当 n →∞ 时, 我们可以立即得到如下推论
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推论 4.2.1

lim
n→∞




L(n2)∏

p≤n2

p




1
n

= e.

4.3 关于 L(nk) 函数的一个极限

在上节中我们已经研究了 L(n2) 函数的极限问题, 而在本节里要进一步讨
论 L(nk) 函数的渐近公式, 同时也给出它的一个极限. 为了证明本节的定理, 首先
给出

定定定理理理 4.3.1 对任意正整数 n 和偶数 k, 我们有渐近公式




L(nk)∏

p≤nk

p




n−
k
2

= e + O


exp


 −c

(
k
2 lnn

) 3
5

(ln k − ln 2 + ln lnn)
1
5





 ,

其中
∏

p≤nk

表示对所有满足 p ≤ nk 的素数 p 求积.

证证证明明明: 令

L(nk) = [1, 2, · · · , nk] = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s (4-7)

表示 L(nk) 标准分解式. αi := α(pi) 为 1, 2, 3, · · · , nk 的标准分解式中素数 pi 的

最高次幂.
首先我们有




L(nk)∏

p≤nk

p




n−
k
2

= exp


n−

k
2 ln

L(nk)∏

p≤nk

p


 = exp


n−

k
2


lnL(nk)− ln

∏

p≤nk

p





 .

(4-8)
现在我们来计算 (4-8) 中右边那一项. 利用 (4-7) 我们可以得到

lnL(nk)− ln
∏

p≤nk

p = ln (pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s )− ln

∏

p≤nk

p

=
∑

p≤nk

α(p) ln p−
∑

p≤nk

ln p

=
∑

p≤nk

(α(p)− 1) ln p
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=
∑

p≤n
k

k+1

(α(p)− 1) ln p +
k∑

i=1

∑

n
k

i+1 <p≤n
k
i

(α(p)− 1) ln p

:= M0 +
k∑

i=1

Mi. (4-9)

注意到如果

n
k

i+1 < p ≤ n
k
i ,

则 α(p) = i. 利用引理 4.2.1 我们有

Mi = (i− 1)
∑

n
k

i+1 <p≤n
k
i

ln p

= (i− 1)




∑

p≤n
k
i

ln p−
∑

p≤n
k

i+1

ln p




= (i− 1)


n

k
i − n

k
i+1 + O


n

k
i exp


 −c

(
k
i lnn

) 3
5

(ln k − ln i + ln lnn)
1
5








 .(4-10)

因此

k∑
i=1

Mi = n
k
2 + O


n

k
2 exp


 −c

(
k
2 lnn

) 3
5

(ln k − ln 2 + ln lnn)
1
5





 . (4-11)

另一方面, 我们知道

M0 = O


 k

k + 1
ln2 n

∑

p≤n
k

k+1

1


 = O

(
k

k + 1
ln2 n

n
k

k+1

k
k+1 lnn

)

= O
(
n

k
k+1 lnn

)
. (4-12)

现在结合 (4-10), (4-11) 和 (4-12) 我们容易得到

lnL(nk)− ln
∏

p≤nk

p = n
k
2 + O


n

k
2 exp


 −c

(
k
2 lnn

) 3
5

(ln k − ln 2 + ln lnn)
1
5





 . (4-13)

所以利用 (4-8) 以及 (4-13) 可以得到




L(nk)∏

p≤nk

p




n−
k
2
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= exp


n−

k
2


lnL(nk)− ln

∏

p≤nk

p







= exp


n−

k
2


n

k
2 + O


n

k
2 exp


 −c

(
k
2 lnn

) 3
5

(ln k − ln 2 + ln lnn)
1
5













= exp


1 + O


exp


 −c

(
k
2 lnn

) 3
5

(ln k − ln 2 + ln lnn)
1
5










= e · exp


O


exp


 −c

(
k
2 lnn

) 3
5

(ln k − ln 2 + ln lnn)
1
5










= e


1 + O


exp


 −c

(
k
2 lnn

) 3
5

(ln k − ln 2 + ln lnn)
1
5










= e + O


exp


 −c

(
k
2 lnn

) 3
5

(ln k − ln 2 + ln lnn)
1
5





 .

这就完成了定理 4.3.1 的证明.
从上述定理我们立即可以得到下面的极限公式

推推推论论论 4.3.1 对任意正整数 n 和偶数 k, 我们有

lim
n→∞




L(nk)∏

p≤nk

p




n−
k
2

= e.

4.4 关于 L(n) 函数的一个比例性质

在前言部分我们已经定义了 L(n)函数以及一个新的 Smarandache LCM序列,
即 Smarandache LCM 奇数序列 SLOS. 事实上我们同样可以定义 Smarandache
LCM 偶数序列 SLES: 对任意的正整数 n, 有 SLES(2n) = [2, 4, 6, · · · , 2n],
即 SLES −→ 2, 4, 12 24, 240, · · · . 如果令 Tn 表示这些数列的第 n 项, 则很容易
看出

T2n+1(SLES) = 2nTn(SLOS).

显然 L(n) 和 SLOS(2n − 1) 都是两个新的 Smarandache 函数. 对这两个函
数性质的研究应该说是比较少的, 但是它们却非常重要, 因为它可以揭示最小公倍
数的性质. 本节主要是通过对 L(n) 与 SLOS(2n − 1) 之间关系的研究, 得出一个
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恒等式及渐近公式, 从而推出
∞∑

n=2

1
[ln(L(n))]α

的收敛性. 首先给出以下

引理 4.4.1 如果 a, b 是两个正整数, 则 a 与 b 的最小公倍数 [a, b] =
ab

(a, b)
,

其中 (a, b) 表示 a 和 b 的最大公约数. 特别地, 当 (a, b) = 1 时, [a, b] = ab.
证证证明明明: 参阅文献 [11].

定理 4.4.1 对任意给定的正整数 n, 我们有恒等式

L(2n)
L(n)

=
2 · SLOS(2n− 1)

SLOS
(
2
[

n+1
2

]− 1
) ,

其中 [x] 表示不超过 x 的最大整数.
证明： 由 L(n) 与 SLOS(2n− 1) 的定义可得

L(2n) = [1, 2, · · · , 2n]

= [[1, 3, · · · , 2n− 1], [2, 4, · · · , 2n]]

= [[1, 3, · · · , 2n− 1], 2[1, 2, · · · , n]]

= [SLOS(2n− 1), 2L(n)]

=
2 · L(n) · SLOS(2n− 1)
(2L(n), SLOS(2n− 1))

=
2 · L(n) · SLOS(2n− 1)
(L(n), SLOS(2n− 1))

或

L(2n)
L(n)

=
2 · SLOS(2n− 1)

(L(n), SLOS(2n− 1))
. (4-14)

现在我们只需证明

(L(n), SLOS(2n− 1)) = SLOS

(
2
[
n + 1

2

]
− 1

)
. (4-15)

对任意正整数 Ti, 设 Ti = 2αiti (其中 i 是一非负整数, ti 是一奇数).
则由最小公倍数的定义有

L(n) = [1, 2 · · · , n] = [2α1t1, 2α2t2, · · · , 2αntn]

= 2α

[
1, 3, 5, · · · , 2

[
n + 1

2

]
− 1

]
,

这里 α = max{α1, α2, · · · , αn}. 于是

(L(n), SLOS(2n− 1)) =
(

2α

[
1, 3, · · · , 2

[
n + 1

2

]
− 1

]
, [1, 3, · · · , 2n− 1]

)
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=
([

1, 3, · · · , 2
[
n + 1

2

]
− 1

]
, [1, 3, · · · , 2n− 1]

)

=
[
1, 3, · · · , 2

[
n + 1

2

]
− 1

]

= SLOS

(
2
[
n + 1

2

]
− 1

)
,

即 (4-15) 成立. 再结合 (4-14) 与 (4-15), 可得恒等式

L(2n)
L(n)

=
2 · SLOS(2n− 1)

SLOS
(
2
[

n+1
2

]− 1
) .

于是完成了定理的证明.
定理 4.4.2 对任意给定的正整数 n, 有渐近公式

ln(L(n)) = n + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
,

其中 c 为一正常数.
证明： 令

L(n) = [1, 2, · · · , n] = pα1
1 pα2

2 · · · pαn
n ,

其中 pi 是 L(n) 不同的素因子, αi 是所有 1, 2, 3, · · · , n 标准分解式中 pi 的最高

次幂. 因此

ln(L(n)) = ln (pα1
1 pα2

2 · · · pαn
n )

=
∑

p≤n

α(p) ln p

=
∑

p≤n

ln p +
∑

p≤n

(α(p)− 1) ln p

= θ(n) +
∑

p≤√n

(α(p)− 1) ln p +
∑

√
n≤p≤n

(α(p)− 1) ln p,

当 pi >
√

n, 我们有 αi = 1. 否则若 αi ≥ 2, 则 p2
i > n, 从而 pαi

i > n, 这与 p < n

矛盾. 即
∑

√
n≤p≤n

(α(p)− 1) ln p = 0. 所以

ln(L(n)) = θ(n) +
∑

p≤√n

(α(p)− 1) ln p.

又 pαi

i < n, 因此 αi < lnn, p < lnn, 再由引理 4.2.1 可得

ln(L(n)) = θ(n) + O


ln2 n

∑

p≤√n

1



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= θ(n) + O

(
ln2 n

√
n

lnn

)

= n + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
+ O

(√
n lnn

)

= n + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
.

这就完成了定理的证明.
由定理 4.4.2 我们立刻得到下面的
推论 4.4.1 无穷级数

∞∑
n=2

1
[ln(L(n))]α

当 α > 1 时收敛, 当 α ≤ 1 时发散.
证明： 事实上, 由定理 4.4.2 可得

[ln(L(n))]α =
[
n + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))]α

= nα

[
1 + O

(
exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))]α

,

所以
∞∑

n=2

1
[ln(L(n))]α

=
∞∑

n=2

1

nα

[
1 + O

(
exp

(
−c(ln n)

3
5

(ln ln n)
1
5

))]α .

因为

lim
n→∞

nα

nα

[
1 + O

(
exp

(
−c(ln n)

3
5

(ln ln n)
1
5

))]α = 1,

而调和级数

∞∑
n=2

1
nα
当 α > 1 时收敛, 当 α ≤ 1 时发散. 故由正项无穷级数的比较

法则知当 α > 1 时
∞∑

n=2

1
[ln(L(n))]α

也收敛, 而当 α ≤ 1 时该级数发散. 于是完成

了推论的证明.

4.5 关于 L(n) 函数的计算公式

前两节我们讨论了 L(n) 函数的极限问题, 在本节中, 我们将研究 L(n) 的计算
问题, 并利用初等方法来给出它的计算公式. 即我们将要证明
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定理 4.5.1 对任意正整数 n > 1, 有计算公式

L(n) = exp

( ∞∑

k=1

θ
(
n

1
k

))
= exp

(∑

k≤n

Λ(k)

)
,

其中 exp(y) = ey, θ(x) =
∑

p≤x

ln p,
∑

p≤x

表示对所有 p ≤ x 的素数 p 求和, Λ(n)

是Mangoldt 函数.
证明： 令

L(n) = [1, 2, · · · , n] = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s =

∏

p≤n

pα(p) (4-16)

表示 L(n) 的标准分解式. 那么对 1 ≤ i ≤ s, 存在一个正整数 1 < k ≤ n, 使
得 pαi

i ‖ k. 因此, 由 (4-16) 我们有

L(n) = [1, 2, · · · , n] = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s = exp

(
s∑

t=1

αt ln pt

)

= exp

(∑

p≤n

α(p) ln p

)
= exp




∞∑

k=1

∑

n
1

k+1 <p≤n
1
k

α(p) ln p


 . (4-17)

注意到如果 n
1

k+1 < p ≤ n
1
k , 那么有 pk ≤ n, pk+1 > n 和 α(p) = k. 因此,

由 (4-17) 我们有

L(n) = exp




∞∑

k=1

∑

n
1

k+1 <p≤n
1
k

k · ln p




= exp




∞∑

k=1

k




∑

n
1

k+1 <p≤n
1
k

ln p







= exp

( ∞∑

k=1

k
[
θ
(
n

1
k

)
− θ

(
n

1
k+1

)])

= exp

( ∞∑

k=1

[
kθ

(
n

1
k

)
− (k + 1)θ

(
n

1
k+1

)
+ θ

(
n

1
k+1

)])

= exp

( ∞∑

k=1

θ
(
n

1
k

))
= exp

(∑

k≤n

Λ(k)

)
,

其中 θ(x) =
∑

p≤x

ln p, Λ(n) 是 Mangoldt 函数. 这就完成了定理的证明.
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现在令 d(n) 表示 Dirichlet 除数函数, n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k 是 n 的标准分解式.
则有

定理 4.5.2 对任意正整数 n > 1, 我们有渐近公式

Ω(L(n)) =
∞∑

k=1

π
(
n

1
k

)
.

证明： 事实上, 由 Ω(n) 的定义及定理 4.5.1 的证明方法, 我们有

Ω(L(n)) =
∑

p≤n

α(p) =
∞∑

k=1

∑

n
1

k+1 <p≤n
1
k

α(p) =
∞∑

k=1

∑

n
1

k+1 <p≤n
1
k

k

=
∞∑

k=1

k




∑

n
1

k+1 <p≤n
1
k

1




=
∞∑

k=1

k
[
π

(
n

1
k

)
− π

(
n

1
k+1

)]

=
∞∑

k=1

[
kπ

(
n

1
k

)
− (k + 1)π

(
n

1
k+1

)
+ π

(
n

1
k+1

)]

=
∞∑

k=1

π
(
n

1
k

)
,

以及

k−1∑
i=1

2i−1

pi
−m =

2k−1

pk
.

其中 π(x) =
∑

p≤x

1. 这就完成了定理的证明.

定理 4.5.3 对任意正整数 n > 1, 我们有

d (L(n)) = exp

( ∞∑

k=1

ln
(

1 +
1
k

)
π

(
n

1
k

))
,

其中 exp(y) = ey, π(x) =
∑

p≤x

1.

证明： 由 Dirichlet 除数函数 d(n) 的定义, 我们有

d (L(n))
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=
∏

p≤n

(α(p) + 1) = exp

(∑

p≤n

ln[α(p) + 1]

)

= exp




∞∑

k=1

∑

n
1

k+1 <p≤n
1
k

ln[α(p) + 1]




= exp




∞∑

k=1

∑

n
1

k+1 <p≤n
1
k

ln(k + 1)




= exp




∞∑

k=1

ln(k + 1)
∑

n
1

k+1 <p≤n
1
k

1




= exp

( ∞∑

k=1

ln(k + 1)
[
π

(
n

1
k

)
− π

(
n

1
k+1

)])

= exp

( ∞∑

k=1

[
ln(k)π

(
n

1
k

)
− ln(k + 1)π

(
n

1
k+1

)
+ ln

(
1 +

1
k

)
π

(
n

1
k

)])

= exp

( ∞∑

k=1

ln
(

1 +
1
k

)
π

(
n

1
k

))
.

于是完成了定理的证明.
由著名的素数定理和上面的结论, 我们立即得到
推论 4.5.1 对任意正整数 n > 1, 我们有

lim
n→∞

[L(n)]
1
n = e 和 lim

n→∞
[d (L(n))]

1
Ω(L(n)) = 2,

其中 e = 2.718281828459 · · · 是常数.
由上述定理和渐近公式

θ(x) =
∑

p≤x

ln p = x + O

(
x exp

(
−c

(lnx)
3
5

(ln lnx)
1
5

))

及

π(x) =
x

lnx
+ O

(
x

ln2 x

)
,

其中 c > 0 是常数 (参阅文献 [7]), 又可得
推论 4.5.2 对任意正整数 n > 1, 我们有渐近公式

Ω(L(n)) =
n

lnn
+ O

(
n

ln2 n

)
.
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4.6 一个包含 Smarandache LCM 比率数列的极限

如果我们令 (x1, x2, · · · , xn) 和 [x1, x2, · · · , xn] 分别表示任意正整数 x1, x2,
· · · , xn 的最大公约数和最小公倍数，r 为一正整数，再令

T (r, n) =
[n, n + 1, · · · , n + r − 1]

[1, 2, · · · , r]
,

则称 T (r, n)为 r 阶 Smarandache LCM比率数列. 在本节里主要讨论函数 T (n, n)
的均值性质, 同时研究另外一个极限式 lim

n→∞
[T (n, n)]

1
n , 并由此推出一个包

含 Smarandache LCM 数列 L(n) 的一个极限定理. 为此首先要证明
引理 4.6.1 对任意正整数 n, 我们有恒等式

[1, 2, · · · , · · · , 2n− 1] = [n, n + 1, · · · , 2n− 1].

证明: 因为对任意正整数 1 ≤ i ≤ n, 在连续的 n 个正整数 n, n + 1, · · · ,
2n− 1 中至少有一个数能够被 i 整除, 所以我们有 i | [n, n + 1, · · · , 2n− 1]. 所以
正整数 1, 2, · · · , n 的最小公倍数也整除 [n, n + 1, · · · , 2n− 1], 即

[1, 2, · · · , n] | [n, n + 1, · · · , 2n− 1].

注意到对任意正整数 a 和 b 有 ab = [a, b](a, b), 且当 a 整除 b 时有 [a, b] = b,
(a, b) = a, 以及

[1, 2, 3, · · · , s, s + 1, · · · , t] = [[1, 2, · · · , s], [s, s + 1, · · · , t]] ,

从而我们有

[1, 2, 3, · · · , 2n− 1] = [[1, 2, · · · , n], [n, n + 1, · · · , 2n− 1]]

=
[1, 2, · · · , n] · [n, n + 1, · · · , 2n− 1]
([1, 2, · · · , n], [n, n + 1, · · · , 2n− 1])

=
[1, 2, · · · , n] · [n, n + 1, · · · , 2n− 1]

[1, 2, · · · , n]
= [n, n + 1, · · · , 2n− 1].

于是证明了引理.
定理 4.6.1 对任意给定的正整数 n, 我们有渐近公式

T (n, n)
1
n = e + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
,
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其中 c 是一个正常数, exp(y) = ey.
证明： 显然对任意正整数 n, 由引理 4.6.1 我们有恒等式

T (n, n)
1
n =

[
[n, n + 1, · · · , 2n− 1]

[1, 2, · · · , n]

] 1
n

=
[
[1, 2, · · · , 2n− 1]

[1, 2, · · · , n]

] 1
n

=
[
L(2n− 1)

L(n)

] 1
n

. (4-18)

在 (4-18) 中令

L(2n− 1) = [1, 2, · · · , 2n− 1] = pα1
1 pα2

2 · · · pαi

i · · · pαs
s

及

L(n) = [1, 2, · · · , n] = pβ1
1 pβ2

2 · · · pβj

j · · · pβt

t

分别是 L(2n− 1) 与 L(n) 的标准分解式, 且 αi = α(pi) 和 βj = β(pj) 分别是 1, 2,
· · · , 2n − 1 的标准分解式中 pi 与 1, 2, · · · , n 的标准分解式中 pj 的最高次方幂.
因为

(
L(2n− 1)

L(n)

) 1
n

= exp
(

1
n

ln
L(2n− 1)

L(2n)

)

= exp
(

1
n

(lnL(2n− 1)− lnL(n))
)

. (4-19)

而

ln(L(2n− 1))− ln(L(n))

= ln (pα1
1 pα2

2 · · · pαi

i · · · pαs
s )− ln

(
pβ1
1 pβ2

2 · · · pβj

j · · · pβt

t

)

=
∑

p≤2n−1

α(p) ln p−
∑

p≤n

β(p) ln p

=
∑

p≤2n−1

ln p +
∑

p≤2n−1

(α(p)− 1) ln p−
(∑

p≤n

ln p +
∑

p≤n

(β(p)− 1) ln p

)

=
∑

p≤2n−1

ln p +
∑

p≤√2n−1

(α(p)− 1) ln p +
∑

√
2n−1<p≤2n−1

(α(p)− 1) ln p

−
∑

p≤n

ln p−
∑

p≤√n

(β(p)− 1) ln p−
∑

√
n<p≤n

(β(p)− 1) ln p. (4-20)
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当
√

2n− 1 < pi ≤ 2n − 1 时, 我们有 αi = 1. 否则若 αi ≥ 2, 则 p2
i > 2n − 1, 从

而 pαi

i > 2n− 1, 这与 pαi

i ≤ 2n− 1 矛盾. 同理, 当
√

n < pj ≤ n 时, βj = 1. 于是
由引理 4.2.1 可得

∑
√

2n−1<p≤2n−1

(α(p)− 1) ln p =
∑

√
n<p≤n

(β(p)− 1) ln p = 0. (4-21)

∑

n<p≤2n−1

ln p = θ(2n− 1)− θ(n) = n + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
. (4-22)

注意到当 αi ≥ 2 时, αi < lnn, pi ≤
√

n, 因此

∑

p≤√2n−1

(α(p)− 1) ln p = O


 ∑

p≤√2n−1

lnn ln p


 = O

(√
n lnn

)
. (4-23)

∑

p≤√n

(β(p)− 1) ln p = O


 ∑

p≤√n

lnn ln p


 = O

(√
n lnn

)
. (4-24)

结合 (4-20), (4-21), (4-22), (4-23) 和 (4-24) 式, 我们可得到

ln(L(2n− 1))− ln(L(n))

=
∑

n<p≤2n−1

ln p +
∑

p≤√2n−1

(α(p)− 1) ln p−
∑

p≤√n

(β(p)− 1) ln p

= θ(2n− 1)− θ(n) + O
(√

n lnn
)

= n + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
. (4-25)

再结合 (4-18) 及 (4-25) 式就可推出

T (n, n)
1
n =

[
L(2n− 1)

L(n)

] 1
n

= exp
(

1
n

(lnL(2n− 1)− lnL(n))
)

= exp
[

1
n

[
n + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))]]

= exp
[
1 + O

(
exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))]

= e

[
1 + O

(
exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))]
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= e + O

(
exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
,

其中 exp(y) = ey. 于是完成了定理的证明.
由定理 4.6.1 我们立刻得到下面的
推论 4.6.1 在前面的记号下, 我们有极限式

lim
n→∞

[T (n, n)]
1
n = lim

n→∞
[L(n)]

1
n = e.

证明： 显然在定理 4.6.1 中令 n →∞ 可得到极限

lim
n→∞

T (n, n)
1
n = lim

n→∞

[
e + O

(
exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))]
= e.

用同样的方法, 也容易推出极限

lim
n→∞

[L(n)]
1
n = e.

事实上因为

[L(n)]
1
n = exp

(
1
n

lnL(n)
)

.

由定理 4.6.1 的证明方法我们有

ln(L(n)) = ln
(
pβ1
1 pβ2

2 · · · pβt

t

)

=
∑

p≤n

β(p) ln p

=
∑

p≤n

ln p +
∑

p≤n

(β(p)− 1) ln p

=
∑

p≤n

ln p +
∑

p≤√n

(β(p)− 1) ln p +
∑

√
n≤p≤n

(β(p)− 1) ln p

= n + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
.

所以

[L(n)]
1
n = exp

(
1
n

lnL(n)
)

= exp
[

1
n

[
n + O

(
n exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))]]

= e + O

(
exp

(−c(lnn)
3
5

(ln lnn)
1
5

))
.
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于是

lim
n→∞

[L(n)]
1
n = e.

这就完成了推论的证明.

4.7 一个包含 F.Smarandache 函数的混合均值

在本章的最后一节, 我们来讨论包含 L(n) 函数的均值问题, 即复合函
数 S(L(n)) 的均值性质. 在本节里将得到一个关于 S(L(n)) 函数的渐近公式.
为此需要下面的

引理 4.7.1 设 pn 表示第 n 个素数, dn = pn+1 − pn, 则有估计式

∑

pn≤x

dn
2 ¿ x

23
18+ε,

其中 ε 表示任意给定的正数.
证证证明明明: 这是 D.R.Heath-Brown 的一个著名结果, 参阅文献 [13].
定理 4.7.1 对任意实数 x ≥ 1, 我们有渐近公式

∑

n≤x

S(L(n)) =
1
2
x2 + O

(
x

23
18+ε

)
,

其中 ε 表示任意给定的正数.
证证证明明明: 设 p1

β1p2
β2 · · · ps

βs 为 L(n) 的标准分解式, 考虑到当
√

n < pi ≤ n

时, βi = β(pi) = 1. 所以有

L(n) = [1, 2, · · · , n] = p1
β(p1)p2

β(p2) · · · ps
β(ps)

=
∏

p≤√n

pβ(p)
∏

√
n<p≤n

p .

由于 pi
β(pi) ≤ n, 所以对较大的 n, 注意到

n

2
≤ pπ(n) ≤ n，所以当 β(pi) ≥ 2

时, 由函数 S(n) 的定义及性质有

S(pβ(pi)
i ) ≤ β(pi)pi ≤ β(pi)

√
n ≤ √

n lnn ≤ pπ(n),

现在根据函数 S(n) 的性质, 我们立刻推出当 n 较大时函数 S(L(n)) 满足

S(L(n)) = max{S(p1
β1), S(p2

β2), · · · , S(ps
βs)} = pπ(n).

从而我们有

∑

n≤x

S(L(n)) =
∑

n≤x

pπ(n) + O(1)
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=
∑

p1≤n<p2

pπ(n) +
∑

p2≤n<p3

pπ(n) + · · ·+
∑

pπ(x)≤n<x

pπ(n) + O(1)

= p1(p2 − p1) + p2(p3 − p2) + · · ·+ pπ(x)(x− pπ(x)) + O(1)

= −1
2
(p2 − p1)2 +

1
2
p2

2 − 1
2
p1

2 − 1
2
(p3 − p2)2 +

1
2
p3

2 − 1
2
p2

2

− · · · − 1
2
(x− pπ(x))2 +

1
2
x2 − 1

2
p2

π(x) + O(1)

=
1
2
x2 − 1

2

∑

pn≤x

(pn+1 − pn)2 + O(1).

结合引理 4.7.1 及上式我们立刻推出

∑

n≤x

S(L(n)) =
1
2
x2 + O

(
x

23
18+ε

)
.

于是完成了定理的证明.
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第五章 无穷级数及其性质

无穷级数的收敛问题也是数论中的一个重要内容, 本章主要是研究一些特殊级
数如: 包含六边形数的级数, 包含伪 Smarandache 函数的级数等的求和问题, 并得
到了一些渐近公式. 此外, 还研究了关于原数函数的倒数均值, 恒等式及一类包含
原数函数的方程的正整数解问题.

5.1 六边形数的性质

在本节里, 我们要研究关于六边形数的一个性质, 即 Dirichlet 级数 f(s) =
∞∑

n=1

1
as(n)

的敛散性问题, 并给出了一个相关的等式.

定定定义义义 5.1.1 对于任意正整数 m, 当 n = m(2m − 1) 时, 称这样的正整数 n

为六边形数 ( 参阅文献 [4]). 例如 1, 6, 15, 28, · · · 就是六边形数. 这些数也是算术
级数

1, 5, 9, 13, · · · , 4n + 1, · · ·
的部分和. 同时我们定义 a(n) = max{m(2m − 1) : m(2m − 1) ≤ n}, 并称 a(n)
为 n 的六边形部分.

下面我们来证明

定定定理理理 5.1.1 对于任意实数 s > 1, 无穷级数 f(s) 是收敛的, 且

f(2) =
∞∑

n=1

1
a2(n)

=
5
3
π2 − 16 ln 2.

证证证明明明: 首先, 由 a(n) 的定义可知方程 a(n) = m(2m− 1) 存在

(m + 1)(2m + 1)−m(2m− 1) = 4m + 1

个解. 因此我们可得

f(s) =
∞∑

n=1

1
as(n)

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

a(n)=m(2m−1)

1
as(n)

=
∞∑

m=1

4m + 1
ms(2m− 1)s

.

这样我们就可以推断出当 2s− 1 > 1, 也就是 s > 1 时, f(s) 是收敛的.
现在我们来计算 f(2) 的精确值. 利用上式有

f(2) =
∞∑

m=1

4m + 1
m2(2m− 1)2
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=
∞∑

m=1

1
m2

+
∞∑

m=1

12
(2m− 1)2

−
∞∑

m=1

8
m(2m− 1)

=
∞∑

m=1

1
m2

+ 12

( ∞∑
m=1

1
m2

−
∞∑

m=1

1
4m2

)
−

∞∑
m=1

8
m(2m− 1)

= ζ(2) + 12
(

ζ(2)− 1
4
ζ(2)

)
−

∞∑
m=1

8
m(2m− 1)

= 10ζ(2)−
∞∑

m=1

8
m(2m− 1)

= 10ζ(2)− 16

( ∞∑
m=1

1
2m− 1

−
∞∑

m=1

1
2m

)

= 10ζ(2)− 16
(

1− 1
2

+
1
3
− 1

4
+

1
5
− 1

6
+ · · ·

)
,

其中 ζ(s) 是 Riemann zeta- 函数.
由 ln(1 + x) 的泰勒展开式我们知道

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n−1xn

n
+ · · · .

在这个等式中取 x = 1 立即可得

ln 2 = 1− 1
2

+
1
3
− 1

4
+

1
5
− 1

6
+ · · · .

由上式及 ζ(2) =
π2

6
我们可以得到

f(2) = 10ζ(2)− 16 ln 2 =
5
3
π2 − 16 ln 2.

这就完成了定理的证明.

5.2 关于六边形数的一个级数

我们知道六边形数是自然数与几何图形的一种内在联系, 而自然数 n(2n − 1)
给出的是六边形数的具体表示形式, 上一节已经讨论了有关六边形数的一个等式问
题, 本节不直接来研究六边形数的性质, 但是所涉及的内容与六边形数密切相关.

定理 5.2.1 对任意给定的实数 x > 1, 我们有渐近公式

∑

n≤x

1
a(n)

= ln x + 2γ + 5 ln 2 + O

(
1√
x

)
,
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其中 γ 是Euler常数.
证明： 对于任意实数 x > 1, 设 m 是最大的正整数使得

m(2m− 1) ≤ x < (m + 1)(2m + 1),

这时由引理 5.2.3 的证明过程不难推出不等式

−3 +
√

8x + 1
4

< m ≤ 1 +
√

8x + 1
4

.

也就是 ∣∣∣∣m− 1
2

√
2x

∣∣∣∣ < 1.

应用引理 5.2.1 以及上面的估计式, 并注意到
∞∑

n=1

1
n(2n− 1)

= 2 ln 2, 于是有

∑

n≤x

1
a(n)

=
m∑

k=1

4k + 1
k(2k − 1)

+
∑

m(2m−1)<n≤x

1
b(n)

= 2
m∑

k=1

1
k

+ 3
m∑

k=1

1
k(2k − 1)

+ O

(
x−m(2m− 1)

m(2m− 1)

)

= 2 lnm + 2γ + O

(
1
m

)
+ 6 ln 2 + O

(
1
m

)

= ln x + 2γ + 5 ln 2 + O

(
1√
x

)
.

于是完成了定理的证明.

5.3 关于正整数的六边形数的补数部分

在上一节, 我们定义了数论函数 a(n), 现在我们通过函数 a(n) 定义另外一个
数论函数.
定义 5.3.1 对于任意正整数 n, 数论函数 b(n) 定义如下

b(n) = n− a(n)

即 a(n) 表示六边形数的补数部分.
本节主要讨论函数 b(n)的均值性质,以及 b(n)与除数函数 σ(n), b(n)与 Euler

函数的混合均值性质.
首先我们需要下面几个引理.
引理 5.3.1 对于任意正整数 n > 1, 设 a(n) = m(2m− 1), 则我们有渐近公

式

m =
√

2n

2
+ O(1).
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证明: 对于任意正整数 n > 1, 设 a(n) = m(2m− 1). 则由 a(n) 的定义可得

m(2m− 1) ≤ n < (m + 1)(2m + 1).

由不等式 m(2m− 1) ≤ n 不难推出

1−√8n + 1
4

≤ m ≤ 1 +
√

8n + 1
4

,

再由不等式 n < (m + 1)(2m + 1) 便可推出

m <
−3−√8n + 1

4
或者 m >

−3 +
√

8n + 1
4

.

注意到 m 的定义并结合以上几个不等式不难得到

−3 +
√

8n + 1
4

< m ≤ 1 +
√

8n + 1
4

.

即

m =
√

2n

2
+ O(1).

于是就证明了引理 5.3.1.
引理 5.3.2 令 f(x) 表示一个维数为 n 的整系数多项式，对于所有满

足 f(m) > 0 的正整数 m 有

∑

m≤x

σ(f(m)) =
βan

n + 1
xn+1 + O(xn logn x),

其中 β =
∞∑

d=1

N(d)
d2

, an 是 f(x) 中 xn 的系数. (N(m) 表示同余式的解数, 不包括

重数.)
证明: 参阅文献 [14].
引理 5.3.3 令 x > 1, 则有

∑

n≤x

ϕ(n) =
3
π2

x2 + O(x log x).

证明: 参阅文献 [4], [12].
定理 5.3.1 对任意给定的实数 x > 1，我们有

∑
n<x

b(n) =
2
√

2
3

x
3
2 + O(x).
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证证证明明明: 对任意实数 x ≥ 1, 令 M 是最大的正整数，使得 M(2M − 1) < x <

(M + 1)(2M + 1). 注意到如果 n 取遍区间 [m(2m− 1), (m + 1)(2m + 1)) 上的整
数, 则 b(n) 取遍区间 [0, 4m] 上的整数. 结合引理 5.3.1 我们有

∑

n≤x

b(n) =
∑

n≤M(2M−1)

b(n) +
∑

M(2M−1)<n≤x

b(n)

=
∑

m≤M

∑

i≤4m

i +
∑

i≤x−M(2M−1)

i

=
∑

m≤M

2m(4m + 1) + O

(
(x−M(2M − 1))2

2

)

=
4
3
M(M + 1)(2M + 1) + O(x)

=
2
√

2
3

x
3
2 + O(x).

于是完成了定理的证明.
定理 5.3.2 对任意给定的实数 x > 1, 我们有渐近公式

∑

n≤x

σ(f(a(n))) =
2

3
2n+1βan

(n + 1)(n + 2)
x

n+2
2 + O(x

n+1
2 logn x),

其中 β =
∞∑

d=1

N(d)
d2

, an 是 f(x) 中 xn 的系数. (N(m) 表示同余式的解数, 不包括

重数.)
证证证明明明: 由 a(n) 的定义，注意到

x−M(2M − 1) < (M + 1)(2M + 1)−M(2M − 1) = 4M + 1,

结合引理 5.3.1 和引理 5.3.2 我们有
∑

n≤x

σ(f(a(n))) =
∑

n≤M(2M−1)

σ(f(a(n))) +
∑

M(2M−1)<n≤x

σ(f(a(n)))

=
∑

m≤M

∑

i≤4m

σ(f(i)) +
∑

i≤4M

σ(f(i))

=
∑

m≤M

(
βan

n + 1
(4m)n+1 + O((4m)n logn(4m))

)

+
βan

n + 1
(4M)n+1 + O ((4M)n logn(4M))

=
4n+1βan

n + 1

∑

m≤M

mn+1 + O(Mn+1 logn M)

=
4n+1βan

(n + 1)(n + 2)
Mn+2 + O(Mn+1 logn M)
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=
2

3
2n+1βan

(n + 1)(n + 2)
x

n+2
2 + O(x

n+1
2 logn x).

于是完成了定理的证明.
定理 5.3.3 对任意给定的实数 x > 1, 我们有渐近公式

∑

n≤x

ϕ(a(n)) =
4
√

2
π2

x
3
2 + O(x log x).

我们可以用定理 5.3.2 的证明方法来完成定理 5.3.3 的证明.

5.4 关于伪 Smarandache 函数的一个级数

在本节里我们要讨论一个关于伪 Smarandache 函数的一个级数的收敛问题,
并且可以利用初等方法来给出级数

∞∑
n=1

1
Ks(n)

(5-1)

的精确计算公式.
定义 5.4.1 对任意正整数 n, 伪Smarandache 函数 K(n) 定义为

K(n) = m, 其中 m =
n(n + 1)

2
+ k,

这里 k 是使得 n 整除 m 的最小正整数.

定理 5.4.1 对任意实数 s >
1
2
, 级数

∞∑
n=1

1
Ks(n)

收敛, 并且有

(a)
∞∑

n=1

1
K(n)

=
2
3

ln 2 +
5
6
;

(b)
∞∑

n=1

1
K2(n)

=
11
108

· π2 − 22 + 2 ln 2
27

.

证明： 首先, 我们来证明级数 (5-1) 是收敛的. 事实上, 对任意正整数 n,

由 K(n) 的定义可知：当 n 是奇数时, K(n) =
n(n + 3)

2
; 当 n 是偶数时, K(n) =

n(n + 2)
2

. 由此, 我们可以立即得到

n2

2
< K(n) <

(n + 3)2

2

或者
1

(n + 3)2s
¿ 1

Ks(n)
¿ 1

n2s
.

106



第五章 无穷级数及其性质

因此, 当 s >
1
2
时, 级数 (5-1) 是收敛的.

现在我们来证明 (a), 根据 K(n) 的性质有

∞∑
n=1

1
K(n)

=
∞∑

n=1

1
K(2n− 1)

+
∞∑

n=1

1
K(2n)

=
∞∑

n=1

1
(2n− 1)(n + 1)

+
∞∑

n=1

1
2n(n + 1)

=
2
3
·
∞∑

n=1

(
1

2n− 1
− 1

2n + 2

)
+

1
2
·
∞∑

n=1

(
1
n
− 1

n + 1

)

=
2
3
· lim

N→∞

(∑

n≤N

1
2n− 1

−
∑

n≤N

1
2n + 2

)
+

1
2

=
2
3
· lim

N→∞

( ∑

n≤2N

1
n
− 1

2N + 2
+

1
2
−

∑

n≤N

1
n

)
+

1
2
. (5-2)

注意到对任意 N > 1, 我们有渐近公式 (参阅文献 [4] 中的定理 3.2)

∑

n≤N

1
n

= ln N + γ + O

(
1
N

)
, (5-3)

其中 γ 是 Euler 函数.
结合 (5-2) 和 (5-3), 我们立即得到

∞∑
n=1

1
K(n)

=
2
3
· lim

N→∞

[
ln(2N) + γ +

1
2
− lnN − γ + O

(
1
N

)]
+

1
2

=
2
3

ln 2 +
5
6
.

这就证明了 (a).
对于 (b), 由 K(n) 的定义和性质, 我们同样有

∞∑
n=1

1
K2(n)

=
∞∑

n=1

1
K2(2n− 1)

+
∞∑

n=1

1
K2(2n)

=
∞∑

n=1

1
(2n− 1)2(n + 1)2

+
∞∑

n=1

1
(2n)2(n + 1)2

. (5-4)

注意到恒等式

1
(2n− 1)2(n + 1)2

=
2
27

(
1

2n + 2
− 1

2n− 1

)
+

1
9

1
(2n− 1)2

+
1
9

1
(2n + 2)2

; (5-5)
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1
n2(n + 1)2

= 2
(

1
n + 1

− 1
n

)
+

1
n2

+
1

(n + 1)2
; (5-6)

∞∑
n=1

1
(2n− 1)2

=
π2

8
和

∞∑
n=1

1
(n + 1)2

=
π2

6
− 1. (5-7)

结合 (5-3), (5-4), (5-5), (5-6) 和 (5-7), 则有

∞∑
n=1

1
K2(n)

=
2
27
·
∞∑

n=1

(
1

2n + 2
− 1

2n− 1

)
+

1
9
·
∞∑

n=1

(
1

(2n− 1)2
+

1
(2n + 2)2

)

+
1
2
·
∞∑

n=1

(
1

n + 1
− 1

n

)
+

1
4
·
∞∑

n=1

(
1
n2

+
1

(n + 1)2

)

=
2
27
· lim

N→∞

[∑

n≤N

1
2n + 2

−
∑

n≤N

1
2n− 1

]
+

π2

72
+

π2

216
− 1

36

+
1
2
· lim

N→∞

[∑

n≤N

1
n + 1

−
∑

n≤N

1
n

]
+

π2

24
+

π2

24
− 1

4

=
2
27
· lim

N→∞

[
−1

2
+ lnN − ln(2N) + O

(
1
N

)]
+

π2

54
− 1

36

−1
2

+
π2

12
− 1

4

=
11
108

· π2 − 22 + 2 ln 2
27

.

这就证明了 (b). 从而定理证毕.
事实上, 对任意正整数 s, 利用我们的方法都可以给出 (5-1) 的精确计算公式.

只是当 s 充分大时, 其计算公式是非常复杂的.

5.5 关于原数函数 Sp(n) 的倒数均值

在本节里我们将要研究原数函数 Sp(n) 的倒数均值问题. 首先我们给出
定定定义义义 5.5.1 对任意正整数 n, 定义幂 p 的原数函数 Sp(n) 为最小的正整

数 m 使得 pn|m. 即 Sp(n) = min{m : pn|m!}, 其中 p 为素数.
为了完成本节定理的证明, 我们需要下面的
引理 5.5.1 对于任意正整数 p > 1, 有恒等式

∞∑

β=1

β

pβ
=

p

(p− 1)2
, (5-8)
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∞∑

β=1

β2

pβ
=

p(p + 1)
(p− 1)3

. (5-9)

证明: 先证明 (5-8) 式. 不妨设 T =
∞∑

β=1

β

pβ
, 则有

T =
∞∑

β=1

β

pβ
=

1
p

+
2
p2

+
3
p3

+ · · · ,

或
T

p
=

1
p2

+
2
p3

+
3
p4

+ · · · .

上述两式相减就有

T

(
1− 1

p

)
=

1
p

+
1
p2

+
1
p3

+ · · · = 1
p− 1

.

所以

T =
p

(p− 1)2
.

这样就完成了 (5-8) 式的证明.

下面我们借助于 (5-8) 式来完成 (5-9) 式的证明. 令 S =
∞∑

β=1

β2

pβ
, 则有

S =
∞∑

β=1

β2

pβ
=

1
p

+
4
p2

+
9
p3

+
16
p4
· · · ,

或
S

p
=

1
p2

+
4
p3

+
9
p4

+
16
p5

+ · · · .

上述两式相减并应用 (5-8) 式可得

S

(
1− 1

p

)
=

∞∑
n=1

1
pn

+
∞∑

n=1

2n

pn+1
=

1
p− 1

+
2
p

p

(p− 1)2
=

p + 1
(p− 1)2

,

所以

S =
p(p + 1)
(p− 1)3

.

于是完成了引理的证明.
定理 5.5.1 设 p 为任意给定的素数, 那么对任意实数 x ≥ 1, 我们有渐近公

式

∑

n≤x

1
Sp(n)

=
1

p− 1

[
lnx + ln(p− 1) + γ − p

p− 1
ln p

]
+ O

(
ln2(xp)
x ln2 p

)
,
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这里 γ 为 Euler 常数.
证明： 事实上对任意实数 x > 1, 不失一般性可假定 x 为整数. 于是对给定

的素数 p, 根据文献 [8] 有

Sp(x) = (p− 1)x + O

(
p

ln p
lnx

)
. (5-10)

同时，对于任意实数 y > 1，由 Euler 求和公式容易得到渐近公式 (参阅文献 [4])

∑

n≤y

1
n

= ln y + γ + O

(
1
y

)
, (5-11)

其中 γ 为 Euler 常数.
对于任意正整数 n, 设 Sp(n) = m, 由 Sp(n) 的性质知当 pα‖m 时，恰好有 α

个不同的正整数 n 满足 Sp(n) = m. 于是我们有

∑

n≤x

1
Sp(n)

=
∞∑

m=1

∑

n≤x

Sp(n)=m

1
m

.

由 (5-10) 式知 m 几乎在 1 ≤ m ≤ (p − 1)x 范围内, 所产生的误差最多

是 O

(
p

ln p
lnx

)
. 在 Sp(n) = m 中, n 重复的个数最多有

ln(xp)
ln p

, 所以应用 (5-11)

式我们可得

∑

n≤x

1
Sp(n)

=
∞∑

m=1

∑

n≤x

Sp(n)=m

1
m

=
∑

m≤(p−1)x

∑

n≤x

Sp(n)=m

1
m

+ O

(
lnx

x ln p

ln(xp)
ln p

)

=
∞∑

α=1

∑

m≤(p−1)x

pα‖m

α

m
+ O

(
ln2(xp)
x ln2 p

)

=
∑

α≤ ln((p−1)x)
ln p

α

pα

∑

m≤ (p−1)x
pα

(m,p)=1

1
m

+ O

(
ln2(xp)
x ln2 p

)

=
∑

α≤ ln((p−1)x)
ln p

α

pα





∑

m≤ (p−1)x
pα

1
m
− 1

p

∑

m≤ (p−1)x

pα+1

1
m





+ O

(
ln2(xp)
x ln2 p

)

=
p− 1

p

∑

α≤ ln((p−1)x)
ln p

α

pα

{
ln

(p− 1)x
pα

+ γ +
ln p

p− 1
+

O

(
pα−1

x

)
+ O

(
ln2(xp)
x ln2 p

)
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=
p− 1

p

(
lnx + ln(p− 1) + γ +

ln p

p− 1

)( ∞∑
α=1

α

pα

)
−

p− 1
p

∞∑
α=1

α2 ln p

pα
+ O

(
ln2(xp)
x ln2 p

)

=
1

p− 1

(
lnx + ln(p− 1) + γ +

ln p

p− 1

)
−

p + 1
(p− 1)2

ln p + O

(
ln2(xp)
x ln2 p

)

=
1

p− 1

[
lnx + ln(p− 1) + γ − p

p− 1
ln p

]
+ O

(
ln2(xp)
x ln2 p

)
.

于是完成了定理的证明.

特别地, 当 p = 2, 3 时就有下面的
推论 5.5.1 对任意实数 x ≥ 1, 我们有渐近公式

∑

n≤x

1
S2(n)

= ln x + γ − 2 ln 2 + O

(
ln2 x

x

)

及 ∑

n≤x

1
S3(n)

=
1
2

[
lnx + ln 2 + γ − 3

2
ln 3

]
+ O

(
ln2 x

x

)
.

5.6 一个关于原数函数 Sp(n) 的恒等式

上节研究了原数函数 Sp(n) 的倒数均值问题, 在本节里要运用初等方法研究原
数函数 Sp(n) 关于无 k 次幂因子数集的算术性质, 并得到一个恒等式.
为了完成本节定理的证明, 首先需要一个简单的引理, 即
引理 5.6.1 如果 n ≥ 1, 我们有

∑

d|n
µ(d) =

[
1
n

]
=

{
1 n = 1;
0 n > 1.

这里 µ(d) 为Möbius函数.
证明: 参阅文献 [4] 中定理 2.1.
引理 5.6.2 设 p 为任意给定的素数, 那么对任意正整数 k ≥ 1 及复数 s,

且 <s > 1, 有恒等式
∞∑

n=1

1
Ss

p(kn)
=

1
pks − 1

ζ(s),
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这里 µ(d) 为Möbius函数.
证明: 令 m = Sp(kn). 若 pa ‖ m, 那么在序列 Sp(kn) 中恰好有 [

a

k
] 个 n,

它们满足 m = Sp(kn), 亦即 m 在级数中重复 [
a

k
] 次. 注意到序列 Sp(kn)(n =

1, 2, · · · ) 是素数 p 的倍数, 所以有

∞∑
n=1

1
Ss

p(kn)
=

∞∑
m=1
pa‖m

[a
k ]

ms
=

∞∑

β=1

k−1∑
γ=0

∞∑
m=1

pβk+γ‖m

β

ms

=
∞∑

β=1

k−1∑
γ=0

∞∑
n=1

(n,p)=1

β

nsp(βk+γ)s
=

∞∑

β=1

β

pβks

k−1∑
γ=0

1
pγs

∞∑
n=1

(n,p)=1

1
ns

.

因为

∞∑
n=1

(n,p)=1

1
ns

=
∞∑

n=1

1
ns
−

∞∑
n=1
p|n

1
ns

= ζ(s)−
∞∑

m=1

1
psms

=
(

1− 1
ps

)
ζ(s),

k−1∑
γ=0

1
pγs

=
1− 1

psk

1− 1
ps

,

和

∞∑

β=1

β

pβs
=

ps

(ps − 1)2
.

我们立即得到

∞∑
n=1

1
Ss

p(kn)
=

1
pks − 1

ζ(s),

于是完成了引理的证明.
定理 5.6.1 设 p 为任意给定的素数，那么对任意正整数 k > 1 和 Re(s) > 1

的复数 s, 我们有恒等式

∞∑
n=1

n∈A (k)

1
Ss

p(n)
= ζ(s)

∞∑

d=1

µ(d)
pdks − 1

.

这里 A (k)为无 k 次幂因子数，µ(d)为Möbius函数，ζ(s)为Riemann zeta-函数.
证明: 由序列 Sp(n) (n = 1, 2, · · · ) 是素数 p 的倍数，并且注意到引理 5.6.1

及 5.6.2 的结论，我们有
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∞∑
n=1

n∈A (k)

1
Ss

p(n)
=

∞∑
n=1

∑

dk|n
µ(d)

Ss
p(n)

=
∞∑

m=1

∞∑

d=1

µ(d)
Ss

p(dkm)

=
∞∑

d=1

µ(d)
∞∑

m=1

1
Ss

p(dkm)

=
∞∑

d=1

µ(d)
ζ(s)

pdks − 1

= ζ(s)
∞∑

d=1

µ(d)
pdks − 1

.

于是完成了定理的证明.
特别地, 在上式中取 k = 2, 即对无平方因子数 A (2), 我们有下列的
推论 5.6.1 设 p 为任意给定的素数，那么对 Re(s) > 1 的复数 s, 我们有恒

等式
∞∑

n=1
n∈A (2)

1
Ss

p(n)
= ζ(s)

∞∑

d=1

µ(d)
pd2s − 1

.

5.7 一个包含 Smarandache 原数函数的方程

前两节主要研究了 Smarandache 原数函数的性质, 本节将要利用初等方法研
究一个包含 Smarandache 原数函数的方程

Sp(1) + Sp(2) + · · ·+ Sp(n) = Sp

(
n(n + 1)

2

)

的可解性, 并给出了该方程的所有正整数解.
首先, 我们引入下面的
引理 5.7.1 对任意正整数 m1,m2, · · · ,mn 且 (m1,m2, · · · ,mn) = 1, 我们

有

m1!m2! · · ·mn! | (m1 + m2 + · · ·+ mn − 1)!.

证明: 因为 (m1,m2, · · · ,mn) = 1, 所以存在整数 a1, a2, · · · , an, 使得

a1m1 + a2m2 + · · ·+ anmn = 1.
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所以上式两边乘以 (m1 + m2 + · · ·+ mn − 1)! 可得

a1m1(m1 + m2 + · · ·+ mn − 1)! + a2m2(m1 + m2 + · · ·+ mn − 1)! +

· · ·+ anmn(m1 + m2 + · · ·+ mn − 1)!

= (m1 + m2 + · · ·+ mn − 1)!. (5-12)

注意到

(m1 − 1)!m2! · · ·mn!|(m1 + m2 + · · ·+ mn − 1)!

所以　

m1!m2! · · ·mn! | (m1 + m2 + · · ·+ mn − 1)!m1.

同理可得

m1!m2! · · ·mn! | (m1 + m2 + · · ·+ mn − 1)!m2.

· · · · · · · · · · · ·
m1!m2! · · ·mn! | (m1 + m2 + · · ·+ mn − 1)!mn.

结合 (5-12) 我们有

m1!m2! · · ·mn! | (m1 + m2 + · · ·+ mn − 1)!.

这样便证明了引理.

引引引理理理 5.7.2 设 n 是正整数, p 是素数, 满足 pα ‖ n!. 那么

α =
∞∑

i=1

[
n

pi

]
.

证明: 参阅文献 [7] 中第一章定理 2.

定定定理理理 5.7.1 令 p 为给定的素数, n 为任意正整数. 则方程

Sp(1) + Sp(2) + · · ·+ Sp(n) = Sp

(
n(n + 1)

2

)
(5-13)

有有限个解. 它们是 n = 1, 2, · · · ,

[√
8p + 1− 1

2

]
, 此处 [x] 表示不超过 x 的最大

整数.
证证证明明明: 首先, 由 Sp(k) 的定义可知, 当且仅当 k ≤ p 时 Sp(k) = pk. 如

果 k > p, 则 Sp(k) < pk. 因此假如
n(n + 1)

2
≤ p, 即 1 ≤ n ≤

[√
8p + 1− 1

2

]
, 此

处 [x] 表示不超过 x 的最大整数. 那么

Sp

(
n(n + 1)

2

)
=

n(n + 1)
2

p. (5-14)
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注意到

[√
8p + 1− 1

2

]
≤ p, 因此当 1 ≤ n ≤

[√
8p + 1− 1

2

]
时,

Sp(1) + Sp(2) + · · ·+ Sp(n) = p + 2p + · · ·+ np =
n(n + 1)

2
p. (5-15)

结合 (5-13) 及 (5-14), 我们容易得到 n = 1, 2, · · · ,

[√
8p + 1− 1

2

]
是方程 (5-13)

的解.

如果

[√
8p + 1− 1

2

]
< n ≤ p, 则

n(n + 1)
2

> p, 那么

Sp

(
n(n + 1)

2

)
<

n(n + 1)
2

p,

然而

Sp(1) + Sp(2) + · · ·+ Sp(n) =
n(n + 1)

2
p.

此时方程 (5-13) 无解.
如果 n = p + 1, 则

Sp(1) + Sp(2) + · · ·+ Sp(n) = p + 2p + · · ·+ p · p + (p− 1) · p =
p(p + 3)

2
p.

则当 p = 2 时,

Sp(1) + Sp(2) + · · ·+ Sp(n) = S2(1) + S2(2) + S2(3) =
2(2 + 3)

2
2 = 10,

而

Sp

(
n(n + 1)

2

)
= S2(6) = 8 < 10.

所以此种情况下方程 (5-13) 无解.
当 p = 3 时,

Sp(1) + Sp(2) + · · ·+ Sp(n) = S3(1) + S3(2) + S3(3) + S3(4)

=
3(3 + 3)

2
3 = 27,

而 Sp

(
n(n + 1)

2

)
= S3(10) = 24 < 27. 所以此种情况下方程 (5-13) 也无解.

当 p > 3 时, 考虑到

∞∑
i=1

[
(p2+3p−2)

2 p

pi

]
=

p2 + 3p− 2
2

+
[
p2 + 3p− 2

2p

]

=
p2 + 3p− 2

2
+

p + 1
2
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=
p2 + 4p− 1

2

≥ (p + 1)(p + 2)
2

,

所以

Sp

(
(p + 1)(p + 2)

2

)
≤ (p2 + 3p− 2)

2
p <

p(p + 3)
2

p.

即

Sp(1) + Sp(2) + · · ·+ Sp(n) > Sp

(
n(n + 1)

2

)
.

从而 n = p + 1 不是方程 (5-13) 的解.
如果 n ≥ p + 2, 那么总存在 mi ≤ i, (i = 1, 2, · · · , n) 使得

Sp(1) = m1p, Sp(2) = m2p, · · · , Sp(n) = mnp.

所以

Sp(1) + Sp(2) + · · ·+ Sp(n) = m1p + m2p + · · ·+ mnp

= (m1 + m2 + · · ·+ mn)p. (5-16)

事实上, 我们有 m1 = 1,m2 = 2, · · · ,mp = p. 并且由 Sp(n) 的定义, 我们有

j ≤
∞∑

i=1

[
mjp

pi

]
, (1 ≤ j ≤ n). (5-17)

另一方面,注意到 mp+1 = p, mp+2 = p+1,所以 mp, mp+1, · · · ,mn 互素,当 p > 2
时, 利用 Gauss 取整函数 [x] 的性质并结合引理 5.7.1, 5.7.2 及 (5-17) 我们有

∞∑
i=1

[
(m1 + m2 + · · ·+ mn)p− 1

pi

]

= m1 + m2 + · · ·+ mn − 1 +
∞∑

i=2

[
(m1 + m2 + · · ·+ mn)p− 1

pi

]

= m1 + m2 + · · ·+ mn − 1 +
∞∑

i=2

[
(m1 + m2 + · · ·+ mn − 1)p + p− 1

pi

]

= m1 + m2 + · · ·+ mn − 1

+
∞∑

i=2

[
p(p−1)

2 p + p− 1 + (mp + mp+1 + · · ·+ mn − 1)p
pi

]

≥ m1 + m2 + · · ·+ mn − 1 +
∞∑

i=2

[
p2(p−1)

2 + p− 1
pi

]

116



第五章 无穷级数及其性质

+
∞∑

i=1

[
mp + mp+1 + · · ·+ mn − 1

pi

]

≥ m1 + m2 + · · ·+ mn +
∞∑

i=1

[
mp + mp+1 + · · ·+ mn − 1

pi

]

≥
(

mp +
∞∑

i=1

[
mp

pi

])
+

(
mp+1 +

∞∑
i=1

[
mp+1

pi

])
+ · · ·+

(
mn +

∞∑
i=1

[
mn

pi

])

+m1 + m2 + · · ·+ mp−1

=
∞∑

i=1

[
m1p

pi

]
+

∞∑
i=1

[
m2p

pi

]
+ · · ·+

∞∑
i=1

[
mnp

pi

]

≥ 1 + 2 + · · ·+ n

=
n(n + 1)

2
.

也就是说

p
n(n+1)

2 | ((m1 + m2 + · · ·+ mn)p− 1)!,

因此

Sp

(
n(n + 1)

2

)
≤ (m1 + m2 + · · ·+ mn)p− 1

< (m1 + m2 + · · ·+ mn)p. (5-18)

结合 (5-16), (5-18) 可得到

Sp(1) + Sp(2) + · · ·+ Sp(n) > Sp

(
n(n + 1)

2

)
.

当 p = 2 时, 同理于上面的分析我们容易得到

Sp(1) + Sp(2) + · · ·+ Sp(n) > Sp

(
n(n + 1)

2

)
.

所以, 当 n ≥ p + 2 时方程 (5-13) 无解.
综合以上各种情况, 我们完成了定理的证明.
特别对 p = 3, 5, 7, 有下面的
推论 5.7.1 方程

S3(1) + S3(2) + · · ·+ S3(n) = S3

(
n(n + 1)

2

)

的所有正整数解为 n = 1, 2.

推论 5.7.2 方程

S5(1) + S5(2) + · · ·+ S5(n) = S5

(
n(n + 1)

2

)
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的所有正整数解为 n = 1, 2.
推论 5.7.3 方程

S7(1) + S7(2) + · · ·+ S7(n) = S7

(
n(n + 1)

2

)

的所有正整数解为 n = 1, 2, 3.

5.8 关于 Smarandache ceil 函数的一个方程

在本节中, 我们要利用初等方法研究一个关于 Smarandache ceil 函数的方程,
并得到该方程的所有正整数解. Smarandache ceil 函数也是由 F.Smarandache 教
授提出来的, 首先我们给出该函数的定义.

定义 5.8.1 对固定的正整数 k 以及任意正整数 n, Smarandache ceil 函数定
义为

Sk(n) = min{m ∈ N : n | mk}.

定理 5.8.1 对于任意正整数 n 及给定的整数 k ≥ 2，方程

Sk(1) + Sk(2) + · · ·+ Sk(n) = Sk(1 + 2 + · · ·+ n), (5-19)

有且仅有 n = 1, 2, 3 三个正整数解.
证明: 注意到

Sk(1) = 1, Sk(2) = 2, Sk(3) = 3 及 Sk(6) = 6.

因此容易验证 n = 1, 2, 3 是方程 (5-19) 的解.

当 n ≥ 4 时, 若
n(n + 1)

2
无大于 1 的平方因子, 则

Sk(1 + 2 + · · ·+ n) = Sk(
n(n + 1)

2
) =

n(n + 1)
2

,

而 Sk(n) ≤ n 且 Sk(4) = 2, 故有

Sk(1) + Sk(2) + · · ·+ Sk(n) < Sk(1 + 2 + · · ·+ n),

即此时方程无解.

若
n(n + 1)

2
有大于 1 的平方因子, 则

Sk(1 + 2 + · · ·+ n) ≤ n(n + 1)
4

.
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设 A 为无大于 1 的平方因子的数的集合, 则

Sk(1) + Sk(2) + · · ·+ Sk(n) ≥
∑

a≤n

a∈A

Sk(a) =
∑

a≤n

a∈A

a =
∑

a≤n

a|µ(a)| =
∑

a≤n

a
∑

d2|a
µ(d)

=
∑

d2u≤n

d2uµ(d) =
∑

d2≤n

d2µ(d)
∑

u≤ n
d2

u

=
∑

d≤√n

d2µ(d) ·
[

n
d2

] ([
n
d2

]
+ 1

)

2
,

利用 [x] = x− {x}, 可以得到

Sk(1) + Sk(2) + · · ·+ Sk(n)

≥
∑

d≤√n

d2µ(d)
(

n2

2d4
− n

d2

{ n

d2

}
+

n

2d2
+

1
2

{ n

d2

}2

− 1
2

{ n

d2

})

=
n2

2

∑

d≤√n

µ(d)
d2

− n
∑

d≤√n

µ(d)
{ n

d2

}
+

n

2

∑

d≤√n

µ(d) +

1
2

∑

d≤√n

d2µ(d)
{ n

d2

}
− 1

2

∑

d≤√n

d2µ(d)
{ n

d2

}

≥ n2

2

∞∑

d=1

µ(d)
d2

− n2

2

∑

d>
√

n

µ(d)
d2

− n
√

n− n
√

n

2
− n

√
n

2
− n

√
n

2
,

这里我们用到了恒等式

∞∑
n=1

µ(n)
n2

=
1

ζ(2)
=

6
π2

, 因而有

Sk(1) + Sk(2) + · · ·+ Sk(n) ≥ n2

2
· 6
π2
− 5

2
n

3
2 =

3n2

π2
− 5

2
n

3
2 .

如果
3n2

π2
− 5

2
n

3
2 >

n2 + n
3
2

4
就有

3n2

π2
− 5

2
n

3
2 >

n(n + 1)
4

, 即

√
n >

11π2

12− π2
,

可解得 n > 2600 满足不等式, 此时

Sk(1) + Sk(2) + · · ·+ Sk(n) > Sk(1 + 2 + · · ·+ n),

方程无解.

事实上, 若
n(n + 1)

2
有大于或等于 3 的平方因子, 只要验证 n 从 4 到 400 即

可, 故当 4 ≤ n ≤ 2600 时, 只要验证
n(n + 1)

2
含 2 的平方因子即可, 这样容易验

证 n 从 4 到 2600 时, 方程 (5-19) 无解.

119



Smarandache 问题新进展

因此, 方程 (5-19) 仅有三个正整数解 n = 1, 2, 3.

这就完成了定理的证明.

5.9 关于第二类 Smarandache 伪 5 倍数数列

在本节中, 我们将要研究第二类 Smarandache 伪 5 倍数序列的性质问题. 首
先给出

定定定义义义 5.9.1 如果一个数本身不是 5 的倍数, 但经过若干次置换后成为 5 的
倍数, 这样的数称为第二类 Smarandache 伪 5 倍数数.
例如: 51, 52, 53, 54, 56, 57, 58, 59, 101, 102, 103, 104, 106 · · · 等数都是第二类

伪 5 倍数数. 同样我们可以定义第二类 Smarandache 伪偶数和第二类 Smaran-
dache 伪奇数.

关于第二类 Smarandache 伪 5 倍数序列的性质, 若令 A 表示第二类 Smaran-
dache 伪 5 倍数数的集合, 令 B 表示所有第二类 Smarandache 伪偶数的集合, C 表
示所有第二类 Smarandache 伪奇数的集合, 文献 [16] 中给出了

∑

n∈A
n≤x

f(n) =
∑

n≤x

f(n) + O
(
Mx

ln 8
ln 10

)
,

这里 f(n) 是任意的算术函数, 并且 M = max{|f(n)|}. 取 f(n) = d(n) 或 Ω(n),
其中 d(n) 是除数函数, Ω(n) 表示所有 n 的素因子个数, 另外还有结论

∑

n∈A
n≤x

d(n) = x lnx + (2γ − 1)x + O
(
x

ln 8
ln 10+ε

)
,

其中 γ 表示 Euler 常数, ε 是任意给定的正数, 及
∑

n∈A
n≤x

Ω(n) = x ln lnx + Bx + O
( x

lnx

)
,

其中 B 是可计算的常数.
下面我们将利用初等方法研究第二类 Smarandache 伪 5 倍数数的倒数所形成

的级数，并得到一个较强的渐近公式.
首先需要下面几个引理

引引引理理理 5.9.1 对任意实数 x ≥ 1, 有渐近公式

∑

n≤x

1
n

= ln x + γ + O

(
1
x

)
,

其中 γ 是Euler 常数.
证证证明明明: 参阅文献 [4] 中的定理 3.2 .
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引引引理理理 5.9.2 对任意实数 x ≥ 1, 令 D 表示所有十进制数字中各位数字
为 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9 的自然数的集合. 那么有渐近公式

∑

n∈D
n≤x

1
n

= A + O
(
x

ln 8
ln 10−1

)
,

其中 A 是一个可计算的常数.
证证证明明明: 从集合 D 的定义中不难发现, D 中元素的各位数字为 1, 2, 3, 4, 6, 7,

8, 9, 不包含 0 和 5. 所以, 在 D 中所有的一位数字有 8 个，所有的 2 位数字有 82

个，所有的 m 位数字有 8m 个. 因此, 我们有
∑

n∈D

1
n

=
1
1

+
1
2

+
1
3

+
1
4

+
1
6

+ · · ·

< 8 +
82

10
+

83

102
+ · · ·

= 8(1 +
8
10

+
82

102
+ · · · ) = 40.

这说明了无穷级数
∑

n∈D

1
n
是收敛的. 令 A 表示该级数的值. 又对任意实数 x ≥ 1,

设正整数 k 满足 10k ≤ x < 10k+1. 所以我们有

∑

n∈D
n≤x

1
n

=
∑

n∈D

1
n
−

∑

n∈D
n>x

1
n

= A + O

(∑

n≥k

8n+1

10n

)

= A + O

(
8k+1

10k

(
1 +

8
10

+
82

102
+ · · ·

))

= A + O

(
8× 40

8lg x

x

)

= A + O
(
x

ln 8
ln 10−1

)
.

这就证明了引理 5.9.2.
定定定理理理 5.9.1 对任意实数 x ≥ 1, 有渐近公式

∑

n∈A
n≤x

1
n

=
4
5

lnx +
4γ + ln 5

5
−A + O

(
x

ln 8
ln 10−1

)
,

其中 A 是一个常数.

证证证明明明: 从第二类 Smarandache 伪 5 倍数数的定义和引理 5.9.1 及引理 5.9.2
有

∑

n∈A
n≤x

1
n

=
∑

n≤x

1
n
−

∑

n≤x
5

1
5n

−
∑

n∈D

1
n
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= ln x + γ + O

(
1
x

)
− 1

5

[
ln

x

5
+ γ + O

(
1
x

)]
−A + O

(
x

ln 8
ln 10−1

)

=
4
5

lnx +
4γ + ln 5

5
−A + O

(
1
x

)
+ O

(
x

ln 8
ln 10−1

)

=
4
5

lnx +
4γ + ln 5

5
−A + O

(
x

ln 8
ln 10−1

)
.

这就证明了定理 5.9.1. 利用同样的方法便可以证明下面的定理 5.9.2 和定理 5.9.3.
定定定理理理 5.9.2 对任意实数 x ≥ 1, 有渐近公式

∑

n∈B
n≤x

1
n

=
1
2

lnx +
γ + ln 2

2
−B + O

(
x− lg 2

)
,

其中 B 是一个常数.

定定定理理理 5.9.3 对任意实数 x ≥ 1, 有渐近公式

∑

n∈C
n≤x

1
n

=
1
2

lnx +
γ + ln 2

2
− C + O

(
x− lg 2

)
,

其中 C 是一个常数.

5.10 关于多组组合数的一个渐近公式

如果 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k 表示 n 的标准分解式, 素因数个数函数 Ω(n) 定义
为 Ω(n) = α1 + α2 + · · ·+ αk. 显然 Ω(n) 为一个完全可加函数. 另外, 对于给定的
自然数 n 和 k, 若把 kn 个不同的元素分成 k 组, 每组都有 n 个不同的元素, 这样

分组的种数为 C
(k)
kn =

(kn)!
(n!)k

.

本节要利用初等方法研究这种多组组合数 C
(k)
kn (参阅文献 [15 ]) 在 Ω(n) 函数

上的值的分布性质, 并且得到一个较强的渐近公式.
首先需要引入几个引理.
引引引理理理 5.10.1 m 为任意给定的正整数, 有渐近公式

∑

p≤m

1
ln p

=
m

ln2 m
+ O

(
m

ln3 m

)
, (5-20)

其中 p 表示素数.
证明: 利用 Abel 恒等式 (参阅文献 [4]), 有

∑

p≤m

1
ln p

= π(m)
1

lnm
+

∫ m

2

π(t)
1

t ln2 t
dt,
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其中 π(m) 表示不大于 m 的素数的个数. 注意到

π(m) =
m

lnm
+ O

(
m

ln2 m

)
,

有 ∑

p≤m

1
ln p

=
m

ln2 m
+ O

(
m

ln3 m

)
.

这样便证明了引理.
引引引理理理 5.10.2 m 为任意给定的正整数, 有渐近公式

∑

p≤m

1
p

= ln lnm + A + O

(
1

lnm

)
, (5-21)

其中 A 为可计算的常数.
证明: 参阅文献 [17] 中的定理 5.9.2.
引引引理理理 5.10.3 m 为任意给定的正整数, 我们有渐近公式

Ω(m!) = m ln lnm + (A + B)m + O
( m

lnm

)
, (5-22)

其中 A,B 为可计算的常数.

证明: 设 m! =
k∏

i=1

pαi

i , 则

αi =
∞∑

j=1

[
m

pj
i

]
,

其中 [m] 表示不大于 m 的最大整数. 那么我们有

Ω(m!) =
k∑

i=1

∞∑
j=1

[
m

pj
i

]
=

∑

p≤m

[ ln m
ln p ]∑
j=1

[
m

pj

]

=
∑

p≤m

[ ln m
ln p ]∑
j=1

m

pj
+ O

(∑

p≤m

lnm

ln p

)

= m
∑

p≤m

1
p− 1

−m
∑

p≤m

1

p[ ln m
ln p ](p− 1)

+ O

(∑

p≤m

lnm

ln p

)

= m
∑

p≤m

1
p− 1

+ O

(∑

p≤m

lnm

ln p

)

= m

(∑

p≤m

1
p

+
∑

p≤m

1
p(p− 1)

)
+ O

(∑

p≤m

lnm

ln p

)
.
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注意到

∑

p≤m

1
p(p− 1)

=
∑

p

1
p(p− 1)

−
∑
p>m

1
p(p− 1)

= B + O

(
1
m

)
, (5-23)

其中 B =
∑

p

1
p(p− 1)

为一常数. 结合 (5-23) 式及引理 5.10.1 和引理 5.10.2, 我

们有

Ω(m!) = m

(
ln lnm + A + O

(
1
m

)
+ B + O

(
1
m

))
+ O

( m

lnm

)

= m ln lnm + (A + B)m + O
( m

lnm

)
.

这样便完成了引理 5.10.3 的证明.
定理 5.10.1 n, k 为任意给定的正整数, 如果当 n → ∞ 时 k → ∞,

且 n > kln k, 则我们有渐近公式

Ω
(
C

(k)
kn

)
=

kn ln k

lnn
+ O

(
kn

lnn

)
. (5-24)

证证证明明明: 利用 Ω 函数的完全可加性以及引理 5.10.3, 我们得到

Ω
(
C

(k)
kn

)
= Ω((kn)!)− kΩ(n!)

= kn ln ln kn− kn ln lnn + O

(
kn

lnn

)

= kn ln
(

1 +
ln k

lnn

)
+ O

(
kn

lnn

)

= kn

(
ln k

lnn
+ O

(
ln2 k

ln2 n

))
+ O

(
kn

lnn

)
.

注意到 n →∞ 时 k →∞, 且 n > kln k , 即 lnn > (ln k)2, 则我们有

Ω
(
C

(k)
kn

)
=

kn ln k

lnn
+ O

(
kn

lnn

)
.

这样我们便完成了定理的证明.
注：定理中的条件当 n → ∞ 时 k → ∞ 是必不可少的, 因为当 k 取定时, 我

们只能得到上界估计, 而不能得到渐近公式.
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第六章 有待解决的问题

1. 对于任意正整数 n, 著名的 F.Smarandache 函数 S(n) 定义为最小的正整
数 m 使得 n|m!. 即就是 S(n) = min{m : m ∈ N, n|m!}. 关于函数 S(n), 下列两
个问题有待解决：

问题一：当 n > 1 且 n 6= 8 时，和式
∑

d|n

1
S(d)

不可能为正整数；

问题二：研究方程
∑

d|n
S(d) = φ(n) 的可解性，并寻求该方程的所有正整数

解, 其中 φ(n) 为 Euler 函数.
2. 对于任意正整数 n, F.Smarandache LCM 函数定义为最小的正整数 k 使

得 n|[1, 2, · · · , k], 其中 [1, 2, · · · , k] 为 1, 2, · · · , k 的最小公倍数。关于函

数 SL(n), 下列三个问题有待解决：

问题三：当 n > 1 且 n 6= 36 时，和式
∑

d|n

1
SL(d)

不可能为正整数；

问题四：研究方程
∑

d|n
SL(d) = φ(n) 的可解性，并寻求该方程的所有正整数

解；

问题五：研究 lnSL(n) 的均值性质, 并给出
∑

n≤x

lnSL(n) 的渐近公式。

3. 对于任意正整数 n, 设 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k 为 n 的标准分解式, 我们定义函
数 S̄(n) = max{α1p1, α2p2, · · · , αkpk}. 关于函数 S̄(n), 下列两个问题有待解决：

问题六：当 n > 1 且 n 6= 24 时，和式
∑

d|n

1
S̄(d)

不可能为正整数；

问题七：研究方程
∑

d|n
S̄(d) = φ(n) 的可解性，并寻求该方程的所有正整数

解。

4. 对于任意正整数 n, F.Smarandache 对偶函数 S∗(n) 定义为最大的正整
数 m 使得 m!|n. 即就是 S∗(n) = max{m : m ∈ N, m!|n}. 关于函数 S∗(n) 下列
两个问题有待解决：

问题八：研究方程
∑

d|n
S∗(d) = φ(n) 的可解性，并寻求该方程的所有正整数

解；

问题九：研究
∏

d|n
S∗(d) 的计算问题, 并给出一个确切的计算公式。

5. 对于任意正整数 n, 伪 F.Smarandache 函数 Z(n) 定义为最大的正整数 m

使得 1 + 2 + 3 + · · ·+ m 整除 n. 即就是 Z(n) = max{m : m ∈ N, m(m+1)
2 |n}. 关

于函数 Z(n), 下列问题有待解决：
问题十：研究 Z(n) 的均值性质, 并给出

∑

n≤x

Z(n) 的渐近公式。
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