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اب   تق ال

هبدراسة ك يهتم منطق النيتروسوفيك م علي ن الحك ي لايمك ق ب الحالات الت ق أو خطأ مطل  صح مطل
دأ، بمعنى أخر ي ي حالات اللاتحديدأ ل و، خذ الصح بدرجات والخطأ بدرجات وكذلك اللاتحدي إن ك

   ي ذلك الجزء الذي يحوي اللاتحديد.النيوتروسوفيكجزئها  تملك حقل من حقول المعرفة

وفيكي الن منطقتمت ولادة  دتروس ى ي ورنتين سماراالبروفيسو عل ي فل ه  نداكهر الأمريك ذي قدم ال
  كتعمميم للمنطق الضبابي ، وامتدادا لنظرية الفئات الضبابية .

ذا  رة ه د، وفك ه الجدي مارانداكه ومنطق ور س ة بالبروفيس انية الممثل ة الإنس ن عبقري ر ع إن التعبي
د الك ق الجدي ات المنط د تطبيق اب لأح رت ي الجب وفيكي  ، ف ر النتروس و الجب ي وه س الت ، إن الاس

عها  ورنتينالبروض ور فل ق وفيس الات،  للمنط ع المج ي جمي اؤلات ف ن التس د م ار العدي د أث الجدي
ن  احثين م اء والب ول العلم ي عق مة ف ع بص لال ووض د،  خ ر الجدي ذا الفك تهم له لال ودراس ن خ م

ب، اث والكت ل الأبح ا فع ق كم ذا المنظ تخدام ه م باس الات العل ع مج ي جمي رها ف م نش ي ت ق  الت فري
 بمشاركة سمارانداكه وأحمد سلامة  وتشرين_ سوريا) ا_ تركيازي عينتابمن جامعتي (غالعمل 

وم ن العل د م دة للعدي ي الرياضيات   حيث قاموا بوضع اسس جدي وم الحاسب ف ذكر وعل ونخص بال
ي،  ر الخط ض الجب رض بع ي  تع ة  الت ال المهم ن الأعم ع الأول  وم اب المرج ذا الكت ر ه ويعتب

ق ال ق منط ي وف ر الخط يع الجب ى  مواض ك ال ي ذل بب ف ود الس ة  ، ويع ة العربي وفيك  باللغ نيتروس
  .تعدد استخدامات مواضيع علم الجبر في جميع مجالات العلم 

أليف  ي مشروع ت ن ساهم ف ى كل م دير إل رام والتق وقبل الختام نود أن نتقدم بخالص الشكر والاحت
ا ي المبهذا الكت دير لكل من ساعد ف دم بخالص الشكر والتق ا نتق ذا . كم ة وإخراج ه ة اللغوي راجع

ى  ي عل ا العرب ي وطنن الكتاب إلى النور. كما نتمنى من الله سبحانه وتعالى أن ينفع به طالبي العلم ف
  جميع مستوياتهم الأكاديمية والعلمية والثقافية.

  والله من وراء القصد

  المؤلفون
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مة   :مق

ض واللات اق والغ ال ا ووقائعه  اث العال ال  ب ـ أن ،يـ ت أح ة  ـ ـل ق  لأن 

دة  ــ ـ ــ م ـ ـــة أ غ اذ ــادقة أو  ــ صـ انـ د إن  ـــ ـــ أن ن ـــة لا ه ـــة أو م اذ ن صـــادقة أو   ــ ـ ت

ــ ) ، يـ ـــة (لات ق ــ ح ـ ع ــ  يـ ـــ ج ـــا ل زت حاج ل بـــ ـــان  لـــ ــع. ف اقـ ا ال ة لهـــ ـــ ــا ال ـ رؤ

ـ  ، ال وسـ ـ ال ـي ال م ـه العـال الأم  1995عـام  Smarandache الـ أس
هــ  رس و يــ والــ يــ ــ إن  ــالات اللات ا ال ــها أخــ هــ ة مــع ن ــ ــو ــل ف مــ  مــع 

يــ  ــح اللات عــاد هــي ال لاث أ ــان بــ ــل ب ــ  ا ال أخــ هــ ــ  ــأ  (𝑇)، ح رجات وال  (𝐹)بــ

ـــاد  رجات وال ل  (𝐼)بــ ــ ال ـــ عـــ ذلـــ  ــا أن نع رجات، و ,𝑇)بـــ 𝐼, 𝐹) ـــي وصـــفاً وهـــ ع ا 

ـــــ ال ــ ــ ال ــ ي وأدق مـــ ـــــ لاســ ـــــ ال ــ ابي وال ــــــ ــ ـ ــ ــ عـــ ــ ـــ ا  ان ـــــ ــ  هــ ــ ـــ ـــــات ال عــ ال

ــ ــة  ة اله وســ ة ال لاســ عــات ال ــة ال ــ  ل ــ أح ر ال ــ و علــى يــ ال

ـــلامة ــ ـــــ A.A.Salama  سـ ـ م ، ح ــ ـــ ــام  قـ ـــلامة عــــ ــــــ ســـ م ا 2013أح ـــــ ل مفهـ ــ ــ ــــة حــ ق دراســ ــ ــ لــ

ـــاء  م ان ف مفهـــ ـــة وعـــ ة اله وســـ ة ال وســـ عـــة ن ـــ مـــا ل ـــةع م ,ه ســـلامة  وقـــ

ون  ور وم ي م المع أخ ـاء ا فـالع اسـ والإح م ال ـالات علـ ة فـى م وسـ ال

ار اذ الق مات وت عل جة  ون ال اجع وال ا فى ال ات  ل ث الع  [48-39]و

.𝟏 − ة في ال 𝟏 وس تعار ومفا أساس    :ت

ان  ة ما  𝑏و  𝑎إذا  ا  ،في ف ـ و ا هـي الأك ه ا م هالا نعل أ ـ ن  ع ,𝑎]ـ 𝑏] = [𝑏, 𝑎] 

ـــة ال ة لل ـــ ال ل  ـــ ــ ـ و هـــا الف ــ ف لـ ـــي ت ــار ال ـ ـــ ومـــ ال ــ ال فاوتـــة مـ ـــات م ــة نها ـ  أ ت

غة  ,𝑓(𝑥)]ال 𝑔(𝑥)]  ة م ع ال الأك ن  (𝑥)ح ن أنه ل 𝑓(𝑥) ت < 𝑔(𝑥)  

ن  (𝑥)ول أخ م  𝑓(𝑥)ت > 𝑔(𝑥).  

.𝟏)تع  𝟏. ات: (𝟏 ل الف ل   :ت

لاً مـــ الأ ات بـــ ـــ ـــارة عـــ ف اصـــ  ن الع ـــ ات ت ـــ ـــل الف ل ــا، فـــي ت هـ عـــارف عل ـــة ال قل رقـــام ال

ل ل د م دراسة ت ق ات  وال ـان هـالف ق ـادة أو ال ال ـ  ق ـاء ال ـات  للأخ ل ـة عـ الع ات ال

أ  ة وعلى ذل فإن ال اب ه ال ي ة مغلقةي ت   .ف
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.𝟐)تع  𝟏. عات: (𝟏 ل ال ل   :ت

ـــل ل ـــاب ل ــ ال ـ ع ات فـــي ال ــ ـ ـــا الف غلقـــةاســـ إذا ق ات ال ــ ـ ات ال الف ـــ ل ف ـــ انـــ  ـــي   ال

عة. عات ل ال ل ل على تع ت   س

.𝟑)تع  𝟏. ل ال: (𝟏 ل ي: ال وس    ت

ــــل ال ل ــــار ال ــ اع ــــل  ــ ل ق (ت ــا ــ ــ ال ــ ل ل ــــلا ال ـــاً ل ـ ي تع ــ وســ اتت ــ ــ ــل  الف ــ ل وت

عــــات ــــل الال ل ــــ أن ال ــ )، ح وســ عــــات (لــــ فقــــ ت اع ال ــ ــــل أنــ ـــع  عامــــل مـ ي ي

ن  ــ يــ قــ  ــاً أن اللات يــ (عل عــ اللات ــاك  ن ه ــ ما  ــ الــة ع ــلاً عــ تلــ ال ات)، ف ــ الف

عات). ه ال فة على ه وال أو مفا أخ مع عات أو ال   في ال

ن  ها سـ ـ ، ع يــ د اللات ون وجـ ع بـ ـام اصــ  عامـل مـع الع ما ن ـ ي  ع ف وســ ت ـل ال ل ال

عـة،  ل ال ل قاً ل ا عـات ولـ م لاً مـ ال ات فقـ بـ ـ ل ف ـ اصـ  عامـل مـع الع ولـ تـ ال

ـــل ل ـــاب ل ي م ف وســـ ت ـــل ال ل ن ال ها ســـ ـــ يـــ ع ـــاك لات ات ـــ ه ـــ ا ، الف ـــان واذا هـــ

اك ي ه ل ع ع اللات ل ل ال عات س ام ال ي.ع اس ف وس ت ل ن ل   ئٍ إلى ت

𝟐 − ي:. 𝟏 ف وس ت ل ال ل ل ال لة ح    أم

لفــان  ي  ف وســ ت امــل ال فاضــل وال ــاب ال ي وح ف وســ ت امــل ال فاضــل وال ــاب ال أ ح ــ م

ل ل عات ع ت ة:ال وال الآت نا ن ال ال دع  ، ي مان اللات ا لا    ، لأنه

ال  .𝟏)م 𝟐. 𝟏):  

𝑓(0 𝑜𝑟 1) = 7   

: ان ا إذا  ي  أك ا غ م الة أ أن ل ال ي خاص  ال لات   ه

𝑓(0) = 7 𝑜𝑟 𝑓(1) = 7  

ال  .𝟐)م 𝟐. 𝟏):  
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𝑓(2) = 5 𝑜𝑟 6 

ي أك ا غ م الة أ أن ق ال ي خاص  ال لات   هل ه

𝑓(2) = 5 𝑜𝑟 𝑓(2) = 6 

رة أك ا و    :تعق

𝑓(−2 𝑜𝑟 − 1) = −5 𝑜𝑟 9 

ي خاص ال لات ق ه ل وال الة أ أن: ل م ال   لل

𝑓(−2) = −5 𝑜𝑟 𝑓(−2) = 9 𝑜𝑟 𝑓(−1) = −5 𝑜𝑟 𝑓(−1) = 9  

رة عامة فإن:   و

𝑓(𝑎  𝑜𝑟 𝑎  𝑜𝑟 … 𝑜𝑟 𝑎 ) = 𝑏  𝑜𝑟 𝑏  𝑜𝑟 … 𝑜𝑟 𝑏  

𝟑 − عة:. 𝟏 ل ال ل لة في ت    أم

ال  .𝟏)م 𝟑. 𝟏):  

الة  :𝑓ال 𝑅 → 𝑅 لقها عت الة  لف في م ة 𝑔ال   :الآت

𝑔: 𝑅 → 𝑅     ;   𝑔({0,1}) = 7     

الة ا ن ال :𝑔 ك 𝑅 → 𝑅 :ها ق لف في م   ت

𝑔: 𝑅 → 𝑅 ;  𝑔(2) = {5,6} 

ـــة  ــــ ــ ــ ــــ ــــ ال ـــــ ال ــ ـــ ــ ــ ــ ـــ ــــاً ن ـــــ ــــ ــ ــ ــ :𝑓أ 𝑅 → 𝑅 : ــــــ ــــ ــ ــ ــــ ـ ها ح ق ــ ــ ـــــ ــــ ــــ ــ ـــا وم ــــ ــــ ــ ــ لقهــــ ـــي م ــ ــــ ـــــ ــــ ــــف فـ ــــ ــ ـــ ــ ــ ــ ل  ت

𝑔: 𝑅 → 𝑅 ;  𝑔({−2, −1}) = {−5,9} 

  

الـــةو  :𝑓 الـــة عامـــة فـــإن ال 𝑅 → 𝑅 الـــة ها عـــ ال ق ـــ لقهـــا وم لـــف فـــي م :𝑔 ت 𝑅 → 𝑅 

:   ح
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𝑔: 𝑅 → 𝑅 ;  𝑔({(𝑎 , 𝑎 , … , 𝑎 )}) = {𝑏 , 𝑏 , … , 𝑏 } 

ــ أ ـ عـــة  وفـــة أن أ م ع قـــائ ال اه ومـــ ال ـــ ن م ـــ ــ فـــإن  ن ت ــة، ومـــع ذلـ ة مغلقـ ــ ـ فـــي ف

عامل مـع ن أصع م ال ات الأوسع  عامل مع الف ودة ال ـ عـات ال ـائج ، ال ـى ن ع ـ  ح

قة.عامة، بل الأك م ذل  ن غ د   فإنها ت

قة  وسوال ت ـ دقـة  ةال قـة أك ات، هـي  ـ اه داخـل ف ـ عات أصـغ م م م ي ت ال

ل ل ات م ت   .الف

𝟒 − ل. 𝟏 ل لة في ت ات: أم   الف

ــل  ل ل إن ال ع القــ ــ وســن ت ــ  يال ــال ذل ، م يــ ــ لا ت ــي ت ع ال ــام عامــل مــع ال ي

ـــ  ـــ الع ,𝑥(𝑡ن 𝑖, 𝑓) ئـــي ل ج ـــ ـــي  عـــة ي ل  𝑆 ل ـــ ـــي  ـــه لا ي ـــ نف ـــاً الع وأ

عــة  ئــي لل ن در  𝑆ج ــ ــ ت يــ ح عــ اللات ــل  ــ  ا الع جــة ومــ جهــة أخــ فــإن هــ

ــ  ــاء الع عــة  لــىإ 𝑥ان ــان  𝑆ال ــا إذا  ة ع ــ لــ أدنــى ف ــا لا ن ل أن ــ بــ د، نق ــ ــ م غ

ــل  ــ معــ م ــي  𝑦(0,1,0)ع )؟، أو قــ نع يــ ــام الــلا ت عــة (ت ــي إلــى ال ــي أو لا ي ي

عـــة  ـــي إلـــى ال ـــ ي جـــ ع ع  𝑆أنـــه ي ـــ ـــا لا ن هـــاول ع يـــ  ـــلاً مـــ . ت ـــلإن  ل  ت

ات ل الف ل عات وت اء. ال ع م الان ا ال عامل مع ه   عاج ع ال

ــــة  ــ ة الآت ــــــ ا الف ي ــ ــ ـــه لــ ض أنـــ فــــــ 𝐿ل = 0, 5( . , . , . د  ( ــ ــ ــــــ إن العــ )5ح . , . , . هــــــ   (

ل   ـ ال ـى  ع يـ و )5اللات . , . , . د   ( ـى ان العـ رجـة   5ع ـاً ب ئ ـي ج ة  (0.6)ي ـ للف

𝐿 ة ــ ئــي للف ل ج ــ ــي  ــه لا ي قــ نف رجــة  𝐿، وفــي ال د (0.3)ب ن للعــ ــ ــا  درجــة لا  5، 

ة  اء إلى الف ي في الان رجة  𝐿ت   .(0.1)ب

𝐿 ≠ 𝐿و  [0,5] ≠ ها . (0,5] تتقع ب ول   .(0,5]و  [0,5] .الف

  أ أن:

[0,5) ⊂ 𝐿 ⊂ [0,5] 
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ــــــ  ــ ــ لأن الع ــ ـــى ال 5وذلــــ ـــي إلـــــ ـــ ــ ة لا ي ـــــ ـــ ة (0,5]ف ــ ــ ــــ ـــــاً للف ـــ ئ ن ج ـــــ ــ ـ ـــاؤه   ـــــ ـــا أن ان ــ ـــ  ،

0, 5( . , . , . ة  ( ي للف أك ي ال ة [0,5]و ـ ن الف ـ ـل  𝐿. وعلـى ذلـ ت ل ءاً مـ ال هـي جـ

ي  وس ت ات. ولال ل ف ل   ت

ة: وال الآت   لاح ال

𝑘 ([0,5]) = [−4,6] , 𝑎𝑛𝑑  𝑘 ([−2, −4]) = [0,5] 

و  ي  𝑘و  𝑘ال ال وال: ت ة، أما ال ل الف ل   ل

𝑘 0, 5( . , . , . ) = [−4,6] , 𝑎𝑛𝑑 𝑘 ([−2, −4]) = 0, 5( . , . , . )  

ل ل ي لل ون ش ت ي فهي ب وس ت   .ال

الة  :𝑓ال 𝐴 → 𝐵 ة هي دالـة وسـ ت عـ  ن يـ مـع الأخـ  عـ اللات لـ  ـارالات العلاقـة  ع

ق اص ال ع ل  اص ال ي ت ع  . ال

ل ل ات في ت ـاً فـي حـ أنهـا  الف ات أ ـ هـا ف ـي  ات، وال فة على ف ع وال ال ي فق دراسة ال

 . ي ة م اللات ل خال ل ، ن أن ال ل يل وس ت ل ال ل ة م ت م ات أك ع   .الف

وال لاً ال أخ م ةال ل وس ة: ت   الآت

𝑒: 𝑅 ∪ {𝐼} → 𝑅 ∪ {𝐼}   ;   𝑒(2 + 3𝐼) = 7 − 6𝐼    

ة  . 𝐼ح أن ال ي ل اللات   ت

𝑓: 𝑅 → 𝑅    ;   𝑓(4 𝑜𝑟 5) = 7    

𝑔: 𝑅 → 𝑅; 𝑔(0) = −2 𝑜𝑟 3 𝑜𝑟 7 

ℎ: 𝑅 → 𝑅; ℎ(−1 𝑜𝑟 1) = 4 𝑜𝑟 6 𝑜𝑟 8 

𝑘: 𝑅 → 𝑅; 𝑘(𝑥) = 𝑥 𝑎𝑛𝑑 − 𝑥 

الة  ار ا 𝑘في ال ل اخ ة.ف ل دوال تقل ي ت ات ال قل لل د ال   ل الع

𝑙: 𝑅 → 𝑅; 𝑙(−3) = 𝑚𝑎𝑦𝑏𝑒 9 
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ل ل ات إذن ت ل ⊂ الف ل عات ت ي. ⊂ ال ف وس ت ل ال ل   ال

𝟓 − ة: 𝟏 ع ة غ ال ة الأول س قاي اله   ال

ــاب ال ى ال ــ ــل علــى ما ات ن اضــ يــ فــي ال ــ أخــ حــالات اللات يع ــى  ،وســ ع ال

ـاب  ـ أن ال ـا، ن ـة عال ام ـف دي ـ  قل ـاب ال ـا ال قة. ب م ال ي ه ع قي لللات ال

وســ ت ــة.  يال ام ي ه ال ) فــي هــ وســ يــ (ال ــابــف اللات عامــل مــع  ال ــ ي قل ال

ـة ال ) نق ـ س، (ال ل القـ ـ ـاس،  ـل، خـ ال ـل (ال س، مفا م قـ ـاء وال ، درجـة الان ـ

ة. قاي م  ( احة، ال   ال

ــة.  قــاي تق هــا  عامــل ف ة ن يــ الــ حــالات ع ــة ه م ــا ال ات ــاً أنــه فــي ح ــابعل ــ  ال ه ال

وســـ ت ث عـــ ي ال ـــ ــ ي اتـــاً وهـ ـــ ث ـــة،أك ه ر ال ـــاك أو الأمـــ ض ال ـــ ـــاب فـــي الغ  ال

وس ت ، اللاتا يي ال ي وأك مـ ذلـ ل لا ت ي ت ار ال عامل مع الأف ـا ل ـ ل ل يـ 

ــع ــ أعــلاه فــي ال ــالي ذ ــار م ال جــ دوافــع وأف ــابت ام ح هــا اســ ــي يــ ف ــة ال فاضــل  ال ال

. ــ قل امــل ال ــ  وال ــف الق ــة ذات ن ال ة ال ائ س فــي الــ قــ ــ أن ال لاً، ن 𝑟مــ > د  0 هــ عــ

ــاو  ــ ــ  اه فــــي   ثابــ ــ ــ ة م ــــ ف لــــه  ــ ت ــ ـــا  ائهـ ـــة فــــإن ان ـ ال ــــ ال ة غ ائ ــ ة للــ ــ ــ ال ـــا  ـ ب

− 𝜀 , + 𝜀  د ار الع ل ج 𝜀ح  وال  > 0 .(   وه رق دق (صغ

لــ القــائ ذو الأضــلاع  اً  𝑐𝑚 ،2 𝑐𝑚 1فــي ال ــاو ت م ل الــ ــ ن  علــى أ حــال  𝑐𝑚 5√ــ

ــن عــة ال ع رســ ق ــ ــالي لا ن ــ ال ــا غ ــ  لهــا ــ أنــه فــي عال ال لأن  5√ــاو 

د  هـا  5√الع اجـة إلـى تق ـ  ا ن ة لـ ـ د لا نهـائي مـ الأرقـام الع ل ع ي  د غ ن ه ع

ة  ع الأرقام الع 5√إلى  = 2.23606797 … ….  

  

ل (  1)ال
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ـــــ ـ ــــاق ال ــ ـــع ال ـــ ـــاحة الق ـــ ـــي إن م 𝐴الي هـــ = 𝜋𝑎𝑏 2، إن𝑎  2و𝑏  ــاً أن ــ ــ 𝑎(عل > 𝑏 ــا ــــ  ) ه

قـــي واللا ر ال ـــ ا ال ــ ـــل هـ ع ت ـــ ـــا لا ن ــ أن الي، نلاحـ ــ ـ ـــاق علـــى ال ـــع ال قـــي للق م

قة لأن  ع ب د 𝜋الق ي. ع د غ ن   ع

ض أن  ف 𝑎ل = 2 cm  و𝑏 = 1 cm  ٍئ ع هي: ع احة الق ن م   س

𝐴 = 2𝜋 = 6.2831 … 𝑐𝑚  

  

ل (ا   )2ل

ــع لأن  ــ ا الق ـــل هــــ ـــاحة داخـ ـ ــــ ال ال ــ  ــ ع أن ن ــــ ــــا لا ن ــاً  6.2831ل ــ ــ رق ــ ع لا 

اً  ).م ي (غ مع ل تق ل  ، ف نع ل   . ب

ـــالي  ة ال ـــ ـــ ال ة ل ـــ ال ه  ـــا ل م ـــ 𝑉و = 𝜋𝑟  ـــ هـــ ـــف الق ما  𝑟إذ إن ن ـــ 𝑟ع =

1𝑐𝑚  ئـــٍ فـــإن 𝑉ع = 𝜋 = 4.1887 … 𝑐𝑚 د ي وهـــ عـــ ـــ ـــ ن د لا نهـــائي مـــ  غ لـــه عـــ

ة ل على ح ال ا ف غ قادر على ال ة. وه ات الع   .ل دق ال

  

ل (   )3ال
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  ثانيالفصل ال

ات  فاتأساس ف ف ال ال وس   ةت
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مة:   مق

ــ  ــي ت عــات الهامــة ال ة مــ ال اب ــ عــة ال ــ ال قاً، تع ها ســا ــةدراســ عــات الل ، ال

ةال ائ ة ث ة ذات  اب ـة، عات ال ائ ة ال عات الل هـا وال عـات تـ تع ه ال ـل هـ  ،

ي.في ال  وس   ال

ــل  ــ ــ ق ي مــ وســــ ــ ال ــ ــــ دراســــة ال ــ ت تــــ و ، KANDASAMYو  F.Smarandacheوقــ

صــل إلــى ــائج ال  ال يــ مــ ال ــة الع لقــات ، ن دولات ، ال ــ ــاءات، ال الف ة  وســ ــة ال

ال ــا  ــ ــ ذات الارت ـــة الأخــ ـ اد ، والأن ــ ارالأعــ ــاذ القــــ ــ ق ات ــــ ـــة و ـ ان م ال علــــ ســــ ـــا ي ـ ، و

ر  ـ و ة فق قـام ال وس فات ال ف فات  F.Smarandacheال ـف ـ مـ ال ـ ن ع ب

ــ ج م تع ق ة ، وســ وســ ــ الــ ال ع لــف عــ ال ل م ــ ة  وســ فات ال ــف يــ لل

ر و مه ال عة. F.Smarandache ق ة ال وس فات ال ف ا على ال   وس دراس

𝟏 − ة 𝟐 وس ت فة ال ف   :ال

ي وس قي ال د ال ع الع أ ب    ن

.𝟏)تع  𝟏. ي: :(𝟐 وس قي ال د ال   الع

ي وس قي ال د ال ف الع غه ع 𝑤العلاقة  أ ص = 𝑎 + 𝑏𝐼  ح أن𝑎  و𝑏 

ة و  قة أو م اد ح ار أن  𝐼أع ع الاع . مع الأخ  ي .0ع اللات 𝐼 = 𝐼و  0 =

𝐼   ع ة 𝑛ل ج اد ال لا الأع   :م

𝑤 = 1 − 2𝐼   , 𝑤 = −3 = −3 + 0𝐼 

.𝟐)تع  𝟏. ة(𝟐 : : ق وس ق ن دي ح   ع

𝑤ليكن  = 𝑎 + 𝑏 𝐼  و𝑤 = 𝑎 + 𝑏 𝐼 :عندئذ يكون  

𝑤

𝑤
=

𝑎 + 𝑏 𝐼

𝑎 + 𝑏 𝐼
=

𝑎

𝑎
+

𝑎 𝑏 − 𝑎 𝑏

𝑎 (𝑎 + 𝑏 )
𝐼   (1.1.2) 
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.𝟑)تع  𝟏. وس :(𝟐 قل ال   ي:ال

ل  𝐾ل  ال ي  وس قل ال ف ال ع 𝐾〉حقل ما،  ∪ 𝐼〉  العلاقة ى  ع 𝐾(𝐼)و =

〈𝐾 ∪ 𝐼〉.  

.𝟒)تع  𝟏. ة :(𝟐 وس فة ال ف   :ال

𝑀ل  × = 𝑎  ; 𝑎 ∈ 𝐾(𝐼)  ح𝐾(𝐼)  ي ئ ن ي، ع وس حقل ن

𝑀 ة. × وس فة ن ف   م

.𝟓)تع  𝟏. ة :(𝟐 وس فة ال ف عة: ال   ال

ة  وس فة ال ف ل ع ال 𝑀نق ان  × عة إذا  ة م وس فة ن ف 𝑚أنها م =

𝑛  ل ال 𝑀وت  ×.  

ة  ت عة م ال ة ال وس فة ال ف ف ال 𝑀العلاقة  𝑛وتع = 𝐴 + 𝐵𝐼  ًلا ح أنه 

ف 𝐵و  𝐴م  ف ة م ت ع م ال ق م   .𝑛 ح

عة. ة ال وس فات ال ف ا مع ال اً س تعامل اع   م الآن ف

.𝟔)تعريف  𝟏. 𝟐):  

  :لتكن المصفوفتان

𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 , 𝑁 = 𝐶 + 𝐷𝐼 

  بالصيغة: 𝑀𝑁عندئذ يعرف الجداء 

𝑀𝑁 = 𝐴𝐶 + [(𝐴 + 𝐵)(𝐶 + 𝐷) − 𝐴𝐶]𝐼 

.𝟕)تع  𝟏. ف(𝟐 ف د ال ةة : م ف وس ت عة ال   :ال

𝑀لتكن  = 𝐴 + 𝐵𝐼  ة ذ يعرف محدد هذه 𝑛مصفوفة نتروسوفيكية مربعة من المرتب ، عندئ
  المصفوفة بالشكل:

det 𝑀 = det 𝐴 + 𝐼[det(𝐴 + 𝐵) − det 𝐴]   (2.1.2) 
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ال  .𝟏)م 𝟏. ة:. (𝟐 وس فة ال ف    ل ال

𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 = (
1 3𝐼

1 + 𝐼 2 + 2𝐼
)    

𝐴ح  =
1 0
1 2

 𝐵 =
0 3
1 2

ج  , دها . ول   .م

ا: ي   ل

𝐴 + 𝐵 =
1 3
2 4

 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 2, 𝐴 + 𝐵 =
1 3
2 4

, det(𝐴 + 𝐵) = −2 

: (2.1.2)إذن ح العلاقة    ن

det 𝑀 = det 𝐴 + 𝐼[det(𝐴 + 𝐵) − det 𝐴] = 2 + 𝐼[−2 − 2] = 2 − 4𝐼 

.𝟖)تع  𝟏. فة ال(𝟐 ف ب ال عة: : مقل ة ال ف   وس

𝑀لــ  = 𝐴 + 𝐵𝐼  ــة ت عــة مــ ال ة م وســ فة ن ــف ه 𝑛م ب هــ ف مقلــ عــ ئــ  ، ع

ل: ال فة  ف   ال

𝑀 = 𝐴 + 𝐼[(𝐴 + 𝐵) − 𝐴 ]   (3.1.2) 

ة  ه .𝟏)م 𝟏. فة  :(𝟐 ف ن ال 𝑀ت = 𝐴 + 𝐵𝐼 ان   :قابلة للقل إذا وفق إذا 

det 𝑀 ≠ 0.  

ال  .𝟐)م 𝟏. ة. (𝟐 وس فة ال ف   :ل ال

𝑀 = 𝐴 + 𝐵𝐼 =
1 3𝐼

1 + 𝐼 2 + 2𝐼
; 𝐴 =

1 0
1 2

 , 𝐵 =
0 3
1 2

 

: ئ   ع

𝐴 + 𝐵 =
1 3
2 4

  

: ه ن   وم
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det 𝐴 = 2 , det(𝐴 + 𝐵) = −2 , det 𝑀 = 2 − 4𝐼 ≠ 0  

فة  ف . 𝑀إذن ال   قابلة للقل

ه :   وم

𝐴 =
1 0

−1

2

1

2

 , (𝐴 + 𝐵) =
−2

−3

2
−2

3

−1

2

  

الي: ال   و

𝑀 = 𝐴 + 𝐼[(𝐴 + 𝐵) − 𝐴 ] 

𝑀 =
1 0

−1

2

1

2

+ 𝐼
−3

−3

2
−1

6
−1

=
1 − 3𝐼

−3

2
𝐼

−1

2
−

1

6
𝐼

1

2
− 𝐼

 

ق م أن:     ال

𝑀𝑀 =
1 0
0 1

 

.𝟑) تع 𝟏. ة:م. (𝟐 وس فة ال ف ل ال   ق

ــ  𝑀ل = 𝐴 + 𝐵𝐼  ــة ت عــة مــ ال ة م وســ فة ن ــف ــ 𝑛م ئ ل، ع قــ ف م ه  نعــ هــ

ل: ال فة  ف   ال

𝑀 = 𝐴 + 𝐼[(𝐴 + 𝐵) − 𝐴 ]   (4.1.2) 

.𝟗)تع  𝟏. ة:(𝟐 وس فة ن ف ة م   . ق

ــ  𝑀لــ = 𝐴 + 𝐵𝐼  ة م وســــ فة ن ــف ــ ــــة م ت ئــــ 𝑛عــــة مــــ ال فن، ع ــ ه  عــ ة هــــ قــــ

ل: ال فة  ف   ال

𝑀 = 𝐴 + 𝐼[(𝐴 + 𝐵) − 𝐴 ] 
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ة  .𝟏)ملاح 𝟏. 𝟐):  

det(𝑀. 𝑁) = det𝑀 det𝑁  وdet(𝑀) = det𝑀  وdet𝑀 = det𝑀.  

𝟐 − عة: 𝟐 ة ال وس فة ال ف ود ال لل    ال

𝑀ل  = 𝐴 + 𝐵𝐼  ة ت عة م ال ة م وس فة ن ف 𝑍، ول 𝑛م = 𝑋 + 𝑌𝐼 

ل: ال فة  ف ه ال ود ال له ف  ال ع ئ    ع

φ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈 × − 𝑀] = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵𝐼)]

= 𝑑𝑒𝑡[(𝑍𝑈 × − 𝐴) + (−𝐵)𝐼] 

φ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴)

+ 𝐼 𝑑𝑒𝑡 𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴)  

φ(𝑍) = α(𝑍) + 𝐼[β(𝑍) − α(𝑍)] 

:   ح

α(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴) , β(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡 𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵)    (1.2.2) 

ال  .𝟏)م 𝟐. 𝑀ل  .(𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ة ت عة م ال ة م وس فة ن ف : م ة ح ان   ال

𝐴 =
1 1
0 −1

 , 𝐵 =
0 1
1 1

 

: ئ   ع

𝐴 + 𝐵 =
1 2
1 0

  

: ه ن   وم

φ(𝑍) = α(𝑍) + 𝐼[β(𝑍) − α(𝑍)] 

α(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴) =
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 −1

0 𝑋 + 𝑌𝐼 + 1
 

α(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼) − 1 = 𝑍 − 1 

β(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡 𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵) =
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 −2

−1 𝑋 + 𝑌𝐼
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β(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼) − (𝑋 + 𝑌𝐼) − 2 = 𝑍 − 𝑍 − 2 

ه:   وم

φ(𝑍) = α(𝑍) + 𝐼[β(𝑍) − α(𝑍)] = 𝑍 − 1 + 𝐼[−𝑍 − 1] 

𝑈حيث    .هي مصفوفة الواحدية ×

ال  .𝟐)م 𝟐. 𝑀ل  .(𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ة ت عة م ال ة م وس فة ن ف : م ة ح ان   ال

𝐴 =
1 −1
0 2

 , 𝐵 =
0 1
1 1

 , 𝑈 × =
1 0
0 1

  

: ئ    ع

𝐴 + 𝐵 =
1 0
1 3

  

: ه ن   وم

φ(𝑍) = α(𝑍) + 𝐼[β(𝑍) − α(𝑍)] 

α(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴) =
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 1

0 𝑋 + 𝑌𝐼 − 2
 

α(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼 − 1)(𝑋 + 𝑌𝐼 − 2) = (𝑋 + 𝑌𝐼) − 3(𝑋 + 𝑌𝐼) + 2

= 𝑍 − 3𝑍 + 2 

β(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡 𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵) =
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 0

−1 𝑋 + 𝑌𝐼 − 3
 

β(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼) − 4(𝑋 + 𝑌𝐼) + 3 = 𝑍 − 4𝑍 + 3 

ه:   وم

φ(𝑍) = α(𝑍) + 𝐼[β(𝑍) − α(𝑍)] = (𝑍 − 3𝑍 + 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

ـــة  ه .𝟏)م 𝟐. ود  :(𝟐 ـــ ـــ ال ـــاو  عـــة  ة م وســـ فة ن ـــف ـــ ل ود ال ـــ ـــ ال

لها. ق   ال ل

  



19 
 

هان:   ال

𝑀لـــ  = 𝐴 + 𝐵𝐼  عـــة ولـــ ة م وســـ فة ن ـــف ود ال φ(𝑍)م ـــ ـــ لهـــا، ـــ ال

فة  𝑀ول  ف ل ال ق ل  ψ(𝑍)ولـ  𝑀م قـ ـ لل ود ال ـ ه أن  .𝑀ـ ال ـ ول

   ZZ  . 

φ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈 × − 𝑀] 

φ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴)

+ 𝐼 𝑑𝑒𝑡 𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴)  

ا:وم جهة أخ ل   ي

ψ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈 × − 𝑀] = 𝑑𝑒𝑡[(𝑍𝑈 × − 𝐴) + (−𝐵)𝐼]  

ψ(𝑍) = det (𝑍𝑈 × − 𝐴)

+ 𝐼 𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵) − (𝑍𝑈 × − 𝐴)  

ψ(𝑍) = det(𝑍𝑈 × − 𝐴)

+ 𝐼 𝑑𝑒𝑡 𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴)  

ة  لاح ا  (1.1.2)وح ال ي det𝑀ل = det𝑀 :إذن  

𝑑𝑒𝑡[(𝑍𝑈 × − 𝐴) ] = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴) 

𝑑𝑒𝑡 𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵) = 𝑑𝑒𝑡 𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵)  

ن: ه    وم

ψ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴)

+ 𝐼 𝑑𝑒𝑡 𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴)  

ψ(𝑍) إذن: = φ(𝑍)  

ال  .𝟑)م 𝟐. 𝑀ل  .(𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ة ت عة م ال ة م وس فة ن ف : م ة ح ان   ال

𝐴 =
1 1
0 −1

 , 𝐵 =
0 1
1 1
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ال  نا م خلال ال   أن: (1.2.2)وج

φ(𝑍) = 𝑍 − 1 + 𝐼[−𝑍 − 1] 

ا: ي   وم جهة أخ ل

𝐴 =
1 0
1 −1

 , 𝐵 =
0 1
1 1

 

ه:   وم

ψ(𝑍) = α∗(𝑍) + 𝐼[β∗(𝑍) − α∗(𝑍)] 

α∗(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴 ) =
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 0

−1 𝑋 + 𝑌𝐼 + 1
 

α∗(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼) − 1 = 𝑍 − 1 

β∗(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵) ) =
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 −2

−1 𝑋 + 𝑌𝐼
 

β∗(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼) − (𝑋 + 𝑌𝐼) − 2 = 𝑍 − 𝑍 − 2 

ه:   وم

ψ(𝑍) = α∗(𝑍) + 𝐼[β∗(𝑍) − α∗(𝑍)] = 𝑍 − 1 + 𝐼[−𝑍 − 1] 

  إذن:

ψ(𝑍) = φ(𝑍) 

ال  .𝟒)م 𝟐. 𝑀ل  .(𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ة ت عة م ال ة م وس فة ن ف : م ة ح ان   ال

𝐴 =
1 −1
0 2

 , 𝐵 =
0 1
1 1

 

ال  نا م خلال ال   :أن (2.2.2)وج

φ(𝑍) = (𝑍 − 3𝑍 + 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

ا: ي   وم جهة أخ ل

𝐴 =
1 0

−1 2
 , 𝐵 =

0 1
1 1
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ه:   وم

ψ(𝑍) = α∗(𝑍) + 𝐼[β∗(𝑍) − α∗(𝑍)] 

α∗(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴 ) =
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 0

1 𝑋 + 𝑌𝐼 − 2
 

α∗(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼) − 3(𝑋 + 𝑌𝐼) + 2 = 𝑍 − 3𝑍 + 2 

β∗(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − (𝐴 + 𝐵) ) =
𝑋 + 𝑌𝐼 − 1 −1

0 𝑋 + 𝑌𝐼 − 3
 

β∗(𝑍) = (𝑋 + 𝑌𝐼) − 4(𝑋 + 𝑌𝐼) + 3 = 𝑍 − 4𝑍 + 3 

ه:   وم

ψ(𝑍) = α∗(𝑍) + 𝐼[β∗(𝑍) − α∗(𝑍)] = (𝑍 − 3𝑍 + 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

  إذن:

ψ(𝑍) = φ(𝑍) 

𝟑 − لي  𝟐 ة  ه ة: - م ف وس ن ال ل   هام

ة م .𝟏)ه 𝟑. 𝟐) .. ودها ال اً ل ح ن صف عة ت ة م وس فة ن ف ة م   أ

ال  .𝟏)م 𝟑. 𝑀ل  .(𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ة ت عة م ال ة م وس فة ن ف : م ة ح ان   ال

𝐴 =
1 −1
0 2

 , 𝐵 =
0 1
1 1

 

نا  قاً أن:وج   سا

φ(𝑍) = (𝑍 − 3𝑍 + 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

  ول أن:

φ(𝑀) = 𝑀)أ  0 − 3𝑀 + 2) + 𝐼[−𝑀 + 1] = 0  

ا: ي   ل
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𝑀 =
1 −1 + 𝐼
𝐼 2 + 𝐼

⟹ 𝑀 =
1 −1 + 𝐼
𝐼 2 + 𝐼

1 −1 + 𝐼
𝐼 2 + 𝐼

=
1 −3 + 3𝐼
4𝐼 4 + 5𝐼

 

ه:   وم

𝐿 = (𝑀 − 3𝑀 + 2) + 𝐼[−𝑀 + 1] = 𝑀 − 3𝑀 − 𝐼𝑀 + (2 + 𝐼)𝑈 ×  

𝐿 =
1 −3 + 3𝐼
4𝐼 4 + 5𝐼

−
3 −3 + 3𝐼
3𝐼 6 + 3𝐼

−
𝐼 0
𝐼 3𝐼

+
2 + 𝐼 0

0 2 + 𝐼
 

𝐿 =
0 0
0 0

= 𝐿  

𝟒 − اً: 𝟐 وس ن ن ل لي هام ة  ه ام م اس ة  وس فة ن ف ب م   مقل

ة.  وسـ ن ال ل لـي هـام ـة  ه ام م اسـ ة  وسـ فة ن ـف ب م ج مقل ة س ه الفق في ه

ه ا ض اش ي ال الآتي:وذل م خلال ت م   ل

ال  .𝟏)م 𝟒. 𝟐).  

𝑀ل  = 𝐴 + 𝐵𝐼 ة ت عة م ال ة م وس فة ن ف : م ة ح ان   ال

𝐴 =
1 −1
0 2

 , 𝐵 =
0 1
1 1

 

ب: ل   ال

ع 𝑀): أوج 1( ام ال   .(8.1.2) اس

اد على 𝑀): أوج 2( ة  الاع ه   .(1.3.2)ال

ل:    ال

ع): 1( ام ال   :س أن (8.1.2) اس

𝑀 =
1

1

2
−

1

2
𝐼

−1

3
𝐼

1

2
−

1

6
𝐼
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نا م خلا2( ال): وج   أن: (2.2.2) ل ال

φ(𝑍) = (𝑍 − 3𝑍 + 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

ة  ه ا:  (1.3.2)وح ال ي φ(𝑀)ل = 0 :   أ

𝑀 − 3𝑀 − 𝐼𝑀 + (2 + 𝐼) = 0 ⟹ 𝑀 − 3𝑀 − 𝐼𝑀 = −(2 + 𝐼) 

⟹ 𝑀 − (3 + 𝐼)𝑀 = −(2 + 𝐼) ⟹
−1

(2 + 𝐼)
[𝑀 − (3 + 𝐼)𝑀] = 𝑈 ×  

⟹
−1

(2 + 𝐼)
[𝑀 − (3 + 𝐼)𝑀] = 𝑀𝑀  

ا أن  𝑑𝑒𝑡𝑀و = 2 + 𝐼 :ن  

−1

(2 + 𝐼)
[𝑀 − (3 + 𝐼)𝑈 × ] = 𝑀 ⟹ 𝑀 =

−1

(2 + 𝐼)
[𝑀 − (3 + 𝐼)𝑈 × ] 

⟹ 𝑀 =
−1

(2 + 𝐼)
−2 − 𝐼 −1 + 𝐼

𝐼 −1
 

⟹ 𝑀 =

2 + 𝐼

2 + 𝐼

1 − 𝐼

2 + 𝐼
−𝐼

2 + 𝐼

1

2 + 𝐼

 

ع ف ال وس دي ن ة ع ق م أن: (2.1.2) وح تع ق    ال

2 + 𝐼

2 + 𝐼
= 1 ,

1 − 𝐼

2 + 𝐼
=

1

2
−

1

2
𝐼 ,

−𝐼

2 + 𝐼
=

−1

3
𝐼 ,

1

2 + 𝐼
=

1

2
−

1

6
𝐼 

  إذن:

𝑀 =
1

1

2
−

1

2
𝐼

−1

3
𝐼

1

2
−

1

6
𝐼

 

ه ف ب نف قل ل (وه ال   ).1ي ال
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ــة ه .𝟏)م 𝟒. ود  :(𝟐 ــ ــ ال ــاو  عــة  ة م وســ فة ن ــف ــ لأ م ود ال ــ ــ ال ك

ابهة لها. ة م وس فة ن ف   ال لأ م

هان:   ال

𝑀ل  = 𝐴 + 𝐵𝐼  فة ف ابهة لل عة م ة م وس فة ن ف 𝑁م = 𝐶 + 𝐷𝐼 .  

ة  وســ فة ال ــف د ال ــي وجــ ع ا  ــة وهــ ام عــة ال 𝑃ال = 𝐾 + 𝐿𝐼  ن مــ ــ ــي  وال

  أجلها:

𝑁 = 𝑃 𝑀𝑃 

ض  فة  φ(𝑍)ف ف ود ال لل :𝑀 ال   ، أ

φ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈 × − 𝑀] 

ض  ف فة  ψ(𝑍)و ف ود ال لل ن:𝑁 ال ئ    ، ع

ψ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈 × − 𝑁] = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈 × − 𝑃 𝑀𝑃]

= 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑃 𝑃 − 𝑃 𝑀𝑃] 

ψ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡[𝑃 (𝑍𝑈 × − 𝑀)𝑃] 

ة  لاح ا  (1.1.2)وح ال ي .det(𝑀ل 𝑁) = det𝑀 det𝑁 :إذن  

ψ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑃 ) 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑀)𝑑𝑒𝑡(𝑃)

= 𝑑𝑒𝑡(𝑃 ) 𝑑𝑒𝑡(𝑃) 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑀) 

ψ(𝑍) = 𝑑𝑒𝑡(𝑈 × ) 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑀) = (1) 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑀) = φ(𝑍) 

𝟓 − عة: 𝟐 ة ال وس فة ال ف ود الأصغ لل    ال

.𝟏)تع  𝟓. 𝑀ل . (𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼  ـة ت عـة مـ ال ة م وسـ فة ن ـف ، ولـ 𝑛م

𝑍 = 𝑋 + 𝑌𝐼 ود ـــــ ــ ال ــ ـ ي  ـــــ م  𝑚(𝑍)، ن ــــ عـ ـــــ ي فة وال ــف ـــ ود  𝑀ال ــ ــ ـ ـــــ ال

فة  ف   .𝑀الأصغ لل

ال  .𝟏)م 𝟓. 𝑀ل  .(𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ة ت عة م ال ة م وس فة ن ف : م ة ح ان   ال
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𝐴 =
1 −1
0 2

 , 𝐵 =
0 1
1 1

 

فة  ف ود الأصغ لل   .𝑀أوج  ال

ل:   ال

ال  نا م خلال ال   أن: (2.2.2)وج

φ(𝑍) = (𝑍 − 3𝑍 + 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] = (𝑍 − 2)(𝑍 + 1) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

ن  ئ  ة: 𝑚(𝑍)ع ود الآت ات ال   ه أح 

𝑚 (𝑍) = (𝑍 − 2)(𝑍 + 1) = 𝑍 − 3𝑍 + 2 

𝑚 (𝑍) = (𝑍 − 2) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

𝑚 (𝑍) = (𝑍 + 1) + 𝐼[−𝑍 + 1] 

𝑚 (𝑍) = 𝐼[−𝑍 + 1] 

𝑚 (𝑍) = φ(𝑍) 

ه:   وم

𝑚 (𝑀) =
0 0
𝐼 2𝐼

≠
0 0
0 0

  

𝑚 (𝑀) =
0 0
𝐼 2𝐼

≠
0 0
0 0

 

𝑚 (𝑀) =
−1 −1 + 𝐼
0 2𝐼

≠
0 0
0 0

   

𝑚 (𝑀) =
1 − 𝐼 −2 + 2𝐼

0 1 − 𝐼
≠

0 0
0 0

   

𝑚 (𝑀) =
0 0
0 0

  

 إذن 

𝑚(𝑍) = φ(𝑍) 

ال  .𝟐)م 𝟓. 𝑀ل  .(𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ة ت عة م ال ة م وس فة ن ف ة ح م ان   :ال
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𝐴 =
1 1
0 −1

 , 𝐵 =
0 1
1 1

 

فة  ف ود الأصغ لل   .𝑀أوج  ال

ل:   ال

ال  نا م خلال ال   أن:(1.2.2) وج

φ(𝑍) = (𝑍 − 1) − 𝐼[𝑍 + 1] = (𝑍 − 1)(𝑍 + 1) − 𝐼[𝑍 + 1] 

ن  ئ  ة: 𝑚(𝑍)ع ود الآت ات ال   ه أح 

𝑚 (𝑍) = (𝑍 − 1)(𝑍 + 1) = 𝑍 − 1 

𝑚 (𝑍) = (𝑍 − 1) − 𝐼[𝑍 + 1] 

𝑚 (𝑍) = (𝑍 + 1) − 𝐼[𝑍 + 1] 

𝑚 (𝑍) = −𝐼[𝑍 + 1] 

𝑚 (𝑍) = φ(𝑍) 

ه:   وم

𝑚 (𝑀) =
−2𝐼 1 − 𝐼

0 −2
≠

0 0
0 0

  

𝑚 (𝑀) =
−2 1 − 𝐼
0 0

≠
0 0
0 0

 

𝑚 (𝑀) =
−2𝐼 −2𝐼
−𝐼 −𝐼

≠
0 0
0 0

   

𝑚 (𝑀) =
2𝐼 2𝐼
𝐼 𝐼

≠
0 0
0 0

   

𝑚 (𝑀) =
0 0
0 0

  

 إذن:

𝑚(𝑍) = φ(𝑍) 



27 
 

ــةلام ـ .𝟏) ح 𝟓. عـــة  .(𝟐 ة ال ــ وسـ فة ال ـــف ود الأصـــغ لل ـــ ـــ ال ــاو  𝑀ك ـ ـــا  دائ

ـــــ أ  ودها ال ــ حـــــ ـــ 𝑚(𝑍)ك = φ(𝑍) . فة ــف ـــ ود الأصـــــغ لل ـــــ ـــــ ال ــا  ا مـــ وهـــــ

فة  ـف ود الأصغ لل ها  ال قارن ة  وس ـةال قل ـة ، ال قل فات ال ـف إذ أنـه فـي ال

. ودها ال اً ل ح او وها الأصغ م ن  ح ور أن    ل م ال

ة  ه .𝟏)م 𝟓. ه. .(𝟐 ود أصغ نف ابهة  ح عة ال ة ال وس فات ال ف   لل

هان:   ال

𝑀لــــ  = 𝐴 + 𝐵𝐼 ــــ ــــابهة لل ـــة م عـ ة م ــ وســ فة ن ــف ــ فة م 𝑁ف = 𝐶 + 𝐷𝐼  ــــ ول

φ(𝑍)  فة ــف ــ ــ لل ــ ود ال ــ ــ ــ ال ــ  𝑀 ــ فة  ψ(𝑍)ولــ ــف ــ ــــ لل ود ال ــــ .  𝑁ــــ ال

ة ه ئ ح ال ψ(𝑍) ن  (1.4.2) ع = φ(𝑍).  

𝑚لــــ  (𝑍)  فة ــف ــ ـــغ لل ود الأصـ ــــ ــ  𝑀ــــ ال 𝑚ولــ (𝑍)  ـــغ ود الأصـ ــــ ــــ ال

فة  ــف ــــ ــ 𝑁لل ــ ــ ــــــ وح ــــة  ع ــ لاح ج أن:  (1.5.2)ال ـــــ ـ 𝑚ي (𝑍) = φ(𝑍)  و𝑚 (𝑍) =

φ(𝑍)  ن ψ(𝑍)وم  = φ(𝑍) :ج أن   ن

𝑚 (𝑍) = 𝑚 (𝑍) 

𝟔 − عة: 𝟐 ة ال وس فة ال ف ة لل ات ة والأشعة ال ات   ال ال

ــ  .𝟏)تع 𝟔. 𝑀لــ  .(𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼 عــة ة م وســ فة ن ــف قــل  م ق ال ل 𝐹(𝐼)فــ ، نقــ

ع أن  𝑍ـــال = 𝑋 + 𝑌𝐼  ـــان ي إذا وفقـــ إذا  وســـ 𝑀𝑍شـــعاع ذاتـــي ن = (𝑎 + 𝑏𝐼)𝑍 .

ي  وس د ال 𝑎ى الع + 𝑏𝐼  فة ف ة لل ات ة ال   .𝑀ال

ة  ه .𝟏)م 𝟔. 𝑀ل  .(𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼 عـة ة م وسـ فة ن ـف قـل  م ق ال ئـ 𝐹(𝐼)فـ ، ع

ن  ـ 𝑎ت + 𝑏𝐼 ـ فة ـة ذات ـف ـان  𝑀ة لل فة  𝑎إذا وفقـ إذا  ـف ـة لل ـان  𝐴ـة ذات 𝑎و +

𝑏  فة ــف ــ ــة لل ــ ـــة ذات 𝐴ـ + 𝐵 ن ــ ــ ــا  ــ 𝑍، وأ = 𝑋 + 𝑌𝐼  فة ــف ــ إذا  𝑀شــــعاع ذاتــــي لل

ان  فة  𝑋وفق إذا  ف ان  𝐴شعاع ذاتي لل 𝑋و + 𝑌  فة ف 𝐴شعاع ذاتي لل + 𝐵.  

هان:   ال
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: وم ال   ل

𝑀ل  = 𝐴 + 𝐵𝐼 عـةم ة م وسـ فة ن 𝑍، ولـ ـف = 𝑋 + 𝑌𝐼  فة ـف شـعاع ذاتـي لل

𝑀و ، 𝑎 + 𝑏𝐼  فة ف ة لل ع 𝑀ة ذات ئ ح ال   ن: (1.6.2)، ع

 𝑀𝑍 = (𝑎 + 𝑏𝐼)𝑍  أ(𝐴 + 𝐵𝐼)(𝑋 + 𝑌𝐼) = (𝑎 + 𝑏𝐼)(𝑋 + 𝑌𝐼)  ــ ــ ــــ ــ ــ ــه وح ــــ ــ ــ ــ وم

ع  : (6.1.2)ال   ن

𝐴𝑋 + 𝐼[(𝐴 + 𝐵)(𝑋 + 𝑌) − 𝐴𝑋] = 𝑎𝑋 + 𝐼[(𝑎 + 𝑏)(𝑋 + 𝑌) − 𝑎𝑋] 

ل على: ف ن قة ال   ا

𝐴𝑋 = 𝑎𝑋 , (𝐴 + 𝐵)(𝑋 + 𝑌) = (𝑎 + 𝑏)(𝑋 + 𝑌) 

ع  ا أن: (1.6.2)إذن وح ال ي ج ل   ي

𝑎  فة ــف ـ ـــة لل ــة ذات فة  𝑋وأن  𝐴ـ ــف ـ 𝑎 ، و 𝐴شـــعاع ذاتـــي لل + 𝑏  فة ــف ـ ـــة لل ـــة ذات

𝐴 + 𝐵  وأن𝑋 + 𝑌  فة ف 𝐴شعاع ذاتي لل + 𝐵.  

: ة ال   كفا

ــ  𝑀لــ = 𝐴 + 𝐵𝐼 عــــة ة م وســــ فة ن ــف ــ ــ م فة  𝑎، ولــ ــف ــ ــة لل ــ  𝑋وأن  𝐴ــــة ذات

فة  ــف ــ ــعاع ذاتــــي لل 𝑎 ، و 𝐴شــ + 𝑏  فة ــف ــ ــــة لل 𝐴ــــة ذات + 𝐵  وأن𝑋 + 𝑌  شــــعاع ذاتــــي

فة  ف 𝐴لل + 𝐵 ع ج أن: (1.6.2). إذن وم ال   ي

𝐴𝑋 = 𝑎𝑋 , (𝐴 + 𝐵)(𝑋 + 𝑌) = (𝑎 + 𝑏)(𝑋 + 𝑌) 

ه:   وم

𝑀𝑍 = (𝐴 + 𝐵𝐼)(𝑋 + 𝑌𝐼) = 𝐴𝑋 + 𝐼[(𝐴 + 𝐵)(𝑋 + 𝑌) − 𝐴𝑋]   

ا أن:    و

𝐴𝑋 = 𝑎𝑋 , (𝐴 + 𝐵)(𝑋 + 𝑌) = (𝑎 + 𝑏)(𝑋 + 𝑌) 
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  إذن:

𝑀𝑍 = 𝑎𝑋 + 𝐼[(𝑎 + 𝑏)(𝑋 + 𝑌) − 𝑎𝑋] = (𝑎 + 𝑏𝐼)(𝑋 + 𝑌𝐼) = (𝑎 + 𝑏𝐼)𝑍 

ــ  ع ة ومــ ال ــ ج أن  (1.6.2)العلاقــة الأخ ــ 𝑎)ي + 𝑏𝐼)  ــة فة ــة ذات ــف 𝑋وأن  𝑀لل +

𝑌𝐼  فة ف   .𝑀شعاع ذاتي لل

ـــة  ــ ــ ه .𝟐)م 𝟔. فة  .(𝟐 ــف ــ ــ ــة لل ــ ــ ات ــ ال ــ ــ 𝑀ال = 𝐴 + 𝐵𝐼  ــــة عادلــ ــــل ال ــ ــا  ــ هــ ــــل عل ــ ن

ة  وس 𝑑𝑒𝑡[𝑀ال − (𝑎 + 𝑏𝐼)𝑈 × ] = 0.  

هان:   ال

ة: وس فة ال ف د ال ا وح تع م ي   ل

𝑑𝑒𝑡[𝑀 − (𝑎 + 𝑏𝐼)𝑈 × ] = 𝑑𝑒𝑡[(𝐴 − 𝑎𝑈 × ) − 𝐼(𝐵 − 𝑏𝑈 × )] 

𝑑𝑒𝑡[𝑀 − (𝑎 + 𝑏𝐼)𝑈 × ]

= 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑎𝑈 × )

+ 𝐼 𝑑𝑒𝑡 (𝐴 + 𝐵) − (𝑎 + 𝑏)𝑈 × − 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑎𝑈 × ) = 0 

ف ن أن: قة ال   ا

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑎𝑈 × ) = 0 … (1.6.2) 

𝑑𝑒𝑡 (𝐴 + 𝐵) − (𝑎 + 𝑏)𝑈 × − 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑎𝑈 × ) = 0 … (2.6.2) 

فة  𝑎ن أن  (1.6.2)م العلاقة  ف ة لل   .𝐴ة ذات

  ن أن: (2.6.2)وم العلاقة 

𝑑𝑒𝑡 (𝐴 + 𝐵) − (𝑎 + 𝑏)𝑈 × = 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝑎𝑈 × ) = 0 

ن  ل ت 𝑎)ل + 𝑏)  فة ف ة لل 𝐴ة ذات + 𝐵.  

.𝟐)تع  𝟔. 𝑀ل  .(𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼 عـة ة م وسـ فة ن ـف قـل  م ق ال ، ولـ 𝐹(𝐼)فـ

𝑎 = (𝛼 , 𝛽 فة  ( ــف ــة لل ات ــ ال ل 𝐴ال ــ 𝑎. و + 𝑏 = (𝛼 , 𝛽 فة  ( ــف ــة لل ات ــ ال ال
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𝐴 + 𝐵 ولــــــ ،𝑋 = {𝑋 = (𝑚 , 𝑛 ), 𝑋 = (𝑚 , 𝑛 فة  {( ــف ــ ــ ـــة لل ـــ ات ــعة ال ، 𝐴الأشــــ

ـــاً  ـــ ــ 𝑋وأ + 𝑌 = {𝐾 = (𝑠 , 𝑟 ), 𝐾 = (𝑠 , 𝑟 فة  {( ــف ــ ــــ ــة لل ــــــ ات ــعة ال ــ 𝐴الأشــــ + 𝐵 ،

ة: غ الآت ال فة  ف ة لل ات ة والأشعة ال ات ى ال ال ئ تع   ع

ة:  ات   ال ال

𝑎 + 𝑏𝐼 =
𝛼 + (𝛼 − 𝛼 )𝐼,   𝛼 + (𝛽 − 𝛼 )𝐼

 
 𝛽 + (𝛼 − 𝛽 )𝐼,   𝛽 + (𝛽 − 𝛽 )𝐼

… (3.6.2) 

ة: ات   الأشعة ال

𝑋 + 𝑌𝐼 =
𝑋 + (𝑋 − 𝑋 )𝐼,  𝑋 + (𝐾 − 𝑋 )𝐼

 
 𝐾 + (𝐾 − 𝑌 )𝐼,   𝐾 + (𝐾 − 𝐾 )𝐼

… (4.6.2) 

ال  .𝟏)م 𝟔. 𝑀ل  .(𝟐 = 𝐴 + 𝐵𝐼 ة ت عة م ال ة م وس فة ن ف ة ح م ان   :ال

𝐴 =
1 −1
0 2

 , 𝐵 =
0 1
1 1

 

فة  ف ة لل ات ة والأشعة ال ات ج ال ال   .𝑀ل

ل:   ال

فة  ف ة لل ات ق م أن ال ال لة ال ه  𝐴  هي𝑎 = (𝛼 , 𝛽 ) = (1,2).  

فة  ف ة لل ات 𝐴وأن ال ال + 𝐵  هي𝑎 + 𝑏 = (𝛼 , 𝛽 ) = (1,3)  

فة ن (3.6.2)م العلاقات  ف ة لل ات   هي: 𝑀 أن ال ال

𝑎 + 𝑏𝐼 = {1 , 1 + 2𝐼 , 2 − 𝐼 ,2 + 𝐼} 

فة  ف ة لل ات لة م أن الأشعة ال ه ق  ا  ال   هي: 𝐴أ

𝑋 = {𝑋 = (1,0), 𝑋 = (1, −1)} 

فة  ف ة لل ات 𝐴وأن ال ال + 𝐵 :هي  
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𝑋 + 𝑌 = 𝐾 = 1,
−1

2
, 𝐾 = (0,1)  

ة هي: (4.6.2)م العلاقات  ات   ن أن الأشعة ال

𝑋 + 𝑌𝐼 =
(1,0) + (−1,1)𝐼 , (1,0) + 0,

−1

2
𝐼 

(1, −1) + (−1,2)𝐼, (1, −1) + 0,
1

2
𝐼
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  ثالثالفصل ال

  

  

n-REFINED ة وس فة ن ف   م
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مة:   مق

ــ  ــ ـ ــــل تع ـ ا الف ــ ــ ــــي هـ م فـ ــ ــ فاتنقـ ــف ــ ـ ـــى  لل عـــــة، إلــ ة ال وســـــ فة م n-refinedال ــف ــ ـ

عــة،  ة م وســ يــ فــي الن م ج ــ مفهــ ع ا ال ــ هــ ع ــاني و ــل ال ــا فــي الف ، و وســ ت

ب،  ــ قلـ د، وال ـــ ال ـــه،  قات ـــه وت ائ فات، ودراســـة خ ـــف ــ مـــ ال ا الـ ــ هـــ ـ ع م ب ق ــ سـ

ا  ن لهــ ل لــي هـام ــة  ه ــ م ل، وتع قـ ه االوال ب هــ ــاد مقلــ فات، و ـف ع مــ ال فة ــ ــف ل

اد الإضاع ة،  ه ه ال ة.اً على تع ه ات   افة لل والأشعة ال

𝟏 − 𝟑 n-REFINED مصفوفة نتروسوفيكية مربعة:  

.𝟏) تع 𝟏.   لنعرف الأن العدد الحقيقي النتروسوفيكي بشكل عام، والذي يعرف بالشكل: .(𝟑

𝑤 = 𝑎 + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼  

𝐼 حيث , 𝐼 , … , 𝐼 اللاتحديد عناصر.  

.𝟐) تع 𝟏. 𝑤ليكن العدد النتروسوفيكي  .(𝟑 = 𝑎 + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼  ذ عندئ

  يعرف مقلوب هذا العدد بالشكل:

1

𝑤
=

1

𝑎 + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼
= (𝑎 + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼 )  

= 𝑎 + [(𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 ) − (𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 ) ]𝐼

+ [(𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 ) − (𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 ) ]𝐼 + ⋯

+ [(𝑎 +𝑎 ) − 𝑎 ]𝐼 … (1.1.3) 

.𝟐) تع 𝟏. 𝟑). n-REFINED :مصفوفة نتروسوفيكية  

𝐴ل  × = 𝑎 ; 𝑎 = 𝑥 + 𝑦𝐼 + 𝑧𝐼 + ⋯ + 𝑡𝐼 ∈ 𝑅 (𝐼)  ح𝑅 (𝐼) 

ي  ئ ن ي، ع وس 𝐴حقل ن × n-refined .ة وس فة ن ف   م

.𝟑)تع  𝟏. 𝟑): n-REFINED  عة:مصفوفة نتروسوفيكية   م

ة  وس فة ال ف ل ع ال 𝐴نق ة n-refinedأنها  × وس فة ن ف عة إذا  م م

𝑚كان  = 𝑛  ل ال 𝐴وت  غة:× ال ها    ، ونع ع
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𝐴 = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼  

𝐴ح  , 𝐴 , 𝐴 , … , 𝐴 .ة فات ح ف   م

ةملا .𝟏) ح 𝟏. ان .(𝟑 𝑛 في حال  = قة  2 ـا فة ال ـف ي ال ـ ئ ن فة  REFINEDع ـف م

انــ  عــة، وفــي حــال  ة م وســ 𝑛ن = ها  1 ــ دراســ عــة وت ة م وســ فة ن ــف ى م ــ ت

وحة. ه الأ اني م ه ل ال   في الف

ة .𝟐) ملاح 𝟏. ا:  .(𝟑 ي   ل

𝐼 . 𝐼 = 𝐼 ,  𝐼 . 𝐼 = 𝐼 ;  𝑖 ≠ 𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 

 𝐼 . 𝐼 = 𝐼 ;  𝑖 ≠ 𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 −   أو 1

.𝟑)تعريف  𝟏. 𝟑):  

  لتكن المصفوفتان

𝐴 = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 , 𝐵 = 𝐵 + 𝐵 𝐼 + 𝐵 𝐼 + ⋯ + 𝐵 𝐼  

  ولتكن:

𝑁 = 𝐴 ,  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

𝑀 = 𝐴 ,  𝑀 = 𝐵 + 𝐵 𝐼 + 𝐵 𝐼 + ⋯ + 𝐵 𝐼 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

  بالصيغة: 𝐴𝐵عندئذ يعرف الجداء 

𝐴𝐵 = 𝑁 𝑀 + [𝑁 𝑀 − 𝑁 𝑀 ]𝐼 + [𝑁 𝑀 − 𝑁 𝑀 ]𝐼  

.𝟒)تعريف  𝟏. 𝟑) :  

𝐴لتكن  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 :وليكن  

      𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴     ;  𝑁 = 𝐴     ,   1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

  بالشكل: 𝐴عندئذ يعرف محدد المصفوفة 
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𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝐴

+ [𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 )

− 𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 )]𝐼

+ [𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 )]𝐼

+ ⋯ + [𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝐴 ) − 𝑑𝑒𝑡𝐴 ]𝐼  

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝐴 + [𝑑𝑒𝑡(𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )]𝐼 + [𝑑𝑒𝑡(𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )]𝐼  

ال  .𝟏)م 𝟏. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 :حيث  

𝐴 =
1 0
1 1

𝐴 =
−2 1
1 3

, 𝐴 =
0 1
0 2

,  𝐴 =
−1 0
2 1

,   

  لنوجد محدد هذه المصفوفة.

  :الحل

  ومنه: REFINED-3من النوع  𝐴نلاحظ أولاً أن المصفوفة 

𝑁 = 𝐴 =
1 0
1 1

⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁 = 1 

  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴  ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 =
0 2
3 7

⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁 = −6 

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 =
−1 2
2 6

⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁 = −10 

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 =
−1 1
2 4

⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁 = −6 

  نجد أن: (4.1.3)حسب التعريف 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝑁 + [𝑑𝑒𝑡(𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )]𝐼 + [𝑑𝑒𝑡(𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )]𝐼 + ⋯

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )]𝐼  
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𝑑𝑒𝑡𝐴 = 1 + [−6 + 10]𝐼 + [−10 + 6]𝐼 + [−6 − 1]𝐼  

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 1 + 4𝐼 − 4𝐼 − 7𝐼  

ال  .𝟐)م 𝟏. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 :حيث  

𝐴 =
1 0
1 2

𝐴 =
0 1
0 2

,  𝐴 =
0 3
1 2

,  

  لنوجد محدد هذه المصفوفة.

  الحل:

  ومنه: REFINEDلنوع من ا 𝐴نلاحظ أولاً أن المصفوفة 

𝑁 = 𝐴 =
1 0
1 2

⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁 = 2 

  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴  ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 =
1 4
2 6

⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁 = −2 

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 =
1 1
1 4

⟹ 𝑑𝑒𝑡𝑁 = 3 

  نجد أن: (4.1.3)حسب التعريف 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝑁 + [𝑑𝑒𝑡(𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )]𝐼 + [𝑑𝑒𝑡(𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )]𝐼  

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 2 + [−2 − 3]𝐼 + [−3 − 2]𝐼  

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 2 − 5𝐼 − 5𝐼  

ة ه .𝟏) م 𝟏. 𝟑).  

  لتكن المصفوفتان

𝐴 = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 , 𝐵 = 𝐵 + 𝐵 𝐼 + 𝐵 𝐼 + ⋯ + 𝐵 𝐼  

𝑑𝑒𝑡𝐴𝐵عندئذ فإن  = 𝑑𝑒𝑡𝐴 𝑑𝑒𝑡𝐵.  
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  البرهان:

  لتكن:

𝑁 = 𝐴 ,  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

𝑀 = 𝐴 ,  𝑀 = 𝐵 + 𝐵 𝐼 + 𝐵 𝐼 + ⋯ + 𝐵 𝐼 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

  :(3.1.3)التعريف  لدينا حسب

𝐴𝐵 = 𝑁 𝑀 + [𝑁 𝑀 − 𝑁 𝑀 ]𝐼 + [𝑁 𝑀 − 𝑁 𝑀 ]𝐼  

  يكون: (4.1.3)ومنه وحسب التعريف 

𝑑𝑒𝑡𝐴𝐵 = 𝑑𝑒𝑡(𝑁 𝑀 ) + [𝑑𝑒𝑡(𝑁 𝑀 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 𝑀 )]𝐼

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑁 𝑀 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 𝑀 )]𝐼  

𝑁ومن كون  , 𝑀  وكذلك 𝑁 ,  𝑀:مصفوفات حقيقية فإن  

𝑑𝑒𝑡(𝑁 𝑀 ) = 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )𝑑𝑒𝑡(𝑀 ) , 𝑑𝑒𝑡 𝑁 𝑀 = 𝑑𝑒𝑡 𝑁 𝑑𝑒𝑡 𝑀  

  إذن:

𝑑𝑒𝑡𝐴𝐵 = 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )𝑑𝑒𝑡(𝑀 )

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑁 )𝑑𝑒𝑡(𝑀 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )𝑑𝑒𝑡(𝑀 )]𝐼

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑁 )𝑑𝑒𝑡(𝑀 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )𝑑𝑒𝑡(𝑀 )]𝐼  

𝑑𝑒𝑡𝐴𝐵 = 𝑑𝑒𝑡(𝑁 ) + [𝑑𝑒𝑡(𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )𝑑]𝐼

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑁 )]𝐼 𝑑𝑒𝑡(𝑀 )

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑀 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑀 )]𝐼 + [𝑑𝑒𝑡(𝑀 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑀 )]𝐼

= 𝑑𝑒𝑡𝐴 𝑑𝑒𝑡𝐵 
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.𝟓)تعريف  𝟏. 𝟑) :  

𝐴لتكن  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 ن:وليك  

𝑁 = 𝐴 ,  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

  بالشكل: 𝐴المصفوفة  عندئذ يعرف مقلوب

𝐴 = 𝐴 + [(𝑁 ) − (𝑁 ) ]𝐼 + [(𝑁 ) − (𝑁 ) ]𝐼  

ال  .𝟑)م 𝟏. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 :حيث  

𝐴 =
1 0
1 1

𝐴 =
−2 1
1 3

, 𝐴 =
0 1
0 2

,  𝐴 =
−1 0
2 1

,   

  لنوجد مقلوب هذه المصفوفة.

  الحل:

𝑁 = 𝐴 =
1 0
1 1

⟹ (𝑁 ) =
1 −1
0 1

 

 𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 =
0 2
3 7

⟹ (𝑁 ) =
7

−1

2
−1

3
0

 

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 =
−1 2
2 6

⟹ (𝑁 ) =

6

10

2

10
2

10

−1

10

 

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 =
−1 1
2 4

⟹ (𝑁 ) =

−4

6

2

6
1

6

1

6
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  نجد: (5.1.3)حسب التعريف 

𝐴 = (𝑁 ) + [(𝑁 ) − (𝑁 ) ]𝐼 + [(𝑁 ) − (𝑁 ) ]𝐼 +

[(𝑁 ) − (𝑁 ) ]𝐼 . 

𝐴 =
1 −1
0 1

+
7

−1

2
−1

3
0

−

6

10

2

10
2

10

−1

10

𝐼

+

6

10

2

10
2

10

−1

10

−

−4

6

2

6
1

6

1

6

𝐼

+

−4

6

2

6
1

6

1

6

−
1 −1
0 1

𝐼  

𝐴 =
1 −1
0 1

+

63

10

−7

10
−13

10

1

10

𝐼 +

76

60

−8

60
−2

60

−16

60

𝐼 +

−10

6

8

6
1

6

−5

6

𝐼  

.𝟔)يف تعر 𝟏. 𝟑) :  

𝐴لتكن  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 :وليكن  

𝑁 = 𝐴 ,  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

  بالشكل: 𝐴عندئذ يعرف منقول المصفوفة 

𝐴 = 𝐴 + ∑ [(𝑁 ) − (𝑁 ) ]𝐼 + [(𝑁 ) − (𝑁 ) ]𝐼. 

ال  .𝟒)م 𝟏. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 :حيث  

𝐴 =
1 0
1 1

𝐴 =
−2 1
1 3

, 𝐴 =
0 1
0 2

,  𝐴 =
−1 0
2 1

,   
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  لنوجد منقول هذه المصفوفة.

  الحل:

𝑁 = 𝐴 =
1 0
1 1

⟹ 𝑁 =
1 1
0 1

 

  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴  ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 =
0 2
3 7

⟹ 𝑁 =
0 3
2 7

 

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 =
−1 2
2 6

⟹ 𝑁 =
−1 2
2 6

 

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 =
−1 1
2 4

⟹ 𝑁 =
−1 2
1 4

 

𝐴 = 𝑁 + 𝑁 − 𝑁 𝐼 + 𝑁 − 𝑁 𝐼 + 𝑁 − 𝑁 𝐼  

𝐴 =
1 1
0 1

+
0 3
2 7

−
−1 2
2 6

𝐼 +
−1 2
2 6

−
−1 2
1 4

𝐼

+
−1 2
1 4

−
1 1
0 1

𝐼  

𝐴 =
1 1
0 1

+
1 1
0 1

𝐼 +
0 0
1 2

𝐼 +
−2 1
1 3

𝐼  

ة .𝟏) ملاح 𝟏. 𝟑).  

𝐴لتكن  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 :وليكن  

𝑁 = 𝐴 ,  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

  :عندئذ

det(𝐴 ) = (𝑑𝑒𝑡𝐴) . .)1(  

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝐴 . .)2(  
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.𝟕)تعريف  𝟏. 𝟑) :  

𝐴لتكن  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 :وليكن  

𝑁 = 𝐴 ,  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

  بالشكل: 𝐴المصفوفة  قوىعندئذ يعرف 

𝐴 = 𝐴 + [(𝑁 ) − (𝑁 ) ]𝐼 + [(𝑁 ) − (𝑁 ) ]𝐼  

−𝟐 −    :مصفوفة نتروسوفيكية المربعة n-refinedكثير الحدود المميز ل  𝟑

.𝟏) تع 𝟐. 𝟑).  

𝐴لتكن  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 كن:ولي  

𝑁 = 𝐴 ,  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

يكن  𝑍 ول = 𝑋 + 𝑌𝐼 + 𝑇𝐼 + ⋯ + 𝐹𝐼ذ فة  عندئ ــف ـ ــ لل ـ ود ال ــ ـ ـــ ال ف   𝐴عـــ

ل:   ال

𝜑(𝑧) = 𝑑𝑒𝑡[𝑍𝑈 × − 𝐴]

= 𝑑𝑒𝑡[(𝑍𝑈 × − 𝐴 ) + (−𝐴 )𝐼 + (−𝐴 )𝐼 + ⋯

+ (−𝐴 )𝐼 ] 

𝜑(𝑧) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝐴 )

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 )]𝐼

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 )]𝐼  

ال  .𝟏)م 𝟐. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 :حيث  

𝐴 =
1 0
1 1

𝐴 =
−2 1
1 3

, 𝐴 =
0 1
0 2

,  𝐴 =
−1 0
2 1

,   

ود ال لها. ج  ال   ل
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ل:   ال

𝑍  ل = 𝑋 + 𝑌𝐼 + 𝑇𝐼 + 𝐹𝐼: ئ   ع

𝑁 = 𝐴 ,  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛;   

𝑁 = 𝐴 =
1 0
1 1

⟹ 𝑍𝑈 × − 𝑁 =
𝑍 − 1 0

−1 𝑍 − 1
 

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) = 𝑍 − 2𝑍 + 1  

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 =
0 2
3 7

⟹ 𝑍𝑈 × − 𝑁 =
𝑍 −2

−3 𝑍 − 7
 

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) = 𝑍 − 7𝑍 − 6  

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 =
−1 2
2 6

⟹ 𝑍𝑈 × − 𝑁 =
𝑍 + 1 −2

−2 𝑍 − 6
 

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) = 𝑍 − 5𝑍 − 10  

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 =
−1 1
2 4

⟹ 𝑍𝑈 × − 𝑁 =
𝑍 + 1 −1

−2 𝑍 − 4

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) = 𝑍 − 3𝑍 − 6 

𝜑(𝑧) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) + [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 )]𝐼

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 )]𝐼

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 )]𝐼  

𝜑(𝑧) = 𝑍 − 2𝑍 + 1 + [(𝑍 − 7𝑍 − 6 ) − (𝑍 − 5𝑍 − 10 )]𝐼

+ [(𝑍 − 5𝑍 − 10 ) − (𝑍 − 3𝑍 − 6)]𝐼

+ [(𝑍 − 3𝑍 − 6) − (𝑍 − 2𝑍 + 1)]𝐼  

𝜑(𝑧) = 𝑍 − 2𝑍 + 1 + (−𝑍 − 7 )𝐼 + (−2𝑍 − 4 )𝐼 + (−2𝑍 + 4 )𝐼  
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ـــة ه .𝟏) م 𝟐. ــ مــ أجــل أ  .(𝟑 ود ال ــ ــ ال عـــة  n-refinedك ة م وســ فة ن ــف م

لها. ق ود ال ل   او  ال

هان:  ة ي ال ال ه هان ال ه ب ب نف الأسل   .(1.2.2)هان 

ال  .𝟐)م 𝟐. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 :حيث  

𝐴 =
1 0
1 1

𝐴 =
−2 1
1 3

, 𝐴 =
0 1
0 2

,  𝐴 =
−1 0
2 1

,   

  وجدنا أن: (1.2.3)من المثال 

𝜑(𝑧) = 𝑍 − 2𝑍 + 1 + (−𝑍 − 7 )𝐼 + (−2𝑍 − 4 )𝐼 + (−2𝑍 + 4 )𝐼  

  ولدينا:

𝐴 =
1 1
0 1

+
1 1
0 1

𝐼 +
0 0
1 2

𝐼 +
−2 1
1 3

𝐼

= 𝐵 + 𝐵 𝐼 + 𝐵 𝐼 + 𝐵 𝐼  

  عندئذ:

𝑁 = 𝐵 =
1 1
0 1

⟹ 𝑍𝑈 × − 𝑁 =
𝑍 − 1 −1

0 𝑍 − 1
 

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) = 𝑍 − 2𝑍 + 1  

𝑁 = 𝐵 + 𝐵 + 𝐵 + 𝐵 =
0 3
2 7

⟹ 𝑍𝑈 × − 𝑁 =
𝑍 −3

−2 𝑍 − 7
 

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) = 𝑍 − 7𝑍 − 6  

𝑁 = 𝐵 + 𝐵 + 𝐵 =
−1 2
2 6

⟹ 𝑍𝑈 × − 𝑁 =
𝑍 + 1 −2

−2 𝑍 − 6
 

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) = 𝑍 − 5𝑍 − 10  

𝑁 = 𝐴 + 𝐴 =
−1 2
1 4

⟹ 𝑍𝑈 × − 𝑁 =
𝑍 + 1 −2

−1 𝑍 − 4

⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) = 𝑍 − 3𝑍 − 6 
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ψ(𝑧) = 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) + [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 )]𝐼

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 )]𝐼

+ [𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 ) − 𝑑𝑒𝑡(𝑍𝑈 × − 𝑁 )]𝐼  

ψ(𝑧) = 𝑍 − 2𝑍 + 1 + [(𝑍 − 7𝑍 − 6 ) − (𝑍 − 5𝑍 − 10 )]𝐼

+ [(𝑍 − 5𝑍 − 10 ) − (𝑍 − 3𝑍 − 6)]𝐼

+ [(𝑍 − 3𝑍 − 6) − (𝑍 − 2𝑍 + 1)]𝐼  

ψ(𝑧) = 𝑍 − 2𝑍 + 1 + (−𝑍 − 7 )𝐼 + (−2𝑍 − 4 )𝐼 + (−2𝑍 + 4 )𝐼  

⟹ ψ(𝑧) = 𝜑(𝑧) 

ة ه .𝟐) م 𝟐.   هاميلتون):-(كيلي.(𝟑

فة م ال  ف . n-refinedأ م ودها ال   هي صف ل ح

ال  .𝟑)م 𝟐. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 :حيث  

𝐴 =
1 0
1 1

𝐴 =
−2 1
1 3

, 𝐴 =
0 1
0 2

,  𝐴 =
−1 0
2 1

,   

  وجدنا أن: (1.2.3)من المثال 

𝜑(𝑧) = 𝑍 − 2𝑍 + 1 + (−𝑍 − 7 )𝐼 + (−2𝑍 − 4 )𝐼 + (−2𝑍 + 4 )𝐼  

  :𝜑(𝐴)لنوجد 

φ(𝐴) = 𝐴 − 2𝐴 + 1 + (−𝐴 − 7 )𝐼 + (−2𝐴 − 4 )𝐼 + (−2𝐴 + 4 )𝐼  

φ(𝐴) = 𝐴 − 2𝐴 − 𝐴𝐼 − 2𝐴𝐼 − 2𝐴𝐼 + 𝑈 × − 7𝑈 ×  𝐼 − 4𝑈 × 𝐼

+ 4𝑈 × 𝐼  

φ(𝐴) = 𝐴 − (2 + 𝐼 + 2𝐼 + 2𝐼  )𝐴 + (1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼  )𝑈 ×  

𝐴 = 𝐴𝐴 = 𝑁 𝑁 + [𝑁 𝑁 − 𝑁 𝑁 ]𝐼 + [𝑁 𝑁 − 𝑁 𝑁 ]𝐼

+ [𝑁 𝑁 − 𝑁 𝑁 ]𝐼  

𝑁 𝑁 =
1 0
1 1

1 0
1 1

=
1 0
2 1
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𝑁 𝑁 =
0 2
3 7

0 2
3 7

=
6 0

21 55
 

𝑁 𝑁 =
−1 2
2 6

−1 2
2 6

=
5 10

10 40
 

𝑁 𝑁 =
−1 1
2 4

−1 1
2 4

=
3 3
6 18

 

𝐴 =
1 0
2 1

+
6 0

21 55
−

5 10
10 40

𝐼

+
5 10

10 40
−

3 3
6 18

𝐼 +
3 3
6 18

−
1 0
2 1

𝐼  

𝐴 =
1 0
2 1

+
1 −10

11 11
𝐼 +

2 7
4 22

𝐼 +
2 3
4 17

𝐼  

−(2 + 𝐼 + 2𝐼 + 2𝐼  )𝐴

=
−2 + 𝐼 + 2𝐼 − 7𝐼 10𝐼 − 7𝐼 − 3𝐼

−2 − 11𝐼 − 4𝐼 − 4𝐼 −2 − 4𝐼 − 18𝐼 − 21𝐼
 

(1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼  )𝑈 ×

=
1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼 0

0 1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼
 

φ(𝐴) =
1 + 6𝐼 + 2𝐼 + 3𝐼 −10𝐼 + 7𝐼 + 3𝐼

2 + 11𝐼 + 4𝐼 + 4𝐼 1 + 11𝐼 + 22𝐼 + 17𝐼

+
−2 + 𝐼 + 2𝐼 − 7𝐼 10𝐼 − 7𝐼 − 3𝐼

−2 − 11𝐼 − 4𝐼 − 4𝐼 −2 − 4𝐼 − 18𝐼 − 21𝐼

+
1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼 0

0 1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼
=

0 0
0 0

 

φ(𝐴) = 0 

−𝟑 −    :n-refinedبعة من الشكل مقلوب المصفوفة النتروسوفيكية المر 𝟑

  سنوضح هذا المفهوم من خلال المثال الآتي:

ال  .𝟏)م 𝟑. 𝟑).  

𝐴لتكن المصفوفة  = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 :حيث  

𝐴 =
1 0
1 1

𝐴 =
−2 1
1 3

, 𝐴 =
0 1
0 2

,  𝐴 =
−1 0
2 1

,   

  المطلوب:
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 .(5.1.3)اعتماداً على التعريف  𝐴فوفة أوجد مقلوب المص .1
 .(2.2.3)اعتماداً على المبرهنة  𝐴أوجد مقلوب المصفوفة  .2

 الحل:

 وجدنا أن: (3.1.3)من المثال  .1

𝐴 =
1 −1
0 1

+

63

10

−7

10
−13

10

1

10

𝐼 +

76

60

−8

60
−2

60

−16

60

𝐼

+

−10

6

8

6
1

6

−5

6

𝐼 . 

  لدينا:  (1.2.3). من المثال2

𝜑(𝑧) = 𝑍 − 2𝑍 + 1 + (−𝑍 − 7 )𝐼 + (−2𝑍 − 4 )𝐼 + (−2𝑍 + 4 )𝐼  

  يكون: (2.2.3)حسب المبرهنة 

φ(𝐴) = 𝐴 − 2𝐴 + 1 + (−𝐴 − 7 )𝐼 + (−2𝐴 − 4 )𝐼 + (−2𝐴 + 4 )𝐼 = 0 

⟹ 𝐴 − (2 + 𝐼 + 2𝐼 + 2𝐼  )𝐴 = −(1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼  )𝑈 ×

⟹
−1

(1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼  )
[𝐴 − (2 + 𝐼 + 2𝐼 + 2𝐼  )𝐴]

= 𝑈 ×  

⟹
−1

(1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼  )
[𝐴 − (2 + 𝐼 + 2𝐼 + 2𝐼  )𝑈 × ] = 𝐴  

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 1 + 4𝐼 − 4𝐼 − 7𝐼 ≠ 0   

−1

(1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼  )
[𝐴 − (2 + 𝐼 + 2𝐼 + 2𝐼  )𝑈 × ] = 𝐴  

⟹ 𝐴 =
−1

(1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼  )
[𝐴 − (2 + 𝐼 + 2𝐼 + 2𝐼  )𝑈 × ] 

⟹ 𝐴 =
−1

(1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼  )

−1 − 2𝐼 − 2𝐼 − 4𝐼 𝐼 + 𝐼
1 + 2𝐼 + 𝐼 −1 + 𝐼
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⟹ 𝐴 =

⎝

⎛

1 + 2𝐼 + 2𝐼 + 4𝐼

1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼

−𝐼 − 𝐼

1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼
−1 − 2𝐼 − 𝐼

1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼

1 − 𝐼

1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼 ⎠

⎞ 

  نجد أن: (2.1.3)ومن التعريف 

1 + 2𝐼 + 2𝐼 + 4𝐼

1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼
= −1 +

63

10
𝐼 +

76

60
𝐼 −

10

6
𝐼   

−𝐼 − 𝐼

1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼
= −1 −

7

10
𝐼 −

8

60
𝐼 +

8

6
𝐼   

−1 − 2𝐼 − 𝐼

1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼
= −

13

10
𝐼 −

2

60
𝐼 +

1

6
𝐼  

 
1 − 𝐼

1 − 7𝐼 − 4𝐼 + 4𝐼
= 1 +

1

10
𝐼 −

16

60
𝐼 −

5

6
𝐼  

  إذن:

𝐴 =
1 −1
0 1

+

63

10

−7

10
−13

10

1

10

𝐼 +

76

60

−8

60
−2

60

−16

60

𝐼

+

−10

6

8

6
1

6

−5

6

𝐼  

𝟒 − وس 𝟑 فة ال ف ة لل ات ة والأشعة ال ات عة:ال ال   ة ال

.𝟏)تع  𝟒. 𝐴: لتكن (𝟑 = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 n-refined  مصفوفة

  نتروسوفيكية مربعة وليكن:

𝑁 = 𝐴 ,  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

ع أن  ــال ل  𝑍 نقــ = 𝑋 + 𝑌𝐼 + 𝑇𝐼 + ⋯ + 𝐹𝐼 ي إذا وفقــ إذا  شــعاع وســ ذاتــي ن

𝐴𝑍كان  = (𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 )𝑍ي وس قي ال د ال ى الع  .  
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 𝑎 + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼  فة ف ة لل ات ة ال   .𝐴ال

ــة  ـــ ه .𝟏)م 𝟒. ــــ  .(𝟑 𝐴ل = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 n-refined فوفة  مص

عة ة م وس قـل  ن ق ال 𝑅فـ (𝐼) ن ـ ئـ ت 𝑎، ع + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼  ـة

فة  ف ة لل ان  𝐴ذات فة  𝑎إذا وفق إذا  ف ة لل 𝑁ة ذات = 𝐴 ان اً    وأ

𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 فة ــة ذ ــف ــة لل ن 𝑁 ات ــ ا إلــى أن ت ــ 𝑎، وه + 𝑎  ــة

فة  ف ة لل ن  𝑁 ذات ا    وأ

 𝑍 = 𝑋 + 𝑌𝐼 + 𝑇𝐼 + ⋯ + 𝐹𝐼  فة ــف ــ ــي لل ــ ــعاع ذات ــــان  𝐴شــ ـــعاع  𝑋إذا وفقــــ إذا  شـ

فة  ــف 𝑁ذاتــي لل = 𝐴  ــان 𝑋و + 𝑇 + ⋯ + 𝐹  فة ــف ا 𝑁 شــعاع ذاتــي لل ــ إلــى أن  وه

𝑋ن  + 𝐹  فة ف   .𝑁 شعاع ذاتي لل

هان:   ال

: وم ال   ل

تكن  𝐴ل = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 n-refined  وفيكية فوفة نتروس مص
  مربعة وليكن:

𝑁 = 𝐴 ,  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

𝑍 ول  = 𝑋 + 𝑌𝐼 + 𝑇𝐼 + ⋯ + 𝐹𝐼  فة ف   .𝐴شعاع ذاتي لل

ــ   𝑎ولـ + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼  فة ــف ـ ـــة لل ــة ذات ــ 𝐴ـ ـ ع ـــ ال ــ ح ئـ ، ع

  ن: (1.4.3)

 𝐴𝑍 = (𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 )𝑍 :أ أن  

 (𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 )(𝑋 + 𝑌𝐼 + 𝑇𝐼 + ⋯ + 𝐹𝐼 ) =

(𝑎 + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼 )(𝑋 + 𝑌𝐼 + 𝑇𝐼 + ⋯ + 𝐹𝐼 )   

: ع ن ه وح ال   وم



49 
 

𝐴 𝑋 + [(𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 )(𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼 + ⋯

+ [(𝐴 + 𝐴 )(𝑋 + 𝐹)]𝐼

= 𝑎 𝑋 + [(𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 )(𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼 + ⋯

+ [(𝑎 + 𝑎 )(𝑋 + 𝐹)]𝐼  

ه:   وم

𝑁 𝑋 + [(𝑁 )(𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼 … + [(𝑁 )(𝑋 + 𝐹)]𝐼

= 𝑎 𝑋 + [(𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 )(𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼 …

+ [(𝑎 + 𝑎 )(𝑋 + 𝐹)]𝐼  

ل على: ف ن قة ال   ا

𝑁 𝑋 = 𝑎 𝑋 

(𝑁 )(𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹) = (𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 )(𝑋 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹), … , 

(𝑁 )(𝑋 + 𝐹) = (𝑎 + 𝑎 )(𝑋 + 𝐹) 

ع  ا أن: (1.4.3)إذن وح ال ي ج ل   ي

𝑎  فة ــف ــة لل 𝑁ــة ذات = 𝐴  وأن𝑋 ــ فة شــعاع ذاتــي لل 𝑁ف = 𝐴  ًــا 𝑎، وأ +

𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎  فة ــف ــ ـــــ ــة لل ــ ـــــ ــــة ذات 𝑋، وأن 𝑁 ـــــ + 𝑇 + ⋯ + 𝐹  ـــي ــ ــ ــعاع ذاتــ ــــ شـــ

فة  ــف ـ ا إلـــى أن   𝑁 لل ـــ 𝑎وه + 𝑎  فة ــف ـ ــة لل ـ 𝑋وأن  𝑁 ـــة ذات + 𝐹  شـــعاع ذاتـــي

فة  ف   .𝑁 لل

: ة ال   كفا

تكن  𝐴ل = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 n-refined  وفيكية فوفة نتروس مص
  مربعة وليكن:

𝑁 = 𝐴 ,  𝑁 = 𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

فة  𝑎ولـــ  ـــف ـــة لل 𝑁ـــة ذات = 𝐴  وأن𝑋  فة ـــف 𝑁شـــعاع ذاتـــي لل = 𝐴  ًـــا ، وأ

𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎  فة ــف ــة لل 𝑋، وأن 𝑁 ــة ذات + 𝑇 + ⋯ + 𝐹  شــعاع ذاتــي
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فة  ـــف 𝑎، وأن 𝑁 لل + 𝑎  فة ــف ـ ـــة لل 𝑋وأن  𝑁 ـــة ذات + 𝐹  فة ـــف ـــي لل شـــعاع ذات

 𝑁.  

ع  ج أن: (1.4.3)إذن وم ال   ي

𝑁 𝑋 = 𝑎 𝑋 

(𝑁 )(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)

= (𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 )(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹), … , 

(𝑁 )(𝑋 + 𝐹) = (𝑎 + 𝑎 )(𝑋 + 𝐹) 

ه:   وم

𝐴𝑍 = (𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼 )(𝑋 + 𝑌𝐼 + 𝑇𝐼 + ⋯ + 𝐹𝐼 ) =

𝐴 𝑋 + [(𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 )(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼 + ⋯ +

[(𝐴 + 𝐴 )(𝑋 + 𝐹)]𝐼   

ه:   وم

𝐴𝑍 = 𝑁 𝑋 + [(𝑁 )(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼 … + [(𝑁 )(𝑋 + 𝐹)]𝐼  

ا أن:    و

𝑁 𝑋 = 𝑎 𝑋 

(𝑁 )(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)

= (𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 )(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹), … , 

(𝑁 )(𝑋 + 𝐹) = (𝑎 + 𝑎 )(𝑋 + 𝐹) 

  إذن:

𝐴𝑍 = 𝑎 𝑋 + [(𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 )(𝑋 + 𝑌 + 𝑇 + ⋯ + 𝐹)]𝐼 …

+ [(𝑎 + 𝑎 )(𝑋 + 𝐹)]𝐼 = 

(𝑎 + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼 )(𝑋 + 𝑌𝐼 + 𝑇𝐼 + ⋯ + 𝐹𝐼 )  

= (𝑎 + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼 )𝑍 
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ــ  ـ ع ة ومـــ ال ـــ ج أن  (1.4.3)العلاقـــة الأخ ـــ 𝑎)ي + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼 ـــة  (

فة  ف ة لل 𝑋وأن  𝐴ذات + 𝑌𝐼 + 𝑇𝐼 + ⋯ + 𝐹𝐼  فة ف   .𝐴شعاع ذاتي لل

ــة  ه .𝟐)م 𝟒. فة  .(𝟑 ـف ـة لل ات ـ ال 𝐴ال = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼 + ⋯ + 𝐴 𝐼  ــل ن

ة: وس عادلة ال ل ال ها    عل

𝑑𝑒𝑡[𝐴 − (𝑎 + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼 )𝑈 × ] = 0 

هان:   ال

ة: وس فة ال ف د ال ا وح تع م ي   ل

𝑑𝑒𝑡[𝐴 − (𝑎 + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼 )𝑈 × ]

= 𝑑𝑒𝑡[(𝐴 − 𝑎 𝑈 × ) − (𝐴 − 𝑎 𝑈 × )𝐼 − ⋯

− (𝐴 − 𝑎 𝑈 × )𝐼 ] 

det(𝐴 − (𝑎 + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼 )𝑈 × )

= det(𝐴 − 𝑎 𝑈 × )

+ 𝐼 [det(𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 − (𝑎 + 𝑎 + 𝑎

+ ⋯ +)𝑈 × )

− det(𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 − (𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 )𝑈 × )]

+ 𝐼 [det(𝐴 + 𝐴 − (𝑎 + 𝑎 )𝑈 × ) − det(𝐴 − 𝑎 𝑈 × )]

= 0 

ف ن أن: قة ال   ا

det(𝐴 − 𝑎 𝑈 × )

= det(𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 − (𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 )𝑈 × )

= det(𝐴 + 𝐴 + 𝐴 + ⋯ + 𝐴 − (𝑎 + 𝑎 + 𝑎

+ ⋯ +)𝑈 × ) = ⋯ = det(𝐴 + 𝐴 − (𝑎 + 𝑎 )𝑈 × )

= det(𝐴 + 𝐴 − (𝑎 + 𝑎 )𝑈 × ) = 0 

فة  𝑎إذ  ـــف ـــــــ ــــة لل ــ ــــ ـــة ذات ــ ــــ 𝑁ـ = 𝐴  و(𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 ـــة  ( ــــ ــ ـ ــة ذات ــــ ــ ــ

فة  ف ا إلى أن ن أن  𝑁لل 𝑎)وه + 𝑎 فة  ( ف ة لل   .𝑁ة ذات
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−𝟓 − 𝟑 n- REFINRD معادلة خطية نتروسوفيكية :  

.𝟏) تع 𝟓. 𝟑).  

ي 𝐹 كنل (𝐼) n-REFINED  ل رف حق ذ نع وفيكي عندئ وق  n-REFINEDنتروس ة ف ة خطي معادل

𝐹الحقل  (𝐼) :بالشكل  

𝐴𝑋 + 𝐵 = 0 … (1.5.3) 

  حيث أن:

𝐴 = 𝑎 + 𝑎 𝐼 + 𝑎 𝐼 + ⋯ + 𝑎 𝐼  

𝐵 = 𝑏 + 𝑏 𝐼 + 𝑏 𝐼 + ⋯ + 𝑏 𝐼  

𝑋 = 𝑥 + 𝑥 𝐼 + 𝑥 𝐼 + ⋯ + 𝑥 𝐼  

  ويعطى حلها بالشكل:

𝐴𝑋 + 𝐵 = 0 ⟹ 𝐴𝑋 = −𝐵 ⟹ 𝑋 = −𝐴 𝐵 … (2.5.3) 

.𝟐) تع 𝟓. 𝟑).  

ي ة  n-REFINEDكن ل رف جمل ذ نع وفيكي عندئ ل نتروس كل  n-REFINEDحق ة بالش ة خطي معادل

𝐹فوق الحقل  (𝐼):  

𝐴 𝑋 + 𝐵 = 0
𝐴 𝑋 + 𝐵 = 0

⋮
𝐴 𝑋 + 𝐵 = 0

… (3.5.3) 

ة   𝑋مصفوفة نتروسوفيكية وأن  n-REFINEDهي  𝐴حيث أن  (2.5.3)ويعطى حلها وفقاً للعلاق

ي  ة، وأن  n-REFINEDه وفيكية عمودي فوفة نتروس ي  𝐵مص فوفة  n-REFINEDه مص
  نتروسوفيكية عمودية.

ال  .𝟏)م 𝟓. 𝟑).  

  أوجد حلول جملة المعادلات النتروسوفيكية الآتية:

(2 + 𝐼 + 3𝐼 )𝑋 + (1 − 𝐼 − 𝐼 )𝑋 = −𝐼  

(3 + 4𝐼 )𝑋 + (1 + 𝐼 )𝑋 = 𝐼  

  الحل:



53 
 

  لدينا:

𝐴 =
2 + 𝐼 + 3𝐼 1 − 𝐼 − 𝐼

3 + 4𝐼 1 + 𝐼
 

  وهذه المصفوفة تكتب بالشكل:

𝐴 = 𝐴 + 𝐴 𝐼 + 𝐴 𝐼  

  حيث:

𝐴 =
2 1
3 1

, 𝐴 =
1 −1
0 1

, 𝐴 =
3 −1
4 0

 

  ولدينا:

𝑋 =
𝑋
𝑋

 , 𝐵 =
−𝐼
𝐼

 

  نجد أن: (5.1.3)الآن اعتماداً على التعريف 

𝐴 =
−1 −

9

95
𝐼 +

6

5
𝐼 1 +

1

19
𝐼 − 𝐼

3 +
98

95
𝐼 −

22

5
𝐼 −2 −

13

19
𝐼 + 3𝐼

 

  نجد أن: (2.5.3)ة عندئذ حسب العلاق

𝑋 =
𝑋
𝑋

=
−1 −

9

95
𝐼 +

6

5
𝐼 1 +

1

19
𝐼 − 𝐼

3 +
98

95
𝐼 −

22

5
𝐼 −2 −

13

19
𝐼 + 3𝐼

−𝐼
𝐼

 

  يكون: (3.1.3)ومنه حسب التعريف 

𝑋 =
𝑋
𝑋

=
−

1

19
𝐼

−
6

19
𝐼 + 𝐼
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  رابعالفصل ال

  

ة فاضل عادلات ال ة ال ة ال ف وس ت ُ  ال ام دالة ال ُ اس
ة وس ت   ال
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مة:   مق

وســ  ت ــ ال علــ  ــا ي ات، و اضــ وع الهامــة فــي ال ة أحــ الفــ فاضــل عــادلات ال ــ ال تع

ة ال فاضـل عـادلات ال ع لـ ال ـةً ل  لأح وأن قام ب ا ة ب ـ انـ الف ل  ة، لـ وسـ ت

ة وســ ت ــ ال امــل دالــة ال م ل وســ تقــ مفهــ ــ ال الغــة فــي م ــة  ــا لهــا مــ أه ، ل

اً،  وســـــ ة ن فاضـــــل ـــادلات ال عــ ـــة لل عــ ـــــا م ــــ أن ـ ــي تع ـــا فـــ املهــ ــــة وت الـ ه ال ام هـــــ واســـــ

ة  فاضــل عــادلات ال ــة الأولــى، ومكال ت امــل مــ ال امــة، وع عــادلات ال ــاتي، وال لي ور نــ ي ب عــادل

امه فــي  ــل لابــلاس واســ ة فــي ت وســ ت ــ ال م دالــة ال الإضــافة لإدخــال مفهــ ــل،  ال

ـاح فـي  ـ وال ه ـال أمـام ال ة، فـات ال وسـ ة ال ة ال فاضل عادلات ال ع ال حل 

ـــا أخــ ـ راســـة أن وســـ ل ت ة ال فاضـــل عـــادلات ال ال ة،  وســـ ت ة ال فاضـــل عـــادلات ال  لل

ا. ات عل ة م م وس ت   ال

𝟏 −   تروسوفيكية:يوتكامل دالة السمك الن 𝟒

ــ ـ .𝟏) تع 𝟏. تكن  .(𝟒 𝑚(𝑥)ل = [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)] مك الن ة الس ذ يودال وفيكية عندئ تروس

  يعرف مفهوم تكامل هذه الدالة بالشكل:

𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)]𝑑𝑥

= 𝑚 (𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑐 , 𝑚 (𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑐 = [𝐴, 𝐵]   (48) 

𝑐حيث  = 𝑎 + 𝑏 𝐼  و𝑐 = 𝑎 + 𝑏 𝐼 .ثابتي التكاملين  

ال  .𝟏)م 𝟏. 𝟒).  

𝑚(𝑥) لتكن = [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)] = 𝑥𝑒 , 𝑥𝑒:عندئذ  

𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥𝑒 , 𝑥𝑒 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒  𝑑𝑥 + 𝑐  , 𝑥𝑒 𝑑𝑥 + 𝑐   

= [𝐴, 𝐵] 

𝐴 = 𝑥𝑒  𝑑𝑥 + 𝑐 = 𝑥. 𝑒 − 𝑒 + 𝑐  

𝐵 = 𝑥𝑒 𝑑𝑥 + 𝑐 =
1

2
. 𝑒 + 𝑐  
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𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥. 𝑒 − 𝑒 + 𝑐 ,
1

2
. 𝑒 + 𝑐  

ال  .𝟐)م 𝟏. 𝟒).  

𝑚(𝑥) لتكن = [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)] =   عندئذ:,

𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =
1

1 + 𝑥
,

𝑥

1 + 𝑥
𝑑𝑥

=
1

1 + 𝑥
 𝑑𝑥 + 𝑐  ,

𝑥

1 + 𝑥
𝑑𝑥 + 𝑐   = [𝐴, 𝐵] 

𝐴 =
1

1 + 𝑥
 𝑑𝑥 + 𝑐 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(𝑥) + 𝑐  

𝐵 =
𝑥

1 + 𝑥
𝑑𝑥 + 𝑐 = 𝑥 − 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(𝑥) + 𝑐  

𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(𝑥) + 𝑐 , 𝑥 − 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(𝑥) + 𝑐 ] 

𝟐 −  كية من المرتبة الأولى:يتروسوفيويالمعادلة التفاضلية الخطية الن 𝟒

   المتجانسة: تروسوفيكيةوالمعادلة التفاضلية الخطية الني

  تروسوفيكية لدالة السمك بالشكل:وتم تعريف المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة الني

�́� + 𝑚(𝑥)𝑦 = 0 ;  𝑚(𝑥) = [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)]   (49) 

  طريقة الحل:

�́� + 𝑚(𝑥)𝑦 = 0 

�́� + [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)]𝑦 = 0 

�́� = −[𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)]𝑦  

 
�́�

𝑦
= −[𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)] 

  بمكاملة الطرفين نجد:

ln
𝑦

𝑐
= − [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)] 𝑑𝑥 =  − 𝑚 (𝑥)  𝑑𝑥 , 𝑚 (𝑥)  𝑑𝑥  
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  ومنه:

𝑦 = 𝑐 𝑒 ∫ ( ) , 𝑒 ∫ ( )   … …  (50) 

𝑐حيث  = 𝑎 + 𝑏𝐼 .ثابت التكامل  

  .(49)حل المعادلة التفاضلية  (50)العلاقة 

ال  .𝟐)م 𝟐. 𝟒).  

  أوجد الحل للمعادلة التفاضلية الآتية:

�́� +
1

𝑥
, 2𝑥 𝑦 = 0 

  الحل:

𝑚نلاحظ أن:  (𝑥) 𝑚و  = (𝑥) = 2𝑥 .  

  نجد أن: (2)الآن بالتعويض بشكل مباشر بالعلاقة 

𝑦 = (𝑎 + 𝑏𝐼) 𝑒 ∫  , 𝑒 ∫  = (𝑎 + 𝑏𝐼) 𝑒 , 𝑒

= (𝑎 + 𝑏𝐼)
1

𝑥
, 𝑒  

  ومنه الحل العام للمعادلة هو:

𝑦 = (𝑎 + 𝑏𝐼)
1

𝑥
, 𝑒  

𝟒. 𝟐.    تجانسة:المغير  تروسوفيكيةوالمعادلة التفاضلية الخطية الني 𝟒

.𝟓 تعريف 𝟐. 𝟒 :  

  تروسوفيكية لدالة السمك بالشكل:وتم تعريف المعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة الني

�́� + 𝑚(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑚(𝑥)حيث:  = [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)]  و𝑓(𝑥) = [𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)]  

  :عندئذ تأخذ هذه المعادلة أحد الأشكال الآتية

�́� + [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥) … … (51) 

�́� + 𝑝(𝑥)𝑦 = [𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)] … … (52) 
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�́� + [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)]𝑦 = [𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)]   (53) 

  طريقة الحل:

رق  دة ط د ع يكية توج ة الكلاس ر المتجانس ة غي لية الخطي ادلات التفاض ي المع ال ف و الح ا ه كم
  يل).(عامل التكم نج (تغيير الثابت) وطريقة أويلرلحلها منها طريقة لاغرا

  ويلر.أ باستخدام طريقةالحل فقط  نعرض في هذا الفصلولكن 

  وباقي النماذج بالطريقة نفسها. النموذج الأولفي طريقة الحل على  نعتمد والآن

�́� + [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥) 

  خطوات الحل:

  كما يلي: (51)لة أولاً: نوجد عامل التكميل للمعاد

𝜇(𝑥) = 𝑒∫[ ( ), ( )]  

  بعامل التكميل نجد: (51)ثانياً: نضرب طرفي المعادلة 

𝜇(𝑥)�́� + 𝜇(𝑥)[𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥)𝜇(𝑥) 

  ل:وبالتالي يمكن كتابة المعادلة بالشك 𝜇(𝑥)𝑦نلاحظ أن الطرف الأيسر ما هو إلا مشتق الدالة: 

𝑦𝜇(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝜇(𝑥) 

  وهو: (51)ثالثاً: بمكاملة العلاقة الأخيرة نحصل على الحل العام للمعادلة 

𝑦 =
1

𝜇(𝑥)
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝑞(𝑥)𝜇(𝑥)𝑑𝑥 … … (54) 

ال  .𝟔)م 𝟐. 𝟑).  

  الآتية: تروسوفيكيةوالنيأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية غير المتجانسة 

�́� + 2𝑥,
1

𝑥
𝑦 = 𝑥 

  الحل:

  المعادلة المعطاة من النموذج الأول أي:

�́� + [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥) 

  نوجد عامل التكميل:
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𝜇(𝑥) = 𝑒  , 𝑥  

  نجد:  (54)بالتعويض المباشر بالعلاقة 

𝑦 =
1

𝜇(𝑥)
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝑥𝜇(𝑥)𝑑𝑥

=
1

𝑒  , 𝑥
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝑥𝑒 𝑑𝑥 , 𝑥 𝑑𝑥  

  حيث:

𝑥𝑒 𝑑𝑥 =
1

2
 𝑒  

𝑥 𝑑𝑥 =
1

3
 𝑥  

  وبالتالي الحل العام للمعادلة المعطاة هو:

𝑦 =
1

𝑒  , 𝑥
𝑎 + 𝑏𝐼 +

1

2
𝑒  ,

1

3
𝑥  

ال  .𝟕)م 𝟐. 𝟒).  

  فاضلية الآتية:أوجد الحل العام للمعادلة الت

�́� + 𝑐𝑜𝑡(𝑥) 𝑦 = [𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑐𝑜𝑠(𝑥)] 

  الحل:

  المعادلة المعطاة من النموذج الثاني أي:

�́� + 𝑝(𝑥)𝑦 = [𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)] 

  نوجد عامل التكميل نجد:

𝜇(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥) 

  الآن بضرب طرفي المعادلة بعامل التكميل نجد أن الحل العام يكتب بالشكل:
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𝑦 =
1

𝜇(𝑥)
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝜇(𝑥) . [𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑐𝑜𝑠(𝑥)]𝑑𝑥

=
1

𝑠𝑖𝑛(𝑥)
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝑠𝑖𝑛(𝑥) . [𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑐𝑜𝑠(𝑥)]𝑑𝑥

=
1

𝑠𝑖𝑛(𝑥)
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝑠𝑖𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥, 𝑠𝑖𝑛(𝑥). 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝑑𝑥  

  حيث:

𝑠𝑖𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥 =
1

2
𝑥 +

1

4
𝑠𝑖𝑛(2𝑥) 

𝑠𝑖𝑛(𝑥). 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝑑𝑥 =
1

2
𝑠𝑖𝑛(2𝑥)𝑑𝑥 = −

1

4
𝑐𝑜𝑠(2𝑥) 

  إذن الحل العام هو:

𝑦 =
1

𝑠𝑖𝑛(𝑥)
𝑎 + 𝑏𝐼 +

1

2
𝑥 +

1

4
𝑠𝑖𝑛(2𝑥) , −

1

4
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)  

ال  .𝟖)م 𝟐. 𝟒).  

  الآتية: النيتروسوفيكيةأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 

�́� +
1

𝑥
, 𝑥 𝑦 = [𝑥 , 𝑥] 

  الحل:

  المعادلة المعطاة من النموذج الثالث أي:

�́� + [𝑚 (𝑥), 𝑚 (𝑥)]𝑦 = [𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)] 

  نوجد عامل التكميل فنجد:

𝜇(𝑥) =  𝑥, 𝑒  

  الآن بضرب طرفي المعادلة بعامل التكميل نجد أن الحل العام يكتب بالشكل:
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𝑦 =
1

𝜇(𝑥)
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝜇(𝑥) [𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)]𝑑𝑥

=
1

 𝑥, 𝑒
𝑎 + 𝑏𝐼 +  𝑥, 𝑒  . [𝑥 , 𝑥]𝑑𝑥

=
1

 𝑥, 𝑒
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝑥. 𝑥  𝑑𝑥, 𝑥. 𝑒 𝑑𝑥

=
1

 𝑥, 𝑒
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝑥  𝑑𝑥, 𝑥. 𝑒 𝑑𝑥  

  حيث:

𝑥  𝑑𝑥 =
1

4
𝑥  

𝑥. 𝑒  𝑑𝑥 = 𝑒  

  إذن الحل العام هو:

𝑦 =
1

 𝑥, 𝑒
𝑎 + 𝑏𝐼 +

1

4
𝑥  , 𝑒  

−𝟑 −    ة:يكيادلة برنولي النيوتروسوفمع 𝟒

.𝟏) تع 𝟑. 𝟒).  

  تروسوفيكياً أحد الأشكال الآتية:تأخذ معادلة برنولي نيو

�́� + [𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦    (55) 

�́� + 𝑝(𝑥)𝑦 = [𝑞 (𝑥), 𝑞 (𝑥)]𝑦    (56) 

�́� + [𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)]𝑦 = [𝑞 (𝑥), 𝑞 (𝑥)]𝑦    (57) 

  لحل:طريقة ا

  وباقي النماذج بالطريقة نفسها. النموذج الأولعتمد في طريقة الحل على سن

�́� + [𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦  

  فتأخذ المعادلة الشكل: 𝑦على  (55)أولاً: نقسم طرفي المعادلة  



62 
 

�́�𝑦 + [𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥)    (58) 

  جري تغيير في المتحول من الشكل:ثانياً: ن

𝑧 = 𝑦  

  عندئذ:

�́� = (−𝑛 + 1)𝑦 �́� 

  ومنه:

�́� =
𝑦 �́�

−𝑛 + 1
 

  نحصل على المعادلة: (58)ثالثاً: نعوض في المعادلة 

�́�𝑦 + (−𝑛 + 1)[𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)]𝑧 = (−𝑛 + 1)𝑞(𝑥)    (59) 

  ويعطى حلها بالشكل: انسةوهي معادلة تفاضلية خطية غير متج

𝑧 =
1

𝜇(𝑥)
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝜇(𝑥)𝑞(𝑥)𝑑𝑥  

  .(59)عامل التكميل للمعادلة  𝜇(𝑥)حيث 

  

  بالشكل: (55)رابعاً: يعطى حل المعادلة 

𝑦 = {𝑧}  

ال  .𝟐)م 𝟑. 𝟒).  

  الآتية: تروسوفيكيةوالنيأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 

�́� − 𝑥,
1

𝑥
𝑦 = 𝑥𝑦  

  الحل:

  المعادلة المعطاة هي معادلة برنولي من النموذج الأول أي:

�́� + [𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)]𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦  

  فتأخذ المعادلة الشكل: 𝑦نقسم طرفي المعادلة على 
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�́�𝑦 − 𝑥,
1

𝑥
𝑦 = 𝑥    (60) 

  نجري تغيير في المتحول من الشكل:

𝑧 = 𝑦  

  عندئذ:

�́� = −2𝑦 �́� 

  ومنه:

�́� =
−𝑦 �́�

2
 

  نحصل على المعادلة: (60)نعوض في المعادلة 

�́� + 2𝑥,
2

𝑥
𝑧 = −2𝑥  

و: ا ه ل له ل التكمي ة عام ر متجانس ة غي لية خطي ة تفاض ي معادل  وه

𝜇(𝑥) = 𝑒 , 𝑥  

  ويعطى حلها بالشكل:

𝑧 =
1

𝜇(𝑥)
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝜇(𝑥)𝑞(𝑥)𝑑𝑥  

  إذن:

𝑧 =
1

𝑒 , 𝑥
𝑎 + 𝑏𝐼 + −2𝑥𝑒 𝑑𝑥 , −2𝑥 𝑑𝑥  

𝑧 =
1

𝑒 , 𝑥
𝑎 + 𝑏𝐼 + −𝑒 𝑑𝑥 ,

−𝑥

2
𝑑𝑥  

  وأخيراً يعطى حل المعادلة بالشكل:

𝑦 =
1

𝑒 , 𝑥
𝑎 + 𝑏𝐼 + −𝑒 ,

−𝑥

2
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ال  .𝟑)م 𝟑. 𝟒).  

  أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية الآتية:

�́� +
1

𝑥
 𝑦 = − ln(𝑥) ,

1

𝑥
𝑦  

  الحل:

  المعادلة المعطاة هي معادلة برنولي من النموذج الثاني أي:

�́� + 𝑝(𝑥)𝑦 = [𝑞 (𝑥), 𝑞 (𝑥)]𝑦  

  فتأخذ المعادلة الشكل: 𝑦المعادلة على نقسم طرفي 

�́�𝑦 +
1

𝑥
𝑦 = − ln(𝑥) ,

1

𝑥
 … … (61) 

  نجري تغيير في المتحول من الشكل:

𝑧 = 𝑦  

  عندئذ:

�́� = −𝑦 �́� 

  ومنه:

�́� = −𝑦 �́� 

  نحصل على المعادلة: (61)نعوض في المعادلة 

�́� −
1

𝑥
𝑧 = ln(𝑥) ,

−1

𝑥
  

و: ا ه ل له ل التكمي ة عام ر متجانس ة غي لية خطي ة تفاض ي معادل  وه

𝜇(𝑥) =
1

𝑥
 

  ويعطى حلها بالشكل:

𝑧 =
1

𝜇(𝑥)
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝜇(𝑥)𝑞(𝑥)𝑑𝑥  

  إذن:
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𝑧 =
1

1
𝑥

𝑎 + 𝑏𝐼 +
ln(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 ,

−1

𝑥
𝑑𝑥  

𝑧 = 𝑥 𝑎 + 𝑏𝐼 + ln(ln 𝑥) ,
1

𝑥
 

  وأخيراً يعطى حل المعادلة بالشكل:

𝑦 = 𝑥 𝑎 + 𝑏𝐼 + ln(ln 𝑥) ,
1

𝑥
 

ال  .𝟒)م 𝟑. 𝟒).  

  الآتية: تروسوفيكيةوالنيأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 

�́� + [𝑡𝑎𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑡𝑥]𝑦 = [𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥]𝑦  

  الحل:

  ذج الثالث أي:المعادلة المعطاة هي معادلة برنولي من النمو

�́� + [𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)]𝑦 = [𝑞 (𝑥), 𝑞 (𝑥)]𝑦  

  فتأخذ المعادلة الشكل: 𝑦نقسم طرفي المعادلة على 

�́�𝑦 + [𝑡𝑎𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑡𝑥]𝑦 = [𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥]    (62) 

  نجري تغيير في المتحول من الشكل:

𝑧 = 𝑦  

  عندئذ:

�́� = −𝑦 �́� 

  ومنه:

�́� = −𝑦 �́� 

  نحصل على المعادلة: (62)نعوض في المعادلة 

�́� + [−𝑡𝑎𝑛𝑥, −𝑐𝑜𝑡𝑥]𝑧 = [−𝑠𝑖𝑛𝑥, −𝑐𝑜𝑠𝑥]  
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و:  ا ه ل له ل التكمي ة عام ر متجانس ة غي لية خطي ة تفاض ي معادل  وه

𝜇(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥,
1

𝑠𝑖𝑛𝑥
 

  ويعطى حلها بالشكل:

𝑧 =
1

𝜇(𝑥)
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝜇(𝑥)𝑞(𝑥)𝑑𝑥  

  إذن:

𝑧 =
1

𝑐𝑜𝑠𝑥,
1

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑎 + 𝑏𝐼 + −𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 ,
−𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥  

𝑧 =
1

𝑐𝑜𝑠𝑥,
1

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑎 + 𝑏𝐼 +
1

4
𝑐𝑜𝑠2𝑥 , − ln(𝑠𝑖𝑛𝑥)  

  وأخيراً يعطى حل المعادلة بالشكل:

𝑦 =
1

𝑐𝑜𝑠𝑥,
1

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑎 + 𝑏𝐼 +
1

4
𝑐𝑜𝑠2𝑥 , − ln(𝑠𝑖𝑛𝑥)  

−𝟒 −   تروسوفيكية: يوالمعادلة التفاضلية التامة الن 𝟒

.𝟏) تع 𝟒. 𝟒).  

  لتكن المعادلة التفاضلية:

[𝑝 (𝑥, 𝑦), 𝑝 (𝑥, 𝑦)]𝑑𝑥 + [𝑞 (𝑥, 𝑦), 𝑞 (𝑥, 𝑦)]𝑑𝑦 = 0  (63) 

  أنها تامة إذا حققت الشرطين الآتيين: (63) نقول عن المعادلة

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=

𝜕𝑞

𝜕𝑥
 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=

𝜕𝑝

𝜕𝑥
 

  ويعطى حلها بالعلاقة:



67 
 

𝑝 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 , 𝑝 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑞 (𝑥 , 𝑦)𝑑𝑦 , 𝑞 (𝑥 , 𝑦)𝑑𝑦  

= 𝑎 + 𝑏𝐼 … … (64) 

  ثوابت اختيارية. 𝑦و  𝑥حيث 

ال  .𝟐)م 𝟒. 𝟒).  

  أثبت أن المعادلة التفاضلية الآتية تامة وأوجد حلها:

[3𝑥 + 6𝑥𝑦 , 𝑦 − 2𝑥 ]𝑑𝑥 + [6𝑥𝑦 + 4𝑦 , 𝑥]𝑑𝑦 = 0 

  الحل:

  لدينا:

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 12𝑥𝑦 ,

𝜕𝑞

𝜕𝑥
= 12𝑥𝑦 ⟹

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=

𝜕𝑞

𝜕𝑥
  

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 1 ,

𝜕𝑞

𝜕𝑥
= 1 ⟹

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=

𝜕𝑞

𝜕𝑥
 

  إذن الشروط محققة فالمعادلة تامة ويعطى حلها بالشكل:

𝑝 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 , 𝑝 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑞 (𝑥 , 𝑦)𝑑𝑦 , 𝑞 (𝑥 , 𝑦)𝑑𝑦  

= 𝑎 + 𝑏𝐼 

𝑥باختيار  = 𝑦 =   نجد: 0

3𝑥 + 6𝑥𝑦 𝑑𝑥 , 𝑦 − 2𝑥 𝑑𝑥 + 4𝑦 𝑑𝑦 , 0 𝑑𝑦  = 𝑎 + 𝑏𝐼 

𝑥 + 3𝑥 𝑦 , 𝑦𝑥 −
1

2
𝑥 + [𝑦 , 𝑎 + 𝑏 𝐼 ]  = 𝑎 + 𝑏𝐼 

𝑥 + 3𝑥 𝑦 + 𝑦  , 𝑦𝑥 −
1

2
𝑥 + 𝑎 + 𝑏 𝐼  = 𝑎 + 𝑏𝐼 
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−𝟓 −   المعادلة التفاضلية غير التامة النتروسوفيكية وعوامل التكميل: 𝟒

.𝟏) تع 𝟓.   لتكن المعادلة التفاضلية: .(𝟒

[𝑝 (𝑥, 𝑦), 𝑝 (𝑥, 𝑦)]𝑑𝑥 + [𝑞 (𝑥, 𝑦), 𝑞 (𝑥, 𝑦)]𝑑𝑦 = 0  (65) 

  تامة إذا كان: أنها غيرنقول عن المعادلة 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
≠

𝜕𝑞

𝜕𝑥
 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
≠

𝜕𝑝

𝜕𝑥
 

  طريقة الحل:

 نبحث عن عامل تكميل للمعادلة بالشكل: -1

μ(𝑧) = [𝜇 (𝑧), 𝜇 (𝑧)] 

𝑧حيث  = 𝑧(𝑥, 𝑦).  

𝑑 ln 𝜇 (𝑧)

𝑑𝑧
=

𝜕𝑝
𝜕𝑦

−
𝜕𝑞
𝜕𝑥

𝑞
𝜕𝑧
𝜕𝑥

− 𝑝
𝜕𝑧
𝜕𝑦

 

𝑑 ln 𝜇 (𝑧)

𝑑𝑧
=

𝜕𝑝
𝜕𝑦

−
𝜕𝑞
𝜕𝑥

𝑞
𝜕𝑧
𝜕𝑥

− 𝑝
𝜕𝑧
𝜕𝑦

 

 نضرب طرفي المعادلة بعامل التكميل نحصل على المعادلة: -2

[𝜇 (𝑧)𝑝 (𝑥, 𝑦), 𝜇 (𝑧)𝑝 (𝑥, 𝑦)]𝑑𝑥 + [𝜇 (𝑧)𝑞 (𝑥, 𝑦), 𝜇 (𝑧)𝑞 (𝑥, 𝑦)]𝑑𝑦 = 0 

  .(64)تصبح المعادلة تامة وحلها يعطى بالعلاقة 

ال .𝟐) م 𝟓. 𝟒).   

  .𝑥أوجد حل المعادلة التفاضلية الآتية علماً أنها تقبل عامل تكميل تابع فقط ل 

2𝑥𝑦 + 𝑥 𝑦 +
1

3
𝑦 ,

𝑦

𝑥
− 2𝑥 𝑑𝑥 + 𝑥 + 𝑦 ,

1

𝑥
𝑑𝑦 = 0 

𝑧أي  𝑥يل تابع فقط ل عامل التكمالحل:  = 𝑥.  
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μ(𝑥) = [𝜇 (𝑥), 𝜇 (𝑥)] 

𝑑 ln 𝜇 (𝑥)

𝑑𝑥
=

𝜕𝑝
𝜕𝑦

−
𝜕𝑞
𝜕𝑥

𝑞
𝜕𝑧
𝜕𝑥

− 𝑝
𝜕𝑧
𝜕𝑦

= 1 ⟹ 𝜇 (𝑥) = 𝑒  

𝑑 ln 𝜇 (𝑧)

𝑑𝑧
=

𝜕𝑝
𝜕𝑦

−
𝜕𝑞
𝜕𝑥

𝑞
𝜕𝑧
𝜕𝑥

− 𝑝
𝜕𝑧
𝜕𝑦

=
1

𝑥
⟹ 𝜇 (𝑥) = 𝑥  

  إذن: 

μ(𝑥) = [𝑒 , 𝑥 ] 

  نضرب طرفي المعادلة بعامل التكميل فنحصل على المعادلة التامة الآتية:

𝑒 2𝑥𝑦 + 𝑥 𝑦 +
1

3
𝑦 , 𝑦 − 2𝑥 𝑑𝑥 + [𝑒 (𝑥 + 𝑦 ), 𝑥]𝑑𝑦 = 0 

  يعطى حلها بالعلاقة:

𝑒 2𝑥𝑦 + 𝑥 𝑦 +
1

3
𝑦 𝑑𝑥 , (𝑦 − 2𝑥 )𝑑𝑥

+ 𝑒 (𝑥 + 𝑦 )𝑑𝑦 , 𝑥 𝑑𝑦  = 𝑎 + 𝑏𝐼 

𝑥باختيار  = 𝑦 =   نجد: 0

𝑒 2𝑥𝑦 + 𝑥 𝑦 +
1

3
𝑦 𝑑𝑥 , (𝑦 − 2𝑥 )𝑑𝑥 + 𝑦 𝑑𝑦 , (0) 𝑑𝑦  

= 𝑎 + 𝑏𝐼 

𝑦𝑥 𝑒 +
1

3
𝑦 𝑒 , 𝑦𝑥 −

𝑥

2
+

1

3
𝑦 , 𝑎 + 𝑏 𝐼 = 𝑎 + 𝑏𝐼 

𝑦𝑥 𝑒 +
1

3
𝑦 𝑒 +

1

3
𝑦 , 𝑦𝑥 −

𝑥

4
+ 𝑎 + 𝑏 𝐼 = 𝑎 + 𝑏𝐼 

ال .𝟑) م 𝟓. 𝟒).   
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𝑧ل المعادلة التفاضلية الآتية علماً أنها تقبل عامل تكميل من الشكل أوجد ح = 𝑥 + 𝑦.  

[5𝑥 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦 , 𝑥 − 𝑦 + 2𝑥]𝑑𝑥

+ [3𝑥 + 3𝑥𝑦 + 6𝑦 , 𝑥 − 𝑦 − 2𝑦]𝑑𝑦 = 0 

𝑧عامل التكميل من الشكل الحل:  = 𝑥 + 𝑦.  

μ(𝑥) = [𝜇 (𝑥), 𝜇 (𝑥)] 

𝑑 ln 𝜇 (𝑥)

𝑑𝑥
=

𝜕𝑝
𝜕𝑦

−
𝜕𝑞
𝜕𝑥

𝑞
𝜕𝑧
𝜕𝑥

− 𝑝
𝜕𝑧
𝜕𝑦

=
2

𝑥 + 𝑦
⟹ 𝜇 (𝑥) = (𝑥 + 𝑦)  

𝑑 ln 𝜇 (𝑧)

𝑑𝑧
=

𝜕𝑝
𝜕𝑦

−
𝜕𝑞
𝜕𝑥

𝑞
𝜕𝑧
𝜕𝑥

− 𝑝
𝜕𝑧
𝜕𝑦

= 1 ⟹ 𝜇 (𝑥) = 𝑒  

  إذن: 

μ(𝑥) = [(𝑥 + 𝑦) , 𝑒 ] 

  نضرب طرفي المعادلة بعامل التكميل فنحصل على المعادلة التامة الآتية:

[(𝑥 + 𝑦) (5𝑥 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦 ), (𝑥 − 𝑦 + 2𝑥)𝑒 ]𝑑𝑥

+ [(𝑥 + 𝑦) (3𝑥 + 3𝑥𝑦 + 6𝑦 ), (𝑥 − 𝑦 − 2𝑦)𝑒 ]𝑑𝑦

= 0 

  يعطى حلها بالعلاقة:

(𝑥 + 𝑦) (5𝑥 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦 )𝑑𝑥 , (𝑥 − 𝑦 + 2𝑥)𝑒 𝑑𝑥

+ (𝑥 + 𝑦) (3𝑥 + 3𝑥 𝑦 + 6𝑦 )𝑑𝑦 , (𝑥 − 𝑦

− 2𝑦)𝑒 𝑑𝑦  = 𝑎 + 𝑏𝐼 

𝑥باختيار  = 𝑦 =   نجد: 0
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(𝑥 + 𝑦) (5𝑥 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦 )𝑑𝑥 , (𝑥 − 𝑦 + 2𝑥)𝑒 𝑑𝑥

+ 6𝑦 𝑑𝑦 , (−𝑦 − 2𝑦)𝑒 𝑑𝑦  = 𝑎 + 𝑏𝐼 

[𝑥 + 3𝑦𝑥 + (𝑦 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦 )𝑥 + (3𝑦 + 𝑦 )𝑥

+ 3𝑥𝑦 , (𝑥 − 𝑦 )𝑒 ] + [𝑦 , −𝑦 𝑒 ] = 𝑎 + 𝑏𝐼 

[(𝑦 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦 )𝑥 + (3𝑦 + 𝑦 )𝑥 + 3𝑥𝑦 + 𝑦 , (𝑥 − 𝑦 )𝑒 −

𝑦 𝑒 ] = 𝑎 + 𝑏𝐼   

−𝟔 −   معادلة ريكاتي النتروسوفيكية: 𝟒

.𝟏) تع 𝟔. 𝟒).   

  تأخذ معادلة ريكاتي نيتروسوفيكياً الشكل الآتي:

�́� + [𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)]𝑦 + [𝑞 (𝑥), 𝑞 (𝑥)]𝑦 + [𝑟 (𝑥), 𝑟 (𝑥)] = 0   (65) 

  وتقبل حلاً خاصاً من الشكل:

𝑦 = [𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)] 

  طريقة الحل:

 نجري تغيير في المتحول من الشكل: -1

𝑦 = [𝑓 (𝑥) + 𝑧 , 𝑓 (𝑥) + 𝑧 ] 

�́�نوجد  = 𝑓 (𝑥) + 𝑧 ́  , 𝑓 (𝑥) + 𝑧 ́  

ة  -2 ي المعادل وض ف ذه  (65)نع ل ه ة ح ر طريق م ذك ولي وت ادلتي برن ى مع ل عل فنحص
 المعادلة، بحل معادلتي برنولي الناتجتين نحصل على حل معادلة ريكاتي.

ال  .𝟐)م 𝟔. 𝟑).   

  أوجد حل معادلة ريكاتي الآتية علماً أنها تقبل حل خاص من الشكل: 

𝑦 = [𝑐𝑜𝑠𝑥, −𝑥 ] 
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�́� +
𝑐𝑜𝑠𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
,

1

1 − 𝑥
𝑦 +

−1

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
,

−𝑥

1 − 𝑥
𝑦

+
𝑠𝑖𝑛𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
,

−2𝑥

1 − 𝑥
= 0 

  الحل: 

 نجري تغيير في المتحول من الشكل: -1

𝑦 = [𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑧 , −𝑥 + 𝑧 ] 

�́� = [−𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑧 ́  , −2𝑥 + 𝑧 ́ ] 

  نعوض في المعادلة المعطاة نجد:

[−𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑧 ́  , −2𝑥

+ 𝑧 ́ ]
𝑐𝑜𝑠𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
,

1

1 − 𝑥
[𝑧 +2𝑐𝑜𝑠𝑥𝑧 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 , 𝑧

− 2𝑥𝑧 + 4𝑥 ]

+
−1

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
,

−𝑥

1 − 𝑥
[𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑧 , −𝑥 + 𝑧 ]

+
𝑠𝑖𝑛𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
,

−2𝑥

1 − 𝑥
= 0 

𝑧 ́ −
2𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 1

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑧 −

𝑐𝑜𝑠𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑧 , 𝑧 ́ +

3𝑥

1 − 𝑥
𝑧 −

1

1 − 𝑥
𝑧

= 0 

  ن المعادلتين الآتيتين هي من شكل معادلة برنولي:نلاحظ أن كل م

𝑧 ́ −
2𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 1

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑧 −

𝑐𝑜𝑠𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑧 = 0 

𝑧 ́ +
3𝑥

1 − 𝑥
𝑧 −

1

1 − 𝑥
𝑧 = 0 

  بحل هاتين المعادلتين نجد أن الحل لهما على الترتيب هو:

𝑧 =
1

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
(𝑎 + 𝑏 𝐼 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)  

𝑧 =
1

1 − 𝑥
(𝑎 + 𝑏 𝐼 − 𝑥)  
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  بالتعويض في التحويل نجد أن الحل لمعادلة ريكاتي المعطاة يعطى بالشكل:

𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 +
1

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
(𝑎 + 𝑏 𝐼 + 𝑠𝑖𝑛𝑥) , −𝑥

+
1

1 − 𝑥
(𝑎 + 𝑏 𝐼 − 𝑥)  

−𝟕 −    التفاضلية النتروسوفيكية ذات الرتبة الثانية: المعادلات 𝟒

ــ ـ .𝟏) تع 𝟕. املات  .(𝟒 ة ذات المع ر المتجانس وفيكية غي لية النتروس ة التفاض رف المعادل تع

  المتغيرة من الرتبة الثانية بالشكل:

[𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)]𝑦" + [𝑞 (𝑥), 𝑞 (𝑥)]�́� + [𝑟 (𝑥), 𝑟 (𝑥)]𝑦

= [𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)] … … (66) 

ــ .𝟐) تع 𝟕. رة  .(𝟒 املات المتغي ة ذات المع وفيكية المتجانس لية النتروس ة التفاض رف المعادل تع

  بالشكل: (66)من الرتبة الثانية الموافقة للمعادلة 

[𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)]𝑦" + [𝑞 (𝑥), 𝑞 (𝑥)]�́� + [𝑟 (𝑥), 𝑟 (𝑥)]𝑦 = 0   (67) 

.𝟑) تع 𝟕. ة  .(𝟒 تعرف المعادلة التفاضلية النتروسوفيكية غير المتجانسة ذات المعاملات الثابت

  من الرتبة الثانية بالشكل:

𝑎 𝑦" + 𝑎 �́� + 𝑎 𝑦 = [𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)]   (68) 

.𝟒) تع 𝟕. ة من  .(𝟒 املات الثابت تعرف المعادلة التفاضلية النتروسوفيكية المتجانسة ذات المع

  بالشكل: (68)الرتبة الثانية الموافقة للمعادلة 

𝑎 𝑦" + 𝑎 �́� + 𝑎 𝑦 = 0   (69) 

−𝟖 − ة  𝟒 ن المعادل ى م تقة الأول ذف المش ة ذات ح وفيكية المتجانس لية النتروس التفاض
  :غيرة من الرتبة الثانيةالمعاملات المت

  لتكن المعادلة:

[𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)]𝑦" + [𝑞 (𝑥), 𝑞 (𝑥)]�́� + [𝑟 (𝑥), 𝑟 (𝑥)]𝑦 = 0   (70) 

  خطوات الحل:

  تساوي الواحد فتأخذ المعادلة الشكل: "𝑦أولاً: نجعل أمثال

𝑦" + [𝛼 (𝑥), 𝛽 (𝑥)]�́� + [𝛼 (𝑥), 𝛽 (𝑥)]𝑦 = 0  (71) 
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  ثانياً: نجري تغيير في المتحول من الشكل:

𝑦 = 𝑒 ∫ ( )
𝑧   , 𝑒 ∫ ( )

𝑧     (72) 

تقات  ب المش اً: نحس ل  "�́�  ،𝑦ثالث ن التحوي ة   (72)م ي المعادل وض ف ى  (71)ونع ل عل فنحص
ة ذات وفيكية متجانس لية نتروس ة تفاض ى  معادل وي عل ة لا تحت ة الثاني ن الرتب رة م املات متغي مع

𝑧حيث   𝑧المشتقة الأولى فيها الدالة  = [𝑧  , 𝑧   .𝑥 هي والمتحول هو  [  

ال .𝟏) م 𝟖. 𝟒).   

  احذف المشتقة الأولى من المعادلة الآتية:

𝑦" −
4

𝑥
,
2

𝑥
�́� +

6

𝑥
− 1,1 +

2

𝑥
𝑦 = 0   (73) 

  الحل:

  تغيير في المتحول من الشكل:نجري 

𝑦 = 𝑒 ∫ 𝑧   , 𝑒 ∫ 𝑧   = 𝑒 ∫ 𝑧   , 𝑒∫ 𝑧   

= 𝑒 𝑧   , 𝑒 𝑧   = 𝑒 𝑧   , 𝑒 𝑧   = [𝑥 𝑧   , 𝑥𝑧   ] 

  إذن:

𝑦 = [𝑥 𝑧   , 𝑥𝑧   ] … … (74) 

  فنجد: (74)من العلاقة  "𝑦و  �́�نحسب المشتقات 

�́� = [𝑥 𝑧   , 𝑥𝑧   ] = [(𝑥 𝑧  )  , (𝑥𝑧   ) ] = [2𝑥𝑧 + 𝑥  𝑧 ́  , 𝑧 + 𝑥𝑧 ́ ] 

𝑦" = [2𝑥𝑧 + 𝑥  𝑧 ́  , 𝑧 + 𝑥𝑧 ́ ] = [(2𝑥𝑧 + 𝑥  𝑧 ́ )  , (𝑧 + 𝑥𝑧 ́ ) ]

= [2𝑧 + 2𝑥𝑧 ́ + 2𝑥𝑧 ́ + 𝑥  𝑧 " , 𝑧 ́ + 𝑧 ́ + 𝑥𝑧" ]

= [𝑥  𝑧" + 4𝑥𝑧 ́ + 2𝑧  , 𝑥𝑧" + 2𝑧 ́ ] 

  نجد: (73)لمعادلة نعوض في ا

[𝑥  𝑧" + 4𝑥𝑧 ́ + 2𝑧  , 𝑥𝑧" + 2𝑧 ́ ] −
4

𝑥
,
2

𝑥
[2𝑥𝑧 + 𝑥  𝑧 ́  , 𝑧 + 𝑥𝑧 ́ ]

+
6

𝑥
− 1,

𝑥 + 2

𝑥
[𝑥 𝑧   , 𝑥𝑧   ] = 0 
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⟹ [𝑥  𝑧" + 4𝑥𝑧 ́ + 2𝑧  , 𝑥𝑧" + 2𝑧 ́ ]

+ 2𝑥
−4

𝑥
𝑧 +

−4

𝑥
𝑥  𝑧 ́  ,

−2

𝑥
 𝑧 +

−2

𝑥
𝑥𝑧 ́

+
6

𝑥
𝑥 𝑧  − 𝑥 𝑧   , 𝑥𝑧   +

2

𝑥
𝑥𝑧   = 0 

⟹ [𝑥  𝑧" + 4𝑥𝑧 ́ + 2𝑧  , 𝑥𝑧" + 2𝑧 ́ ]

+ −8𝑧 + −4𝑥 𝑧 ́  ,
−2

𝑥
 𝑧 + −2𝑧 ́

+ 6𝑧  − 𝑥 𝑧   , 𝑥𝑧   +
2

𝑥
𝑧   = 0 

⟹ 𝑥  𝑧" + 4𝑥𝑧 ́ + 2𝑧  − 8𝑧 − 4𝑥 𝑧 ́ + 6𝑧  − 𝑥 𝑧  , 𝑥𝑧"

+ 2𝑧 −́
2

𝑥
 𝑧 + −2𝑧 ́ +  𝑥𝑧   +

2

𝑥
𝑧   = 0 

  ومنه:

[𝑥  𝑧" − 𝑥 𝑧  , 𝑥𝑧" +  𝑥𝑧   ] = 0 

ال .𝟐) م 𝟖. 𝟒).  

  احذف المشتقة الأولى من المعادلة الآتية:

𝑦" + [3,2]�́� + −2,1 −
2

𝑥
𝑦 = 0   (75) 

  الحل:

  نجري تغيير في المتحول من الشكل:

𝑦 = 𝑒 ∫ 𝑧   , 𝑒 ∫ 𝑧   = 𝑒 𝑧   , 𝑒 𝑧    

  إذن:

𝑦 = 𝑒 𝑧   , 𝑒 𝑧   … … (76) 

  فنجد: (75)من العلاقة  "𝑦و  �́�نحسب المشتقات 
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�́� = 𝑒 𝑧   , 𝑒 𝑧   = 𝑒 𝑧   , (𝑒 𝑧   )

=
−3

2
𝑒 𝑧  + 𝑒  𝑧 ́  , −𝑒 𝑧   + 𝑒 𝑧 ́  

𝑦" =
−3

2
𝑒 𝑧  + 𝑒  𝑧 ́  , −𝑒 𝑧   + 𝑒 𝑧 ́

=
−3

2
𝑒 𝑧  + 𝑒  𝑧 ́  , (−𝑒 𝑧   + 𝑒 𝑧 ́ )

=
9

4
𝑒 𝑧  −

3

2
𝑒 𝑧 ́ −

3

2
𝑒 𝑧 ́ + 𝑒  𝑧 " , 𝑒 𝑧  

− 𝑒 𝑧 ́ − 𝑒 𝑧 ́ + 𝑒  𝑧 "

= 𝑒  𝑧" − 3𝑒 𝑧 ́ +
9

4
𝑒 𝑧   , 𝑒 𝑧"

− 2𝑒 𝑧 +́ 𝑒 𝑧   

  نجد: (75)نعوض في المعادلة 

𝑒  𝑧" − 3𝑒 𝑧 ́ +
9

4
𝑒 𝑧   , 𝑒 𝑧" − 2𝑒 𝑧 +́ 𝑒 𝑧  

+ [3,2]
−3

2
𝑒 𝑧  + 𝑒  𝑧 ́  , −𝑒 𝑧   + 𝑒 𝑧 ́

+ −2,1 −
2

𝑥
𝑒 𝑧   , 𝑒 𝑧   = 0 

⟹ 𝑒  𝑧" − 3𝑒 𝑧 ́ +
9

4
𝑒 𝑧   , 𝑒 𝑧" − 2𝑒 𝑧 +́ 𝑒 𝑧  

+
−9

2
𝑒 𝑧  + 3𝑒  𝑧 ́  , −2𝑒 𝑧   + 2𝑒 𝑧 ́

+ −2𝑒 𝑧   , 𝑒 𝑧  −
2

𝑥
 𝑒 𝑧   = 0 

⟹ 𝑒  𝑧" − 3𝑒 𝑧 ́ +
9

4
𝑒 𝑧  −

9

2
𝑒 𝑧  + 3𝑒  𝑧 ́

− 2𝑒 𝑧   , 𝑒 𝑧" − 2𝑒 𝑧 +́ 𝑒 𝑧  −2𝑒 𝑧   

+ 2𝑒 𝑧 ́ +𝑒 𝑧  −
2

𝑥
 𝑒 𝑧   = 0 
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⟹ 𝑒  𝑧" −
13

4
𝑒 𝑧  , 𝑒 𝑧" −

2

𝑥
 𝑒 𝑧   = 0 

  ومنه:

𝑒  𝑧" −
13

4
𝑒 𝑧  , 𝑒 𝑧" −

2

𝑥
 𝑒 𝑧   = 0 

−𝟗 −   المعادلة التفاضلية التامة النتروسوفيكية من الرتبة الثانية:  𝟒

.𝟏) تع 𝟗.   لتكن المعادلة التفاضلية: .(𝟒

[𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)]𝑦" + [𝑞 (𝑥), 𝑞 (𝑥)]�́� + [𝑟 (𝑥), 𝑟 (𝑥)]𝑦 = [𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)](80) 

  تامة هو أن يتحقق الشرط: (80)الشرط اللازم والكافي لتكون المعادلة 

[𝑝" (𝑥), 𝑝" (𝑥)] − [�́� (𝑥), �́� (𝑥)] + [𝑟 (𝑥), 𝑟 (𝑥)] = [0,0]   (81) 

  وتكون المعادلة:

[𝐵 (𝑥), 𝐵 (𝑥)]�́� + [𝑀 (𝑥), 𝑀 (𝑥)]𝑦 = [𝑔 (𝑥), 𝑔 (𝑥)]   (82) 

  حيث: (81)تكامل أولي للمعادلة 

[𝐵 (𝑥), 𝐵 (𝑥)] = [𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)] 

[𝑀 (𝑥), 𝑀 (𝑥)] = [𝑞 (𝑥) − �́� (𝑥), 𝑞 (𝑥) − �́� (𝑥)] 

[𝑔 (𝑥), 𝑔 (𝑥)] = 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 , 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥  

ال .𝟐) م 𝟗. 𝟒).  

  أثبت أن المعادلة التفاضلية الآتية تامة وأوجد حلها العام:

[𝑥 + 2, 𝑠𝑖𝑛𝑥]𝑦" + [4𝑥, 3𝑐𝑜𝑠𝑥]�́� + [2, −2𝑠𝑖𝑛𝑥]𝑦 = [𝑠𝑖𝑛𝑥, 5𝑐𝑜𝑠𝑥]  (83) 

  الحل:

  لدينا:

𝑝 = 𝑥 + 2 , 𝑞 = 4𝑥 , 𝑟 = 2, 𝑓 = 𝑠𝑖𝑛𝑥  

𝑝 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 , 𝑞 = 3𝑐𝑜𝑠𝑥 , 𝑟 = −2𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑓 = 5𝑐𝑜𝑠𝑥  

  :(81)الآن لنتأكد من تحقق الشرط 
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[𝑝" (𝑥), 𝑝" (𝑥)] − [�́� (𝑥), �́� (𝑥)] + [𝑟 (𝑥), 𝑟 (𝑥)]

= [2, −𝑠𝑖𝑛𝑥] − [4, −3𝑠𝑖𝑛𝑥] + [2, −2𝑠𝑖𝑛𝑥]

= [2 − 4 + 2, −𝑠𝑖𝑛𝑥 + 3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛𝑥] = [0,0] 

  إذن الشرط محقق وبالتالي فالمعادلة تامة.

  .(83)المعادلة الآتية تمثل تكامل أولي للمعادلة 

[𝐵 (𝑥), 𝐵 (𝑥)]�́� + [𝑀 (𝑥), 𝑀 (𝑥)]𝑦 = [𝑔 (𝑥), 𝑔 (𝑥)] 

  حيث:

[𝐵 (𝑥), 𝐵 (𝑥)] = [𝑝 (𝑥), 𝑝 (𝑥)] = [𝑥 + 2, 𝑠𝑖𝑛𝑥] 

[𝑀 (𝑥), 𝑀 (𝑥)] = [𝑞 (𝑥) − �́� (𝑥), 𝑞 (𝑥) − �́� (𝑥)] = [2𝑥, 2𝑐𝑜𝑠𝑥] 

[𝑔 (𝑥), 𝑔 (𝑥)] = 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 , 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 = [−𝑐𝑜𝑠𝑥, 5𝑠𝑖𝑛𝑥] 

  ومنه:

[𝑥 + 2, 𝑠𝑖𝑛𝑥]�́� + [2𝑥, 2𝑐𝑜𝑠𝑥]𝑦 = [−𝑐𝑜𝑠𝑥, 5𝑠𝑖𝑛𝑥] 

  ومنه:

�́� +
2𝑥

𝑥 + 2
,
2𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑦 =

−𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥 + 2
,
5𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
 

�́� +
2𝑥

𝑥 + 2
,
2𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑦 =

−𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥 + 2
, 5  

  وهي معادلة تفاضلية نتروسوفيكية غير متجانسة نحلها باستخدام عامل التكميل:

μ(𝑥) = [𝜇 (𝑥), 𝜇 (𝑥)] = 𝑒
∫

, 𝑒∫  

μ(𝑥) = 𝑒 ( ), 𝑒 ( ) = 𝑒 ( ), 𝑒 ( )  

μ(𝑥) = [𝑥 + 2, 𝑠𝑖𝑛 𝑥] 

  ومنه:

𝑦 =
1

[𝑥 + 2, 𝑠𝑖𝑛 𝑥]
𝑎 + 𝑏𝐼

+ (𝑥 + 2)
2𝑥

𝑥 + 2
𝑑𝑥 , (𝑠𝑖𝑛 𝑥)

2𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥  
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𝑦 =
1

[𝑥 + 2, 𝑠𝑖𝑛 𝑥]
𝑎 + 𝑏𝐼 + 2𝑥𝑑𝑥 , 2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥  

𝑦 =
1

[𝑥 + 2, 𝑠𝑖𝑛 𝑥]
𝑎 + 𝑏𝐼 + 2𝑥𝑑𝑥 , 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥  

𝑦 =
1

[𝑥 + 2, 𝑠𝑖𝑛 𝑥]
𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝑥  ,

−1

2
 𝑐𝑜𝑠2𝑥  

  .(83)وهو الحل العام للمعادلة 

−𝟏𝟎 −   : سوفكيةك النيوترومُ تحويل لابلاس لدالة السُ  𝟒

ــ ـ .𝟏) تع 𝟏𝟎. تكن  (𝟒 𝑓]ل (𝑥), 𝑓 (𝑥)]  ل رف تحوي ذ يع وفكية، عندئ مُك نيوتروس ة سُ دال

  لابلاس للدالة السابقة بالشكل:

𝐹(𝑝) = [𝐹 (𝑝), 𝐹 (𝑝)] = 𝐿[𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)] = 𝑒 [𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)]𝑑𝑥

= [𝑒 𝑓 (𝑥), 𝑒 𝑓 (𝑥)]𝑑𝑥 

𝐹(𝑝) = 𝑒 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 , 𝑒 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥   (87) 

(𝟐. 𝟏𝟎.   ة:جدول بتحويل لابلاس لبعض الدوال التحليلي (𝟒

𝐹(𝑝) = 𝐿[𝑓(𝑥)] 𝑓(𝑥) 
𝑎

𝑝
 𝑎 

1

𝑝
 1 

𝑛!

𝑝
; 𝑛 = 1,2,3, … … 𝑥  

√𝜋

2𝑝
 √𝑥 

𝑎

𝑝 + 𝑎
 sin 𝑎𝑥 

𝑝

𝑝 + 𝑎
 cos 𝑎𝑥 
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2𝑎𝑝

(𝑝 + 𝑎 )
 𝑥 sin 𝑎𝑥 

𝑝 − 𝑎

(𝑝 + 𝑎 )
 𝑥 cos 𝑎𝑥 

1

𝑝 − 𝑎
 𝑒  

𝑝 sin 𝑏 + 𝑎 cos 𝑏

𝑝 + 𝑎
 sin(𝑎𝑥 + 𝑏) 

𝑝 cos 𝑏 − 𝑎 sin 𝑏

𝑝 + 𝑎
 cos(𝑎𝑥 + 𝑏) 

𝑏

(𝑝 − 𝑎) + 𝑏
 𝑒 sin 𝑏𝑥 

𝑝 − 𝑎

(𝑝 − 𝑎) − 𝑏
 𝑒 cos 𝑏𝑥 

𝑎

𝑝 − 𝑎
 sinh 𝑎𝑥 

𝑝

𝑝 − 𝑎
 cosh 𝑎𝑥 

  

(𝟑. 𝟏𝟎. ل لابلاس:: (𝟒 اص ت   خ

اصة الأولى:   ال

𝐿[𝑒 𝑓(𝑥)] = 𝐹(𝑝 − 𝑎) 

ة: ان اصة ال   ال

𝐿[𝑥 𝑓(𝑥)] = (−1)
𝑑

𝑑 𝑝
𝐹(𝑝) 

ة: ال اصة ال   ال

𝐿
𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝐹(𝑝)𝑑𝑝 

(𝟒. 𝟏𝟎. قات:ت: (𝟒   ل لابلاس لل

𝐿[𝑦′] = 𝑝𝐿[𝑦] − 𝑦(0) 
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𝐿[𝑦′′] = 𝑝 𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦′(0) 

𝐿[𝑦′′′] = 𝑝 𝐿[𝑦] − 𝑝 𝑦(0) − 𝑦 (0) + 𝑝𝑦′(0) 

  وبشكل عام:

𝐿 𝑦( ) = 𝑝 𝐿[𝑦] − 𝑝 𝑦(0) − 𝑝 𝑦 (0) − ⋯ 𝑝𝑦( )(0) − 𝑦( )(0) 

−𝟏𝟏 −   :باستخدام تحويل لابلاس تروسوفيكيةيوالن لمعادلات التفاضليةحل ا 𝟒

  :ةالآتي لتكن المعادلة التفاضلية النيوتروسوفيكية

𝑦( ) + [𝑎 , 𝑎 ]𝑦( ) + ⋯ + [𝑏 , 𝑏 ]𝑦 + [𝑐 , 𝑐 ]𝑦 = [𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)](88) 

  تعطى في نص المسألة. ابتدائيةشروط  ولها

  ة الحل:طريق

 .(88)نأخذ تحويل لابلاس لطرفي المعادلة  -1
 .1نعوض الشروط الابتدائية في نص المسألة بعد تطبيق الخطوة  -2
  .(88)نأخذ تحويل لابلاس العكسي فنحص على حل المعادلة  -3

ال  .𝟏)م 𝟏𝟏. ل لابلاس: .(𝟒 ام ت اس ة  عادلة الآت   أوج حل ال

𝑦" + [16,1]𝑦 = [2𝑠𝑖𝑛4𝑥, 𝑥]   (89) 

ة: ة الآت ائ و الاب ق ال   وت

𝑦 (0) =
−1

2
, 2  , 𝑦(0) = [0,1]  (90) 

ل:   ال

عادلة  في ال ل لابلاس ل : (89)نأخ ت   ن

𝐿[𝑦 ] + 𝐿 [16,1]𝑦 = 𝐿 [2𝑠𝑖𝑛4𝑥, 𝑥]  

⟹ 𝐿[𝑦 ] + [16,1]𝐿[𝑦] = [2𝐿(𝑠𝑖𝑛4𝑥), 𝐿(𝑥)] 

⟹ [𝑝 , 𝑝 ]𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦 (0) + [16,1]𝐿[𝑦] = [2𝐿(𝑠𝑖𝑛4𝑥), 𝐿(𝑥)] 

⟹ [𝑝 , 𝑝 ]𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦 (0) + [16,1]𝐿[𝑦] =
8

𝑝 + 16
,

1

𝑝
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  في المعادلة الأخيرة نجد: (90)نعوض الشروط 

[𝑝 , 𝑝 ]𝐿[𝑦] − 𝑝[0,1] −
−1

2
, 2 + [16,1]𝐿[𝑦] =

8

𝑝 + 16
,

1

𝑝
 

⟹ [𝑝 , 𝑝 ]𝐿[𝑦] − [0, 𝑝] −
−1

2
, 2 + [16,1]𝐿[𝑦] =

8

𝑝 + 16
,

1

𝑝
 

⟹ [𝑝 + 16, 𝑝 + 1]𝐿[𝑦] −
−1

2
, 𝑝 + 2 =

8

𝑝 + 16
,

1

𝑝
 

⟹ [𝑝 + 16, 𝑝 + 1]𝐿[𝑦] =
8

𝑝 + 16
,

1

𝑝
+

−1

2
, 𝑝 + 2  

⟹ [𝑝 + 16, 𝑝 + 1]𝐿[𝑦] =
8

𝑝 + 16
−

1

2
,

1

𝑝
+ 𝑝 + 2  

⟹ [𝑝 + 16, 𝑝 + 1]𝐿[𝑦] =
−𝑝 − 16

2(𝑝 + 16)
,
𝑝 + 2𝑝 + 1

𝑝
 

𝑝]نقسم الطرفين على  + 16, 𝑝 +   نجد: [1

𝐿[𝑦] =
−1

2(𝑝 + 16)
,
𝑝 + 2𝑝 + 1

𝑝 (𝑝 + 16)
 

  باستخدام تفريق الكسور نجد:

𝑝 + 2𝑝 + 1

𝑝 (𝑝 + 16)
=

𝐴

𝑝
+

𝐵

𝑝
+

𝐶𝑝 + 𝐷

(𝑝 + 16)
⟹ A = 0, B = C = D = 1 

⟹
𝑝 + 2𝑝 + 1

𝑝 (𝑝 + 16)
=

1

𝑝
+

𝑝

(𝑝 + 16)
+

1

(𝑝 + 16)
 

⟹ 𝐿[𝑦] =
−1

2(𝑝 + 16)
,

1

𝑝
+

𝑝

(𝑝 + 16)
+

1

(𝑝 + 16)
 

  معادلة الأخيرة نجد:بأخذ تحويل لابلاس العكسي لطرفي ال

𝐿 [𝑦] = 𝐿
−1

2(𝑝 + 16)
, 𝐿

1

𝑝
+ 𝐿

𝑝

(𝑝 + 16)

+ 𝐿
1

(𝑝 + 16)
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⟹ 𝐿 [𝑦] =
−1

8
𝐿

−1

(𝑝 + 16)
, 𝐿

1

𝑝
+ 𝐿

𝑝

(𝑝 + 16)

+ 𝐿
1

(𝑝 + 16)
 

⟹ 𝑦 =
−1

8
𝑠𝑖𝑛4𝑥 , 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥  

  .(89)وهو حل المعادلة 

ال  .𝟑)م 𝟏𝟏. ل لابلاس: .(𝟒 ام ت اس ة  عادلة الآت   أوج حل ال

𝑦" + [3,2]𝑦′ + [2,5]𝑦 = [0, 𝑒 𝑠𝑖𝑛𝑥]   (91) 

ة: ة الآت ائ و الاب ق ال   وت

𝑦 (0) = [−1,1] , 𝑦(0) = [1,0]  (92) 

ل:   ال

عادلة نأخ  في ال ل لابلاس ل   :ن (91)ت

𝐿[𝑦 ] + [3,2]𝐿[𝑦′] + [2,5]𝐿[𝑦] = [𝐿(0), 𝐿(𝑒 𝑠𝑖𝑛𝑥)] 

⟹ [𝑝 , 𝑝 ]𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦 (0) + [−3,2]𝑝𝐿[𝑦] − [3,2]𝑦(0) + [2,5]𝐿[𝑦]

= [𝐿(0), 𝐿(𝑒 𝑠𝑖𝑛𝑥)] 

⟹ [𝑝 , 𝑝 ]𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦 (0) + [−3,2]𝑝𝐿[𝑦] − [3,2]𝑦(0) + [2,5]𝐿[𝑦]

= 0,
1

(𝑝 + 1) + 1
 

  في المعادلة الأخيرة نجد: (92)نعوض الشروط 

⟹ [𝑝 , 𝑝 ]𝐿[𝑦] − [𝑝, 0] − [−1,1] + [−3𝑝, 2𝑝]𝐿[𝑦] − [3,2][1,0]

+ [2,5]𝐿[𝑦] = 0,
1

(𝑝 + 1) + 1
 

⟹ [𝑝 , 𝑝 ]𝐿[𝑦] − [𝑝, 0] − [−1,1] + [−3𝑝, 2𝑝]𝐿[𝑦] − [3,0] + [2,5]𝐿[𝑦]

= 0,
1

(𝑝 + 1) + 1
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⟹ [𝑝 + 3𝑝 + 2, 𝑝 + 2𝑝 + 5]𝐿[𝑦] = 𝑝 + 2,1 +
1

𝑝 + 2𝑝 + 3
 

⟹ [𝑝 + 3𝑝 + 2, 𝑝 + 2𝑝 + 5]𝐿[𝑦] = 𝑝 + 2,
𝑝 + 2𝑝 + 4

𝑝 + 2𝑝 + 3
 

𝑝]نقسم الطرفين على  + 3𝑝 + 2, 𝑝 + 2𝑝 +   نجد: [5

𝐿[𝑦] =
𝑝 + 2

𝑝 + 3𝑝 + 2
,

𝑝 + 2𝑝 + 4

(𝑝 + 2𝑝 + 3)(𝑝 + 2𝑝 + 5)
 

⟹ 𝐿[𝑦] =
𝑝 + 2

(𝑝 + 2)(𝑝 + 1)
,

𝑝 + 2𝑝 + 4

(𝑝 + 2𝑝 + 3)(𝑝 + 2𝑝 + 5)
 

⟹ 𝐿[𝑦] =
1

𝑝 + 1
,

𝑝 + 2𝑝 + 4

(𝑝 + 2𝑝 + 3)(𝑝 + 2𝑝 + 5)
 

  باستخدام تفريق الكسور نجد:

𝑝 + 2𝑝 + 4

(𝑝 + 2𝑝 + 3)(𝑝 + 2𝑝 + 5)
=

𝐴𝑝 + 𝐵

𝑝 + 2𝑝 + 5
+

𝐶𝑝 + 𝐷

𝑝 + 2𝑝 + 3
 

⟹ A = 0, B =
1

2
, C = 0, D =

1

2
 

⟹
𝑝 + 2𝑝 + 4

(𝑝 + 2𝑝 + 3)(𝑝 + 2𝑝 + 5)
=

1

2

1

𝑝 + 2𝑝 + 5
+

1

2

1

𝑝 + 2𝑝 + 3
 

⟹ 𝐿[𝑦] =
1

𝑝 + 1
,
1

2

1

𝑝 + 2𝑝 + 5
+

1

2

1

𝑝 + 2𝑝 + 3
 

  رة نجد:بأخذ تحويل لابلاس العكسي لطرفي المعادلة الأخي

𝐿 [𝑦] = 𝐿
1

𝑝 + 1
, 𝐿

1

2

1

𝑝 + 2𝑝 + 5
+ 𝐿

1

2

1

𝑝 + 2𝑝 + 3
 

⟹ 𝐿 [𝑦] = 𝐿
1

𝑝 + 1
,
1

2
𝐿

1

𝑝 + 2𝑝 + 5
+

1

2
𝐿

1

𝑝 + 2𝑝 + 3
 

⟹ 𝐿 [𝑦] = 𝐿
1

𝑝 + 1
,
1

2
𝐿

1

(𝑝 + 1) + 4
+

1

2
𝐿

1

(𝑝 + 1) + 2
 

⟹ 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ,
1

4
𝑒 𝑠𝑖𝑛2𝑥 +

1

2√2
𝑒 𝑠𝑖𝑛√2𝑥  
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  .(91)وهو حل المعادلة 

ال  .𝟐)م 𝟏𝟏. ل لابلاس: .(𝟒 ام ت اس ة  عادلة الآت   أوج حل ال

𝑦" + [2, −3]𝑦′ + [1,2]𝑦 = [3𝑥𝑒 , 4𝑒 ]   (93) 

ق ال ة:وت ة الآت ائ   و الاب

𝑦 (0) = [2,5] , 𝑦(0) = [4, −3]  (94) 

ل:   ال

عادلة  في ال ل لابلاس ل : (93)نأخ ت   ن

𝐿[𝑦 ] + [2, −3]𝐿[𝑦′] + [1,2]𝐿[𝑦] = [3𝐿(𝑥𝑒 ),4𝐿(𝑒 )] 

⟹ [𝑝 , 𝑝 ]𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦 (0) + 𝑝[2, −3]𝐿[𝑦] − [2, −3]𝑦(0)

+ [1,2]𝐿[𝑦] = [3𝐿(𝑥𝑒 ),4𝐿(𝑒 )] 

⟹ [𝑝 , 𝑝 ]𝐿[𝑦] − 𝑝𝑦(0) − 𝑦 (0) + 𝑝[2, −3]𝐿[𝑦] − [2, −3]𝑦(0)

+ [1,2]𝐿[𝑦] =
−3

(𝑝 + 1)
,

4

𝑝 − 2
 

  في المعادلة الأخيرة نجد: (94)نعوض الشروط 

⟹ [𝑝 , 𝑝 ]𝐿[𝑦] − [4𝑝, 3𝑝] − [2,5] + [2𝑝, −3𝑝]𝐿[𝑦] − [8,9] + [1,2]𝐿[𝑦]

=
−3

(𝑝 + 1)
,

4

𝑝 − 2
 

⟹ [𝑝 + 2𝑝 + 1, 𝑝 − 3𝑝 + 2]𝐿[𝑦]

=
−3

(𝑝 + 1)
+ 4𝑝 + 10,

4

𝑝 − 2
− 3𝑝 + 16  

⟹ [(𝑝 + 1) , (𝑝 − 2)(𝑝 − 1)]𝐿[𝑦]

=
−3

(𝑝 + 1)
+ 4𝑝 + 10,

4

𝑝 − 2
− 3𝑝 + 16  

𝑝)]نقسم الطرفين على  + 1) , (𝑝 − 2)(𝑝 −   نجد: [(1

𝐿[𝑦] =
−3

(𝑝 + 1)
+

4𝑝 + 10

(𝑝 + 1)
,

4

(𝑝 − 2) (𝑝 − 1)
+

−3𝑝 + 16

(𝑝 − 2)(𝑝 − 1)
 

  باستخدام تفريق الكسور نجد:
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𝐿[𝑦] =
4

𝑝 + 1
+

6

(𝑝 + 1)
−

3

(𝑝 + 1)
,

8

𝑝 − 2
+

20

(𝑝 − 2)
−

3

𝑝 − 1
 

  بأخذ تحويل لابلاس العكسي لطرفي المعادلة الأخيرة نجد:

𝐿 [𝑦] = 4𝐿
1

𝑝 + 1
+ 6𝐿

1

(𝑝 + 1)

− 3𝐿
1

(𝑝 + 1)
, 8𝐿

1

𝑝 − 2
+ 20𝐿

1

(𝑝 − 2)

− 3𝐿
1

𝑝 − 1
 

⟹ 𝑦 = 4𝑒 + 6𝑥𝑒 +
1

2
𝑥 𝑒  , 8𝑒 + 20𝑥𝑒 𝑒 𝑠 − 3𝑒  

  .(93)وهو حل المعادلة 
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  الخامسالفصل 

  

  

ات  ةأساس وس ت سة ال   اله
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  مقدمة:

ه فـــي  ـــل هـــ ــ لأحـــ أن قـــام  ـ ـــ لـــ  ، وال وســـ ــ فـــي ال يـ م ج ــ م مفهـ ق ــ ــل سـ ـ ا الف ــ هـ

ار،  د  وذلك من خلال تقديم تحويل خطي نيوتروسوفيكي (إيزومتري)الأف قام بتعريفه كل من محم

ب د خطي الا و أحم و ب يأب اهيم الهندس ل المف ية ، ينق اهيم هندس ى مف اً إل يكية جبري ة الكلاس
ا كحساب نيوتروسوفيكية،  دائرة النيوتروسوفيكية، وتطبيقاته وفيكية، وال اط النيوتروس ف للنق كتعري

ة المستقيم النيوتروسوفيكي، ا، بالإضافة لمعادل اس له ة المستقيم المم والقطعة المساحة وإيجاد معادل
ة ال وفيكية، والنقط تقيمة النيوتروس وفيكية،المس ة نيوتروس مة لقطع ة  قاس اهيم الهام ن المف اً م وأيض

وفيكية،  د النيوتروس اقص والزائ افئ والن القطع المك ية، ك وع الهندس ن القط د م ال للمزي تح المج وف
  ندسة التفاضلية وتعميمها نيوتروسوفيكياً.ال الهندسة النيوتروسوفيكية، كالهالدراسات في مج

𝟏 −   :تعاريف ومفاهيم أساسية 𝟓

.𝟏) عت 𝟏. 𝟓).   

يكن  𝑅(𝐼)ل = {𝑎 + 𝑏𝐼; 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅} ل داد حق وفيك أع ول إن ينيوتروس ذ نق 𝑎ة، عندئ + 𝑏𝐼 ≤

𝑐 + 𝑑𝐼 إذا وفقط إذا كان 𝑎 ≤ 𝑐  و𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑐 + 𝑑.  

.𝟐)مبرهنة  𝟏. 𝟓):  

   ).انعكاسية ومتخالفة ومتعديةعلاقة ترتيب جزئي ( (1.1.5)العلاقة في التعريف 

  البرهان:

𝑥ليكن  = 𝑎 + b𝐼, 𝑦 = 𝑐 + d𝐼, 𝑧 = 𝑚 + n𝐼 ∈ 𝑅(𝐼)  ،:عندئذ  

𝑥انعكاسية :  ≤ 𝑥    لأن𝑎 ≤ 𝑎      و𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑎 + 𝑏  

𝑥: اذا كانت تخالفية  ≤ 𝑦   و𝑦 ≤ 𝑥   فإن𝑦 = 𝑥  

𝑥نفرض أن  ≤ 𝑦   و𝑦 ≤ 𝑥 عندئذ يكون:   

      𝑎 ≤ 𝑐  ;  𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑐 + 𝑑   و   𝑐 ≤ 𝑎  ;     𝑐 + 𝑑 ≤ 𝑎 + 𝑏  

𝑎   وبالتالي  = 𝑐  ;    𝑎 + 𝑏 = 𝑐 + 𝑑 هذا يعني أن𝑎 = 𝑏   وبالتالي𝑥 = 𝑦  

   :متعدية

رض أن  𝑥لنف ≤ 𝑦  و𝑦 ≤ 𝑧  إذن𝑎 ≤ 𝑐, 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑐 + 𝑑, 𝑐 ≤ 𝑚, 𝑐 + 𝑑 ≤ 𝑚 + 𝑛 
𝑎وهذا يعني أن  ≤ 𝑚, 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑚 + 𝑛  لذلك𝑥 ≤ 𝑧.  

  .𝑅(𝐼)هي علاقة ترتيب جزئي على  ≥مما سبق نجد أن 



89 
 

.𝟑)ملاحظة  𝟏. 𝟓):  

  فيكي الموجب كما يلي:تعريف العدد الحقيقي النيوتروسو يمكننا

𝑎 + 𝑏𝐼 ≥ 0 = 0 + 0𝐼 

𝑎وهذا يعني أن  ≥ 𝑎و  0 + 𝑏 ≥ 0  

  بالعلاقة: 𝑅(𝐼)تعرف القيمة المطلقة على 

|𝑎 + 𝑏𝐼| = |𝑎| + 𝐼[|𝑎 + 𝑏| − |𝑎|] 

  كما يمكننا تعريف الجذر التربيعي لعدد نيوتروسوفيكي موجب بالعلاقة:

√𝑎 + 𝑏𝐼 = √𝑎 + 𝐼 √𝑎 + 𝑏 − √𝑎  

.𝟒) مثال 𝟏. 𝟓):   

 𝑥 = 2 − 𝐼  ث ب حي وفيكي موج ي نيوتروس دد حقيق 2ع ≥ 2و  0 − 1 = 1 ≥

0. 
 2 + 𝐼 ≥ 2لأن  2 ≥ 2و  2 + 1 = 3 ≥ 2 + 0 = 2. 
 |1 + 3𝐼| = |1| + 𝐼[|1 + 3| − |1|] = 1 + 3𝐼. 
 |−3 + 2𝐼| = |−3| + 𝐼[|−3 + 2| − |−3|] = 3 − 2𝐼 ظ أن 0، لاح +

0𝐼 ≥ −3 + 2𝐼. 
 √9 + 4𝐼 = √9 + 𝐼 √13 − √9 = 3 + 𝐼 √13 − 3  

.𝟓)تعريف  𝟏. 𝟓):  

  بعد بالشكل: 𝑛وتروسوفيكي ذو ف المستوي النيرنع

𝑅(𝐼) × 𝑅(𝐼) × 𝑅(𝐼) × … … × 𝑅(𝐼) 

.𝟔)مثال  𝟏. 𝟓):  

𝑅(𝐼) = {𝑎 + 𝑏𝐼; 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅} مستوي نيوتروسوفيكي أحادي البعد.  

𝑅(𝐼) = {(𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼); 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑅} مستوي نيوتروسوفيكي ثنائي البعد.  

.𝟕)تعريف   𝟏. 𝟓):  

𝐴(𝑎لتكن  + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼), 𝐵(𝑥 + 𝑦𝐼, 𝑧 + 𝑡𝐼)  نقطتين نيوتروسوفيكيتين من𝑅(𝐼) ذ ، عندئ
  نعرف الشعاع النيوتروسوفيكي بالصيغة:

𝐴�⃗� = ([𝑥 + 𝑦𝐼] − [𝑎 + 𝑏𝐼], [𝑧 + 𝑡𝐼] − [𝑐 + 𝑑𝐼]) 
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.𝟖)تعريف  𝟏. 𝟓):  

𝑢 ليكن = (𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼) ل:شعاع نيوتروسوفيكي، عندئذ نعرف النظيم بالشك  

‖�⃗�‖ = (𝑎 + 𝑏𝐼) + (𝑐 + 𝑑𝐼)

= 𝑎 + 𝑐 + 𝐼[(𝑎 + 𝑏) + (𝑐 + 𝑑) − 𝑎 − 𝑐 ] 

‖�⃗�‖بسهولة يمكن أن نلاحظ أن   ≥   .(3.1.5)، اعتماداً على الملاحظة 0

.𝟗)تعريف  𝟏. 𝟓):  

𝐴(𝑎لتكن  + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼), 𝐵(𝑥 + 𝑦𝐼, 𝑧 + 𝑡𝐼)  نقطتين نيوتروسوفيكيتين من𝑅(𝐼) عندئذ ،
  :نعرف

𝐶هي النقطة  [𝐴𝐵]منتصف القطعة  - ,. 

  .𝐴�⃗� تساوي 𝐵 و 𝐴المسافة النيوتروسوفيكية بين النقطتين  -

.𝟏𝟎)مثال  𝟏. 𝟓):   

𝐴(1لتكن  + 𝐼, 2 − 3𝐼), 𝐵(−𝐼, −1 + 2𝐼)  نقطتين نيوتروسوفيكيتين من𝑅(𝐼)ذ، عندئ:  

𝐴�⃗� = (−1 − 2𝐼, −3 + 5𝐼) 

𝐴�⃗� = 1 + 9 + 𝐼[9 + 4 − 1 − 9] = 10 + 3𝐼 

𝐶، إذن [𝐴𝐵]منتصف القطعة  𝐶لتكن النقطة  , − 𝐼.  

يكي  اء الكلاس ة للفض ية والجبري ائص الهندس ض الخص رض بع نقوم بع 𝑅الآن س × 𝑅 .
  سنحتاجها في الفقرات القادمة.

.𝟏𝟏) ملاحظة 𝟏. 𝟓):  

𝑉 يكنل = 𝑅 × 𝑅 :الجداء الديكارتي للمستوي الإقليدي الكلاسيكي بنفسه، عندئذ يكون  

𝑅مودول واحدي فوق الحلقة  𝑉يملك  .1 × 𝑅:مع العمليات الآتية ، 

  الجمع:

 (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) + (𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑡) = (𝑎 + 𝑥, 𝑏 + 𝑦) , (𝑐 + 𝑧, 𝑑 + 𝑡)  

𝑅الجداء بعدد سلمي من  × 𝑅:  

(𝑚, 𝑛). (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) = (𝑚. 𝑎, 𝑛. 𝑏), (𝑚. 𝑐, 𝑛. 𝑑)  
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 يمكن تعريفه بالصيغة: 𝑉النظيم لأي متجه في  .2

‖(𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)‖ = 𝑎 + 𝑐 , 𝑏 + 𝑑  

.𝟏𝟐) مثال 𝟏. 𝟒):  

𝐴النقطتان  كنلت (1,2), (2,5) , 𝐵 (−1,4), (3,   عندئذ: 𝑉من الفضاء  (2−

1. 𝐴�⃗� = (−2,2), (1, −7). 

2. 𝐴�⃗� = (−2) + (1) , (2) + (−7) = √5, √53. 

𝑟ليكن  .3 = (5,8) ∈ 𝑅 × 𝑅 :عدد سلمي، عندئذ 

𝑟. 𝐴�⃗� = (−10,16), (5, −56)  

.𝑟واضح أن:  𝐴�⃗� = 𝑟. 𝐴�⃗�.  

−𝟐 −   : علاقة بين الهندسة النيوتروسوفيكية والكلاسيكيةال𝟓

ين الإ ات ب يح العلاق ص لتوض زء مخص ذا الج ين ه لاه، وب ددة أع وفيكية المح داثيات النيوتروس ح
  الإحداثيات الهندسية الكلاسيكية.

رات  اً للفق ة وفق ئلة الهام ن الأس د م 1)تبرز العدي − ي (5 ات الشهيرة ف . السؤال الأول عن العلاق
  .؟𝐵و 𝐴 لها المسافة نفسها بين [𝐴𝐵]قطعة صف للمنتنقطة ال: هل الهندسة الكلاسيكية

و ان الج ات إذا ك ع البيان ارض م ه يتع ة لأن ه أهمي يس ل عيف ول ي ض ا الهندس إن نظامن اب لا، ف
  المنطقية.

يكية؟. اط الكلاس ع النق ات م اط أو علاق ا ارتب وفيكية له اط النيوتروس ل النق اني ه ؤال الث ذا  الس وه
ي المست ية ف ا دراسة الأشكال الهندس دها يمكنن م، عن ة نع وي السؤال هو الأهم، لأنه إذا كانت الإجاب

  النيوتروسوفيكي.

  السؤال الثالث هو كيف نعرف الخطوط، الدوائر، القطوع النيوتروسوفيكية، ... إلخ.

.𝟏) تعريف 𝟐. 𝟓):   

تكن  𝑀ل = 𝑅(𝐼) = 𝑅(𝐼) × 𝑅(𝐼), 𝑉 = 𝑅 × 𝑅 توي نيوترو داء مس وفيكي، والج س
ل إيزو 𝑅الكلاسيكي  الديكارتي للمستوي ذ نعرف تحوي ريبنفسه، عندئ ين   مت 𝑅و 𝑅(𝐼)ب ×

𝑅 :بالصيغة  

𝑓: 𝑀 → 𝑉; 𝑓(𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼) = (𝑎, 𝑎 + 𝑏), (𝑐, 𝑐 + 𝑑)  

𝑅و  𝑅(𝐼)بين  أحادي البعدنعرف التحويل الإيزومتري  × 𝑅 :بالصيغة  
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𝑔: 𝑅(𝐼) → 𝑅 × 𝑅; 𝑔(𝑎 + 𝑏𝐼) = (𝑎, 𝑎 + 𝑏) 

.𝟐) مبرهنة 𝟐. 𝟓):   

𝑅و  𝑅(𝐼)ي هو تماثل جبرالإيزومتري أحادي البعد  × 𝑅.  

   البرهان:

𝑎ليكن  + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼 .عددان حقيقيان نتروسوفيكيين، عندئذ  

𝑓(𝑎 + 𝑏𝐼 + 𝑐 + 𝑑𝐼) = 𝑓([𝑎 + 𝑐] + [𝑏 + 𝑑]𝐼) = (𝑎 + 𝑐, 𝑎 + 𝑐 + 𝑏 + 𝑑)

= (𝑎, 𝑎 + 𝑏) + (𝑐, 𝑐 + 𝑑) = 𝑓(𝑎 + 𝑏𝐼) + 𝑓(𝑐 + 𝑑𝐼) 

𝑓([𝑎 + 𝑏𝐼]. [𝑐 + 𝑑𝐼]) = 𝑓(𝑎𝑐 + [𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑏𝑑]𝐼)

= (𝑎𝑐, 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑑𝑑) = (𝑎, 𝑎 + 𝑏). (𝑐, 𝑐 + 𝑑)

= 𝑓(𝑎 + 𝑏𝐼). 𝑓(𝑐 + 𝑑𝐼) 

𝑓  تقابل، لأن𝑘𝑒𝑟(𝑓) = ,𝑎)، ومن أجل كل زوج {0} 𝑏) ∈ 𝑅 × 𝑅يوجد ،  

𝑎 + (𝑎, 𝑏)𝐼 ∈ 𝑅(𝐼)  ق 𝑓(𝑎ويحق + [𝑏 − 𝑎]𝐼) = (𝑎, 𝑏)د أن بق نج ا س ذلك ومم  𝑓 . ل
   تماثل.

.𝟑) مثال 𝟐. 𝟓):  

𝐴(1 النقطة النيوتروسوفيكيةلنفرض  + 𝐼, 3 − 6𝐼)الصورة الإيزومترية لها هي ،  

𝐵هي  (1,2), (3, −3).  

�⃗�ليكن المتجه النيوتروسوفيكي  = (2 − 𝐼, 4 + 𝐼) عندئذ صورته وفق الإيزومتري هي ،  

�⃗� = (2,1), (4,5).  

.𝟒) مبرهنة 𝟐.   (النظرية الأساسية في الهندسة الإقليدية النيوتروسوفيكية). :(𝟓

يكن :𝑓 ل 𝑀 → 𝑉; 𝑓(𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼) = (𝑎, 𝑎 + 𝑏), (𝑐, 𝑐 + 𝑑)  ري الإيزومت

  المعرف أعلاه. عندئذ يكون:

1 .𝑓 .يحافظ على عملية الجمع بين المتجهات 

2. 𝑓 .يحافظ على المسافات بين النقاط 

3. 𝑓 تقابل عكسي بين 𝑀 و 𝑉. 

 ي.الإيزومتري يحافظ على جداء المتجه النيوتروسوفيكي بعدد حقيقي نيوتروسوفيك. 4



93 
 

اً  وفيكي تساوي تمام ي نيوتروس دد حقيق وفيكي مضروب بع الصورة المباشرة لمتجه نيوتروس
ي  دد الحقيق ة للع د المقابل ة البع ة أحادي ورة الإيزومتري روبة بالص ة مض ورته الإيزومتري ص

  النيوتروسوفيكي.

  البرهان:

يكن  .1 �⃗�ل = (𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼), �⃗� = (𝑥 + 𝑦𝐼, 𝑧 + 𝑡𝐼) وفي ين نيوتروس كيين، متجه
 عندئذ:

𝑓(�⃗� + �⃗�) = 𝑓(𝑎 + 𝑥 + 𝐼[𝑏 + 𝑦], 𝑐 + 𝑧 + 𝐼[𝑑 + 𝑡])

= (𝑎 + 𝑥, 𝑎 + 𝑥 + 𝑏 + 𝑦), (𝑐 + 𝑧, 𝑐 + 𝑧 + 𝑑 + 𝑡)

= (𝑎, 𝑎 + 𝑏), (𝑐, 𝑐 + 𝑑) + (𝑥, 𝑥 + 𝑦), (𝑧, 𝑧 + 𝑡)

= 𝑓(𝑢) + 𝑓(�⃗�) 

د لنظيم  ⃗𝑓(𝑢)يجب أن نثبت أن نظيم المتجه الكلاسيكي  .2 ة البع ة أحادي الصورة الإيزومتري

 .⃗𝑓(𝑢)لمتجه النيوتروسوفيكي ا

‖𝑓(�⃗�)‖ = (𝑎 + 𝑐 , (𝑎 + 𝑏) + (𝑐 + 𝑑) ) 

  من ناحية أخرى لدينا:

𝑔‖𝑢‖ = 𝑔(𝑎 + 𝑐 + 𝐼[(𝑎 + 𝑏) + 𝑑 − 𝑎 − 𝑐 ])

= (𝑎 + 𝑐 , (𝑎 + 𝑏) + (𝑐 + 𝑑) ) = ‖𝑓(𝑢)‖  

𝑓(𝑎لنفرض أن  .3 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼) = 𝑓(𝑥 + 𝑦𝐼, 𝑧 + 𝑡𝐼):وبالتالي فإن ، 

(𝑎, 𝑎 + 𝑏), (𝑐, 𝑐 + 𝑑) = (𝑥, 𝑥 + 𝑦), (𝑧, 𝑧 + 𝑡)  

𝑎لذلك:  = 𝑥, 𝑏 = 𝑦, 𝑐 = 𝑧, 𝑑 = 𝑡 ومنه ،𝑓 .يكون متباين  

  غامر، لذلك فهو تقابل. 𝑓واضح أن 

𝑢ليكن المتجه النيوتروسوفيكي  .4 = (𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼)  ي النيوتروسوفيكي والعدد الحقيق
𝑚 + 𝑛𝐼:عندئذ ، 

(𝑚 + 𝑛𝐼). �⃗� = (𝑚 + 𝑛𝐼)(𝑎 + 𝑏𝐼), (𝑚 + 𝑛𝐼)(𝑐 + 𝑑𝐼)

= (𝑚𝑎 + 𝐼[𝑚𝑏 + 𝑛𝑎 + 𝑛𝑏]), (𝑚𝑐 + 𝐼[𝑚𝑑 + 𝑛𝑐 + 𝑛𝑑])  

  من ناحية أخرى، لدينا:
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𝑓 (𝑚 + 𝑛𝐼). �⃗�

= (𝑚𝑎, 𝑚𝑎 + 𝑚𝑏 + 𝑛𝑎 + 𝑛𝑏), (𝑚𝑐, 𝑚𝑐 + 𝑚𝑑 + 𝑛𝑐

+ 𝑛𝑑) = (𝑚, 𝑚 + 𝑛). (𝑎, 𝑎 + 𝑏), (𝑐, 𝑐 + 𝑑)

= 𝑔(𝑚 + 𝑛𝐼). 𝑓(𝑎 + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼) 

.𝟓) مثال 𝟐. 𝟓):   

𝐴(1لتكن النقطتين النيوتروسوفيكيتين  + 2𝐼, 𝐼), 𝐵(3𝐼, −2 + 𝐼):عندئذ يكون ،  

,𝐴الإيزومتري للنقطتين  .1 𝐵  هو𝐴 (1,3), (0,1) , 𝐵 (0,3), (−2, −1). 

𝐴�⃗�الإيزومتري للمتجه  .2 = (−1 + 𝐼, 𝐴𝐵هو  (2− = (−1,0), (−2, −2). 
 مسافة النيوتروسوفيكية:ال .3

 [𝐴𝐵] = 1 + 4 + 𝐼[0 + 4 − 1 − 4] = √5 − 𝐼 = √5 + 𝐼 4 − √5  

  الصورة الإيزومترية للمسافة الكلاسيكية بينهما هي:

𝐴𝐵 = (−1) + (−2) , (0) + (−2) = √5, 4 = 𝑔([𝐴𝐵]) 

.𝟔) مبرهنة 𝟐. 𝟓):  

تكن  𝐴ل (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) ارتي لن داء ديك ية ج ورة العكس ذ الص يكيتين، عندئ ين كلاس قطت

  الإيزومترية (النقطة النيوتروسوفيكية المقابلة) لها هي

𝐵(𝑎 + (𝑏 − 𝑎)𝐼, 𝑐 + (𝑑 − 𝑐)𝐼) 

−𝟑 −   :بعض الأشكال الهندسية النيوتروسوفيكية 𝟓

.𝟏)تعريف 𝟑.   (الدائرة النيوتروسوفيكية) :(𝟓

تكن  𝑀(𝑎ل + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼) وفيكية ثا ة، نقطة نيوتروس وفيكية بت دائرة النيوتروس رف ال ذ نع عندئ
ز ر 𝑀 ذات المرك ف القط 𝑅 ونص = 𝑟 + 𝑟 𝐼 ≥ د 0 ة البع اط ثنائي ة النق ا مجموع  بأنه

𝑁(𝑋, 𝑌) = 𝑁(𝑥 + 𝑥 𝐼, 𝑦 + 𝑦 𝐼) :والتي تحقق 𝑑𝑖𝑠(𝑀, 𝑁) = 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  

.𝟐) مبرهنة  𝟑. 𝟓):  

تكن  𝑀(𝑎ل + 𝑏𝐼, 𝑐 + 𝑑𝐼)  ة ةنقط وفيكية ثابت 𝑅، نيوتروس = 𝑟 + 𝑟 𝐼  ي دد حقيق ع
  نيوتروسوفيكي موجب، عندئذ يكون:

 هي: 𝑅ونصف القطر  𝑀 دلة الدائرة النيوتروسوفيكية ذات المركزامع .1

([𝑥 + 𝑥 𝐼] − [𝑎 + 𝑏𝐼] ) + ([𝑦 + 𝑦 𝐼] − [𝑐 + 𝑑𝐼] ) = 𝑅  
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 قة تكافئ جداء دائرتين كلاسيكيتين:الدائرة النيوتروسوفيكية الساي .2

𝐶 : (𝑥 − 𝑎) + (𝑦 − 𝑏) = 𝑟   

𝐶 : ([𝑥 + 𝑥 ] − [𝑎 + 𝑏] ) + ([𝑦 + 𝑦 ] − [𝑐 + 𝑑] ) = (𝑟 + 𝑟 )  

  :البرهان

ف  .1 ي التعري وفيكية ف افة النيوتروس تخدام المس فو (8.1.5)باس ل  (9.1.5) التعري نحص
 على:

([𝑥 + 𝑥 𝐼] − [𝑎 + 𝑏𝐼] ) + ([𝑦 + 𝑦 𝐼] − [𝑐 + 𝑑𝐼] ) = 𝑅  

 نأخذ الصورة الإيزومترية للدائرة النيوتروسوفيكية نجد أن: .2

𝑓 ([𝑥 + 𝑥 𝐼] − [𝑎 + 𝑏𝐼] ) + ([𝑦 + 𝑦 𝐼] − [𝑐 + 𝑑𝐼] ) = 𝑓(𝑅 ) 

  ومنه:

((𝑥 − 𝑎) , (𝑥 + 𝑥 − [𝑎 + 𝑏]) ) + ((𝑦 − 𝑐) , (𝑦 + 𝑦 − [𝑐 + 𝑑]) )

= (𝑟 , (𝑟 + 𝑟 ) ) 

  :منه فإنو

(𝑥 − 𝑎) + (𝑦 − 𝑏) = 𝑟  و([𝑥 + 𝑥 ] − [𝑎 + 𝑏]) + ([𝑦 + 𝑦 ] −

[𝑐 + 𝑑]) = (𝑟 + 𝑟 )  

.𝟑) المث 𝟑. 𝟓):  

𝑋)الدائرة النيوتروسوفيكية لتكن  − 𝐼) + 𝑌 − (2 − 3𝐼) = (2 + 𝐼):عندئذ ،  

𝐶 : (𝑥 − 0) + (𝑦 − 2) = 2   

𝐶 : ([𝑥 + 𝑥 ] − [−1] ) + ([𝑦 + 𝑦 ] − [−1] ) = (2 + 1)  

.𝟒) تعريف 𝟑.   ي)(المستقيم النيوتروسوفيك :(𝟓

,𝑋)نعرف المستقيم النيوتروسوفيكي بأنه مجموعة كل النقاط ثنائية البعد  𝑌) :التي تحقق  

𝐴𝑋 + 𝐵𝑌 + 𝐶 = 0 ; 𝑋 = 𝑥 + 𝑥 𝐼, 𝑌 = 𝑦 + 𝑦 𝐼, 𝐴 = 𝑎 + 𝑎 𝐼, 𝐵

= 𝑏 + 𝑏 𝐼, 𝐶 = 𝑐 + 𝑐 𝐼 
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.𝟓) مبرهنة 𝟑. 𝟓):  

يكن  𝐴𝑋ل + 𝐵𝑌 + 𝐶 = وف   0 تقيم نيوتروس تقيم ي𝑑يكي مس ك المس داء ، ذل افئ ج تقيمينك  مس
 كلاسيكيتين:

𝑑 : 𝑎 𝑥 + 𝑏 𝑦 + 𝑐 = 0  

𝑑 : (𝑎 + 𝑎 )(𝑥 + 𝑥 ) + (𝑏 + 𝑏 )(𝑦 + 𝑦 ) + 𝑐 + 𝑐 = 0 

  البرهان:

  لبرهان.بأخذ الصورة الإيزومترية لمعادلة المستقيم النيوتروسوفيكي نحصل على ا

.𝟔) مثال 𝟑. 𝟓):  

1) المستقيم النيوتروسوفيكيكن لي + 𝐼)𝑋 + (2 − 4𝐼)𝑌1 − 3𝐼+=   ، عندئذ:0

𝑑 : 𝑥 + 2𝑦 + 1 = 0  

𝑑 : 2(𝑥 + 𝑥 ) − 2(𝑦 + 𝑦 ) − 2 = 0 

.𝟕)ملاحظة  𝟑. 𝟓):  

 من الشكل: إذا كان لدينا دائرتان كلاسيكيتان .1

 𝐶 : (𝑥 − 𝑎) + (𝑦 − 𝑐) = 𝑟 , 𝐶 : (𝑥 − 𝑏) + (𝑦 − 𝑑) = 𝑟   

ي ري العكس تخدام الإيزومت وفيكية باس دائرة النيوتروس ى ال ول عل ا الحص ذ يمكنن ى عندئ ، وتعط
 بالصيغة:

𝐶: (𝑋 − 𝑀) + (𝑌 − 𝑁) = 𝑟  ; 𝑋 = 𝑥 + (𝑥 − 𝑥 )𝐼, 𝑌

= 𝑦 + (𝑦 − 𝑦 )𝐼, 𝑀 = 𝑎 + (𝑏 − 𝑎)𝐼, 𝑁 = 𝑐 + (𝑐 − 𝑑)𝐼,

𝑟 = 𝑟 + (𝑟 − 𝑟 )𝐼 

 من الشكل: إذا كان لدينا مستقيمان كلاسيكيان .2

 𝑑 : 𝑎 𝑥 + 𝑏 𝑦 + 𝑐 = 0, 𝑑 : 𝑎 𝑥 + 𝑏 𝑦 + 𝑐 = 0  

ري ال تخدام الإيزومت وفيكي باس تقيم النيوتروس ى المس ول عل ا الحص ذ يمكنن ى عندئ ي، ويعط عكس
  بالصيغة:

𝑑: 𝐴𝑋 + 𝐵𝑌 + 𝐶 = 0  ; 𝑋 = 𝑥 + (𝑥 − 𝑥 )𝐼, 𝑌 = 𝑦 + (𝑦 − 𝑦 )𝐼, 𝐴

= 𝑎 + (𝑎 − 𝑎 )𝐼, 𝐵 = 𝑏 + (𝑏 − 𝑏 )𝐼,

𝐶 = 𝑐 + (𝑐 − 𝑐 )𝐼 
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.𝟖)تعريف  𝟑.   )ةبنسبة معلوم نيوتروسوفيكية (النقطة القاسة لقطعة مستقيمة :(𝟓

تكن  𝐶(𝑐ل + 𝑐 𝐼, 𝑐 + 𝑐 𝐼) وفيكية تقيمة النيوتروس ة المس وفيكية قاسمة للقطع  نقطة نيوتروس
𝐴𝐵  بنسبة𝜆 = 𝜆 + 𝜆 𝐼أن ، حيث  

 𝐴(𝑎 + 𝑎 𝐼, 𝑎 + 𝑎 𝐼), 𝐵(𝑏 + 𝑏 𝐼, 𝑏 + 𝑏 𝐼):عندئذ نكتب ،  

𝐴𝐶

𝐶𝐵
= 𝜆 ⟹ 𝐴𝐶 = 𝜆𝐶𝐵 

  يكون: 𝐵و  𝐴ع بين تق 𝐶إذا كانت 

([(𝑐 − 𝑎 ) + 𝐼(𝑐 − 𝑎 ), (𝑐 − 𝑎 ) + 𝐼(𝑐 − 𝑎 )])

= (𝜆

+ 𝜆 𝐼)([(𝑏 − 𝑐 ) + 𝐼(𝑏 − 𝑐 ), (𝑏 − 𝑐 ) + 𝐼(𝑏 − 𝑐 )]) 

  الآن، وبأخذ الصورة الإيزومترية للعلاقة السابقة يكون:

𝑓([(𝑐 − 𝑎 ) + 𝐼(𝑐 − 𝑎 ), (𝑐 − 𝑎 ) + 𝐼(𝑐 − 𝑎 )])

= 𝑓(𝜆

+ 𝜆 𝐼) 𝑓([(𝑏 − 𝑐 ) + 𝐼(𝑏 − 𝑐 ), (𝑏 − 𝑐 ) + 𝐼(𝑏 − 𝑐 )]) 

  ومنه:

([(𝑐 − 𝑎 ), (𝑐 + 𝑐 ) − (𝑎 + 𝑎 )], [(𝑐 − 𝑎 ), (𝑐 + 𝑐 ) − (𝑎 + 𝑎 )])

= [𝜆 , (𝜆 + 𝜆 )]([(𝑏 − 𝑐 ), (𝑏 + 𝑏 )

− (𝑐 + 𝑐 )], [(𝑏 − 𝑐 ), (𝑏 + 𝑏 ) − (𝑐 + 𝑐 )]) 

  وبمطابقة الطرفين يكون:

⎩
⎨

⎧
𝑐 − 𝑎 = 𝜆 (𝑏 − 𝑐 )

(𝑐 − 𝑎 ) = 𝜆 (𝑏 − 𝑐 )

(𝑐 + 𝑐 ) − (𝑎 + 𝑎 ) = (𝜆 + 𝜆 )[(𝑏 + 𝑏 ) − (𝑐 + 𝑐 )]

(𝑐 + 𝑐 ) − (𝑎 + 𝑎 ) = (𝜆 + 𝜆 )[(𝑏 + 𝑏 ) − (𝑐 + 𝑐 )]

 

  وبالحل المشترك للجملة السابقة نجد أن:
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⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ 𝑐 =

𝑎 + 𝜆 𝑏

1 + 𝜆

𝑐 =
𝑎 + 𝜆 𝑏

1 + 𝜆

𝑐 =
(𝜆 + 𝜆 )(𝑏 + 𝑏 − 𝑐 ) + (𝑎 + 𝑎 ) − 𝑐

1 + 𝜆 + +𝜆

𝑐 =
(𝜆 + 𝜆 )(𝑏 + 𝑏 − 𝑐 ) + (𝑎 + 𝑎 ) − 𝑐

1 + 𝜆 + +𝜆

 

  .𝐴𝐵، النقطة القاسمة للقطعة النيوتروسوفيكية 𝐶وهي إحداثيات النقطة 

.𝟗)مثال  𝟑. 𝟓):  

𝐴(−2لتكن النقطتان النيوتروسوفيكيتان  + 𝐼, 6 + 𝐼), 𝐵(2 + 𝐼, −4 + 𝑏 𝐼)  أوجد إحداثيات

𝜆النقطة القاسمة للقطعة النيوتروسوفيكية بنسبة  = + 𝐼.  

  الحل:

𝑎لدينا:  = −2, 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝑏 = 1, 𝜆 = , 𝜆 =   . إذن:1

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ 𝑐 =

𝑎 + 𝜆 𝑏

1 + 𝜆

𝑐 =
𝑎 + 𝜆 𝑏

1 + 𝜆

𝑐 =
(𝜆 + 𝜆 )(𝑏 + 𝑏 − 𝑐 ) + (𝑎 + 𝑎 ) − 𝑐

1 + 𝜆 + +𝜆

𝑐 =
(𝜆 + 𝜆 )(𝑏 + 𝑏 − 𝑐 ) + (𝑎 + 𝑎 ) − 𝑐

1 + 𝜆 + +𝜆

⟹

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧𝑐 =

−2

3

𝑐 =
8

3

𝑐 =
31

15

𝑐 =
−5

3

⟹ 𝐶
−2

3
+

31

15
𝐼,

8

3
−

5

3
𝐼  

−𝟑 −   :القطوع النيوتروسوفيكية 𝟓

.𝟏) تعريف 𝟒.   )النيوتروسوفيكي (القطع المكافئ :(𝟓

يكن  𝑅ل (𝐼)  يكن د، ول ائي البع 𝑎مستوي نيوتروسوفيكي ثن = 𝑎 + 𝑎 𝐼, 𝑏 = 𝑏 + 𝑏 𝐼, 
𝑋 = 𝑥 + 𝑥 𝐼, 𝑌 = 𝑦 + 𝑦 𝐼, 𝑝 = 𝑝 + 𝑝 𝐼.  

𝑋)  يةفئ النيتروسوفيكي بالمعادلة الآتيعرف القطع المكا عندئذ − 𝑎) = 4𝑝(𝑌 − 𝑏).  
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.𝟐)مبرهنة  𝟒. 𝟓):  

يكن  𝑅ل (𝐼)  يكن د، ول ائي البع 𝑎مستوي نيوتروسوفيكي ثن = 𝑎 + 𝑎 𝐼, 𝑏 = 𝑏 + 𝑏 𝐼, 
𝑥 = 𝑥 + 𝑥 𝐼, 𝑦 = 𝑦 + 𝑦 𝐼, 𝑝 = 𝑝 + 𝑝 𝐼.  وفيكي افئ النيوتروس ع المك ذ القط عندئ

𝑋)بالصيغة  − 𝑎) = 4𝑝(𝑌 − 𝑏) الجداء الديكارتي لقطعين مكافئين كلاسيكيين. يكافئ  

  البرهان:

افئ النيوتروسوفيكي  ة القطع المك دينا معادل 𝑋)لتكن ل − 𝑎) = 4𝑝(𝑌 − 𝑏)خذ الصورة . وبأ
  الإيزومترية لمعادلة القطع يكون:

𝑓(𝑋 − 𝑎) = 𝑓(𝑝)𝑓(𝑌 − 𝑏) 

  ومنه:

(𝑥 − 𝑎 ) , (𝑥 + 𝑥 ) − (𝑎 + 𝑎 ) = 4(𝑝 , 𝑝 + 𝑝 ) 𝑦 −

𝑏 , (𝑦 + 𝑦 ) − (𝑏 + 𝑏 ). 

  وبمطابقة الطرفين نجد:

𝑃 : (𝑥 − 𝑎 ) = 4𝑝 (𝑦 − 𝑏 ), 𝑃 : (𝑥 + 𝑥 ) − (𝑎 + 𝑎 ) =

4(𝑝 + 𝑝 )[(𝑦 + 𝑦 ) − (𝑏 + 𝑏 )].  

.𝟑)ملاحظة  𝟒. 𝟓):   

ت  ة للقلب 𝑝إذا كان وب)قابل ا مقل دنا (له ي  وج افئ ه ع المك ة القط 𝑋)أن معادل − 𝑎) =

4𝑝(𝑌 − 𝑏) أما إذا كانت .𝑝 الحالات الآتيةقابلة للقلب، هنا نميز  غير:  

ان إذا .1 𝑝 ك = 0, 𝑝 + 𝑝 ≠ وفيكي ي0 افئ النيوتروس ع المك ي أن القط ذا يعن افئ، ه  ك

 ي معادلتهالذالجداء الديكارتي للقطع المكافئ الكلاسيكي 

 (𝑥 + 𝑥 ) − (𝑎 + 𝑎 ) = 4(𝑝 + 𝑝 )[(𝑦 + 𝑦 ) − (𝑏 + 𝑏 )] 

𝑥والمستقيم العمودي الذي معادلته  = 𝑎.  

ان  .2 𝑝إذا ك ≠ 0, 𝑝 + 𝑝 = وفيكي 0 افئ النيوتروس ع المك ي أن القط ذا يعن افئ ه  يك

 ي معادلتهالذالجداء الديكارتي للقطع المكافئ الكلاسيكي 

 (𝑥 − 𝑎 ) = 4𝑝 (𝑦 − 𝑏 𝑥والمستقيم الذي معادلته  ( + 𝑥 = 𝑎 + 𝑎.  
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𝑝إذا كان  .3 = 𝑝 + 𝑝 = ل الجداء  0 افئ النيوتروسوفيكي يمث ع المك ي أن القط هذا يعن
 معادلتهما هي كلاسيكيينالللمستقيمين الديكارتي 

𝑥 = 𝑎 , 𝑥 + 𝑥 = 𝑎 + 𝑎  

.𝟒) تعريف 𝟒.   (القطع الناقص النيوتروسوفيكي) :(𝟓

يكن  𝑅ل (𝐼)  يكن د، ول ائي البع وفيكي ثن 𝑋مستوي نيوتروس = 𝑥 + 𝑥 𝐼, 𝑌 = 𝑦 + 𝑦 𝐼, 
𝑐 = 𝑐 + 𝑐 𝐼, 𝑑 = 𝑑 + 𝑑 𝐼, 𝑎 = 𝑎 + 𝑎 𝐼, 𝑏 = 𝑏 + 𝑏 𝐼, ة ذ تعرف معادل .عندئ

  :القطع الناقص النيوتروسوفيكي بالصيغة

( )
+

( )
= 1   

  بالصيغة: أو

 𝑏 (𝑋 − 𝑐) + 𝑎 (𝑌 − 𝑑) = 𝑎 𝑏  

.𝟓)مبرهنة  𝟒. 𝟓):  

يكن  وفيكي ل اقص النيوتروس ع الن 𝑏القط (𝑋 − 𝑐) + 𝑎 (𝑌 − 𝑑) = 𝑎 𝑏  ت  𝑎، إذا كان
اقص 𝑏و  افئ الجداء  النيوتروسوفيكي قابلتان للقلب ، فإن القطع الن ين ناقصيين يك ديكارتي لقطع ال

  كلاسيكيين.

  البرهان:

وفيكي  اقص النيوتروس ع الن ة القط دينا معادل تكن ل 𝑏ل (𝑋 − 𝑐) + 𝑎 (𝑌 − 𝑑) = 𝑎 𝑏 ،
  وبأخذ الصورة الإيزومترية لها يكون:

𝑓(𝑏 ) 𝑓(𝑋 − 𝑐) + 𝑓(𝑎 ) 𝑓(𝑌 − 𝑑) = 𝑓(𝑎 )𝑓(𝑏 ) 

  ومنه:

𝑏 , (𝑏 + 𝑏 ) . ((𝑥 − 𝑐 ) , (𝑥 + 𝑥 − 𝑐 − 𝑐 ) )

+ (𝑎 , (𝑎 + 𝑎 ) ). ((𝑦 − 𝑑 ) , (𝑦 + 𝑦 − 𝑑 − 𝑑 ) )

= 𝑎 𝑏 , (𝑎 + 𝑎 ) (𝑏 + 𝑏 )  

  :بمطابقة الطرفين نجد

𝐸 : 𝑏 (𝑥 − 𝑐 ) + 𝑎 (𝑦 − 𝑑 ) = 𝑎 𝑏  

𝐸 : (𝑏 + 𝑏 ) (𝑥 + 𝑥 − 𝑐 − 𝑐 ) + (𝑎 + 𝑎 ) (𝑦 + 𝑦 − 𝑑 − 𝑑 )

= (𝑎 + 𝑎 ) (𝑏 + 𝑏 )  
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.𝟓)ملاحظة  𝟒. 𝟓):  

  

  ، وجدنا أن معادلة القطع الناقص النيوتروسوفيكي هي:قابلتان للقلب 𝑏و  𝑎إذا كانت 

(𝑋 − 𝑐)

𝑎
+

(𝑌 − 𝑑)

𝑏
= 1 

  .غير قابلتان للقلب 𝑏و  𝑎أما إذا كانت 

  عندئذ نميز الحالات الآتية:غير قابلة للقلب،  𝑎بداية إذا كانت 

ان  .1 𝑎إذا ك = 0𝑎 + 𝑎 ≠ ع ال ,0 ي أن القط ذا يعن اقص، ه افئ  ن وفيكي يك النيوتروس

 الكلاسيكي الذي معادلته لناقصالجداء الديكارتي للقطع ا

 (𝑏 + 𝑏 ) (𝑥 + 𝑥 − 𝑐 − 𝑐 ) + (𝑎 + 𝑎 ) (𝑦 + 𝑦 − 𝑑 − 𝑑 ) =

(𝑎 + 𝑎 ) (𝑏 + 𝑏 𝑥الذي معادلته  فقيوالمستقيم الأ ( = 𝑎.  

ان  .2 𝑎إذا ك ≠ 0𝑎 + 𝑎 = ع   ,0 ي أن القط ذا يعن اقصه افئ  الن وفيكي يك النيوتروس

 الكلاسيكي الذي معادلته الناقصالجداء الديكارتي للقطع 

 𝑏 (𝑥 − 𝑐 ) + 𝑎 (𝑦 − 𝑑 ) = 𝑎 𝑏  ه ذي معادلت 𝑥والمستقيم ال + 𝑥 =

𝑐 − 𝑐.  

𝑎إذا كان  .3 = 𝑎 = اقصهذا يعني أن القطع  0 وفيكي  الن افئالنيوتروس نقطة الأصل  يك
(0,0). 

  غير قابلة للقلب. 𝑏مماثلة نناقش الحالات إذا كانت  وبطريقة

.𝟔)مثال  𝟒. 𝟓):  

  :يوتروسوفيكيلتكن لدينا معادلة القطع الناقص الن

(𝑋 − 1 − 𝐼)

(2 + 𝐼)
+

(𝑌 − 𝐼)

(3 − 𝐼)
= 1 

𝐸هذه المعادلة تكافئ الجداء الديكارتي  × 𝐸:حيث ،  

𝐸 : 9(𝑥 − 1) + 4(𝑦 ) = (4)(9) = 36 

𝐸 : 4(𝑥 + 𝑥 − 2) + 9(𝑦 + 𝑦 − 2) = (9)(4) = 36 

  



102 
 

.𝟕) تعريف 𝟒.   طع الزائد النيوتروسوفيكي)(الق :(𝟓

يكن  𝑅ل (𝐼)  توي يكنمس د، ول ائي البع وفيكي ثن 𝑋نيوتروس = 𝑥 + 𝑥 𝐼, 𝑌 = 𝑦 + 𝑦 𝐼, 
𝑐 = 𝑐 + 𝑐 𝐼, 𝑑 = 𝑑 + 𝑑 𝐼, 𝑎 = 𝑎 + 𝑎 𝐼, 𝑏 = 𝑏 + 𝑏 𝐼, ة ذ تعرف معادل .عندئ

  :النيوتروسوفيكي بالصيغة زائدالقطع ال

(𝑋 − 𝑐)

𝑎
−

(𝑌 − 𝑑)

𝑏
= 1 

  :بالصيغة أو

𝑏 (𝑋 − 𝑐) − 𝑎 (𝑌 − 𝑑) = 𝑎 𝑏  

.𝟖)مبرهنة  𝟒. 𝟓):  

يكن القطع ال دل 𝑏النيوتروسوفيكي  زائ (𝑋 − 𝑐) + 𝑎 (𝑌 − 𝑑) = 𝑎 𝑏  ، ت و  𝑎إذا كان
𝑏 ب ان للقل ع ال قابلت إن القط د، ف وفيكي زائ ديك النيوتروس ين زائ ديكارتي لقطع داء ال يين افئ الج

  كلاسيكيين.

  البرهان:

ع ا ة القط دينا معادل تكن ل دل وفيكي  لزائ 𝑏النيوتروس (𝑋 − 𝑐) − 𝑎 (𝑌 − 𝑑) = 𝑎 𝑏 ،
  وبأخذ الصورة الإيزومترية لها يكون:

𝑓(𝑏 ) 𝑓(𝑋 − 𝑐) − 𝑓(𝑎 ) 𝑓(𝑌 − 𝑑) = 𝑓(𝑎 )𝑓(𝑏 ) 

  ومنه:

𝑏 , (𝑏 + 𝑏 ) . ((𝑥 − 𝑐 ) , (𝑥 + 𝑥 − 𝑐 − 𝑐 ) )

− (𝑎 , (𝑎 + 𝑎 ) ). ((𝑦 − 𝑑 ) , (𝑦 + 𝑦 − 𝑑 − 𝑑 ) )

= 𝑎 𝑏 , (𝑎 + 𝑎 ) (𝑏 + 𝑏 )  

  بمطابقة الطرفين نجد:

𝐻 : 𝑏 (𝑥 − 𝑐 ) − 𝑎 (𝑦 − 𝑑 ) = 𝑎 𝑏  

𝐻 : (𝑏 + 𝑏 ) (𝑥 + 𝑥 − 𝑐 − 𝑐 ) − (𝑎 + 𝑎 ) (𝑦 + 𝑦 − 𝑑 − 𝑑 )

= (𝑎 + 𝑎 ) (𝑏 + 𝑏 )  

.𝟗)مثال  𝟒. 𝟓):  

  لتكن لدينا معادلة القطع الزائد النيوتروسوفيكي:

(𝑋 − 𝐼)

(1 + 𝐼)
−

(𝑌 − 2𝐼)

(2 + 5𝐼)
= 1 
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𝐻هذه المعادلة تكافئ الجداء الديكارتي  × 𝐻:حيث ،    

𝐻 : 9(𝑥 ) − (𝑦 ) = (4)(1) = 4 

𝐻 : 49(𝑥 + 𝑥 − 1) − 4(𝑦 + 𝑦 − 2) = (4)(49) = 196 

  

.𝟏𝟎)ملاحظة  𝟒. 𝟓):  

  .(5.4.5)عندئذ تتم المناقشة كما في الملاحظة  .للقلب غير قابلتين 𝑏و  𝑎أما إذا كانت 
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 الوظائف :

مصر -جامعة بور سعيد -حاسب بكلية العلوم رئيس قسم الرياضيات وعلوم ال 

 2020: 2017مصر ( من   -عميد المعهد العالى للحاسب الآلي بالعريش( 

 نبذة عن الإنجازات 

 حاصل على درجة DSC  ودرجة بروفيسور من أمريكا 

 كا حاث تكساس أمري هد الأكاديمي للأب من المع  2017جائزة أعظم باحث في إفريقيا للعلوم والتكنولوجيا 
 .جاداماالبروفيسور  2015 سمارنداكة بترشيح من البروفيسور الأمريكي فلورنتن

2020 بأمريكا وفرعه بالعراق حاصل على الميدالية الذهبية من المجمع النيتروسوفيكى 

من  كريسسب صاحب نظرية النيتروسوفيك لنظم وأول  والعديد من التطبيقات في جميع علوم المعرفة وا
ع أسس للريا يات وض وفيكيةض ات  النيتروس ةوالفراغ ددة  التوبولوجي ات متع ة المعلومات وتطبيق وأنظم

ور  اركة البروفيس نفس بمش م ال وم الحاسب وعل ي عل ورنتنف ن  فل ر م ر أكث م نش ي و  160وت ث علم بح
م  300 ب ونظ وم الحاس يات وعل ال الرياض ي مج ة ف لات دولي ات ومج ي دوري ة ف ة وتربوي ة علمي مقال

 كتب وفصول بأمريكا وأوروبا 10حصاء وقام بالمشاركة بنشر أكثر من المعلومات والا

في علوم النيتروسوفيك قة  نيوميكسيكومع جامعة  مشارك  أول فكرة لإصدار مجلة علمية محكمة  بمواف
ا  ونجرس بأمريك ة الك دار منه 2013مكتب م إص ة  47ا ت ة الدولي ات العلمي ا المحرك دار ودخوله إص

 لمية العا التآثيربمعاملات 

رئيس تحرير مجلة المعرفة النيتروسوفيكية Neutrosophic Knowledge   الصادرة من أمريكا 

آليف ي ت اركة ف ة والمش ر أوربي دور نش ا ب ة بأمريك ة الدولي ب العلمي ة الكت ي ترجم اهم ف ة  س ب علمي كت
 ليمتنوعة منشورة دوليا ودور نشر أوربية والمشاركة بخطط لمشاريع بحثية مع فريق عمل دو

 بأمريكا المؤسسة الدولية لعلوم النيتروسوفيك 2018شهادة أفضل البحوث من أعداد المجلة الأمريكية 

 

 

 

 

 

 

  سلامة . / أحمد أ.د
Prof. Ahmed Salama 

 drsalama44@gmail.com: Email 

 مصر -جامعة بورسعيد  –كلية العلوم  –قسم الرياضيات وعلوم الحاسب 

 )1المؤلف (

قطار العربية) بقرار من (الأ رئيس المجمع العالمي لأنظمة النيتروسوفيك
 أمريكا  -نيوميكسيكوالمركز الرئيسي من جامعة 
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) 2المؤلف (   

 

    Malath Alaswad 

 ملاذ الأسود

  تركيا - الرياضيات قسم – عينتاب غازي جامعة: الاكاديمي الموقع

Gaziantep University, Department of Mathematics, Turkey 

   :هونشاطات الكاتب حياة عن نبذة

 والثانوي والاعدادي الابتدائي تعليمه وتلقى سوريا – حماه في 1989 عام في الأسود ملاذ ولد •

  .الإمام طيبة فمدينة

  .م2013 عام سوريا في البعث جامعة من البكالوريوس شهادة على الأسود ملاذ حصل •

 عام البعث جامعة من) تفاضلية هندسة( البحتة الرياضيات علوم في الماجستير شهادة على حصل •

  .م2018

 طالبا يزال ولا عينتاب غازي جامعة في الدكتوراه  لدراسة مقعد على فحصل العلمي تحصيله تابع •

  .فيها

ً  وعمل حماه جامعة في محاضرا حاليا الأسود ملاذ يعمل •   البعث جامعة في محاضراً  سابقا

 كتب ثلاث الى بالإضافة لنيتروسوفيكا علوم في بحثية ورقة عشرة خمس عن يزيد ما الأسود ملاذ قدم
    .العربية باللغة
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  )3المؤلف (
 

  )3( المؤلف

  Ahmed HATIP - خطيب أحمد

  

  تركيا - الرياضيات قسم – عينتاب غازي جامعة: الاكاديمي الموقع 

Gaziantep University, Department of Mathematics, Turkey 

  : ونشاطاته الكاتب حياة عن نبذة

 الابتدائي تعليمه وتلقى سوريا - ادلب – شيخون خان في 1984 عام في خطيب احمد ولد  •
  .فيها والثانوي والاعدادي

    سوريا في حلب جامعة من البكالوريوس شهادة على خطيب احمد حصل  •

   عينتاب غازي جامعة من النيتروسوفيك علوم في الماجستير شهادة على حصل  •

 يزال ولا عينتاب غازي جامعة في الدكتوراه  راسةلد مقعد على فحصل العلمي تحصيله تابع  •
  .فيها طالبا

 قسم رئيس منصب ويشغل عينتاب غازي جامعة في محاضرا حاليا خطيب احمد يعمل  •
  .فيها الرياضيات

 كتابين الى بالإضافة النيتروسوفيك علوم في بحثية ورقة عشرين عن يزيد ما خطيب احمد قدم
 .  بالإنكليزية والآخر العربية باللغة أحدهما
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 أ.د. هدى اسماعيل خالد الجميلي

Prof. Dr.  Huda E. Khalid, 

Email:  hodaesmail@yahoo.com 
dr.huda-ismael@uotelafer.edu.iq 

 

Mobile: +9647518096504  

 .1998بكالــــوريوس في علــــوم الرياضيات / قسم الرياضيات / كلية العلوم/ جامعة الموصل 

 . 2001مــاجستير / كلية علوم الحاسوب والرياضيات/ قسم الرياضيات / جامعة الموصل •

 . 2010دكتوراه في الرياضيات/ كلية علوم الحاسوب والرياضيات/ قسم الرياضيات / جامعة الموصل •

ة: ة التالي ة  العالمي   ,IJNSلديها عضوية في  أكاديمية تليسيوا ـ جاليلو العالمية بلندن ، وعضوة في هيئة تحرير المجلات العلمي

IJCAA JHEPGC,   ذ المي النيوتروسوفكي من ي  19/5/2015, و عضوة شرف في المجمع العلمي الع ارك ف ، وعضو مش

ة التابعة لجامعة ن  NSSهيئة تحرير مجلة   ة ومجل ت رئيسة   Neutrosophic Knowledgeيو مكسيكو الامريكي ا وكان ، كم

ة الموصل ة الاساسية / جامع ر من  -لقسم الرياضيات في كلية التربي ة تلعف ى  2012جامع م  2018ال م اصبحت رئيسة لقس ، ث

ة  2018الشؤون العلمية والعلاقات الثقافية في رئاسة جامعة تلعفر منذ  ة ، حالي2021ولغاي يس جامع اً تشغل منصب مساعد رئ

ال  ي مج وراتها ف دث منش ة. اح ي العراقي ث العلم الي والبح يم الع ة/ وزارة التعل ة والقانوني ة  والمالي ؤون الاداري ر للش تلعف

ة  ادلات العلاقي ي المع دنيا ف ول العظمى وال دة ومبتكرة للحل تخصصها وفي المنطق النيوتروسوفكي هو حول وضع صيغ جدي

دة . النيوتروس ر المقي ائل البرمجة الهندسية غي ي مس ل او يساوي) النيوتروسوفكي ف وم مبتكر ل (ألاق ذلك وضع مفه وفكية , ك

ا وقامت بمراجعة عشرات البحوث  30ولها اكثر من  ة كم ي مجلات ودور نشر عالمي بحثاً وكتب مؤلفة او مترجمة منشورة ف

 تفاصيل أنظر الروابط:والكتب لصالح مجلات ودور نشر عالمية. للمزيد من ال

https://www.researchgate.net/profile/Drhuda_Khalid/stats 

 5iycAAAAJ&hl=en-tations?user=1Ahttps://scholar.google.com/ci 

)1المراجعة العلمية (  
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  )2(المراجعة 
  سوريا –جامعة البعث   - كلية العلوم  –قسم  الإحصاء الرياضى   - رفيف الحبيب   دكتورة 

  
 .دكتوراه في الإحصاء الرياضي والبرمجة من جامعة حلب سوريا 
 علوم جامعة البعث سوريا.عضو هيئة تعليمية في قسم الإحصاء الرياضي كلية ال  
 العالمي بأمريكا / جامعة نيومكسيكو. عضو المجمع النيتروسوفيكي  
 عضو الموسوعة الأمريكية للباحثين في مجال النيتروسوفيك.  
       عضو هيئة تحرير في المجلة الأميركيةNeutrosophic Sets and Systems  
 وم النيتروسو ة لعل ا    فيكعضو هيئة تحرير في المجلة الدولي  International Journal/أميرك

of Neutrosophic Science   
  .عضو الاتحاد العالمي للعلماء والباحثين /الولايات المتحدة الامريكية / كاليفورنيا  
  2020عضو في الهيئة الاستشارية العليا للاتحاد العالمي للعلماء والباحثين لعام .  
 لات محلي ي مج اث ف ن الأبح د م رت العدي اييس نش ق مق نفة وف أثير ومص ل ت ة ذات معام ة وعالمي

  عالمية.
  دار نشر ة / ك ر عالمي ام  –بروكسل  Ponsالمشاركة في إعداد كتب صادرة عن دور نش ا لع بلجيك

  ./2020أميركا لعام  - nova science publishersودار نشر نوفا  2017
  2017/2018/2020المشاركة بالعديد من المؤتمرات الدولية لأعوام .  
  يات مي الرياض ي قس ة ف ة والعملي ررات النظري ن المق د م دريس العدي لال ت ن خ ية م رة تدريس خب

  والاحصاء الرياضي.
 دول  أول باحثة سورية تقوم بإدخال منطق النيتروسوفيك ى سورية وال د" إل " فلسفة الفكر المحاي

الات  س احتم ة، من خلال وضع أس وفيكالعربي ات الاحتمال النيتروس ة والتوزيع وفيكيةي  النيتروس
ال الكلاسيكي  النيتروسوفيكيواتخاذ القرار  ياغة الاحتم وان "ص دكتوراه بعن من خلال أطروحة ال

م  النيتروسوفيكوبعض التوزيعات الاحتمالية وفق منطق  ي ت رار" والت ى اتخاذ الق ك عل أثير ذل وت
ور ا النيتروسوفيكإنجازها بالتعاون مع مؤسس نظرية  لمصري أحمد سلامة الكلاسيكي البروفيس

  مؤسس المنطق. سمارانداكه فلورنتنبجامعة بور سعيد والبروفيسور الأمريكي 
 وفيك وم النيتروس ة لعل ة الدولي ي الجمعي ة ف وية فخري ى عض ول عل م الحص از  ت ا للإنج بأميرك
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   ) 3المراجعة العلمية (

 
  ميسم جديد  الاسم

  jdidmaisam@gmail.com  البريد الالكتروني
  سوريا –دمشق  –المزة   العنوان

  27.04.1966  تاريخ الميلاد
  الإنكليزي –الروسي   اللغات

    لمحة
 2003عام  –الرياضية جامعة تفير الحكومية التابعة لروسيا الاتحادية  في العلوم (PH.D)شهادة دكتوراه 

  . الطرق العددية ومجمعات البرامج- تخصص النمذجة الرياضية 
 عامًا. 14عضو هيئة تدريسية ومدرسة في الجامعات السورية منذ ما يزيد عن 

 مشرفة على رسائل ماجستير طلاب في جامعة دمشق.
 

    الإجازات الجامعية
  كلية العلوم، جامعة تشرين، اللاذقية  بكالوريوس

  جامعة تفير الحكومية، روسيا  دكتوراه
    الخبرات

  جامعة دمشق -كلية العلوم   حتى تاريخه -2006
  النمذجة الرياضية -هندسة تحليلية   مقررات قسم الرياضيات  مدرسة جامعية

  (2)رياضيات عامة   مقررات قسم الجيولوجيا
  (3)رياضيات عامة   الكيمياء مقررات قسم

  التوابع خاصة  مقررات قسم الفيزياء
  هنسة تحليلية – (4)تحليل   مقررات قسم الإحصاء

  جامعة تشرين –قسم الرياضيات  –كلية العلوم   2012-2014
  نظرية البيان  مقررات قسم رياضيات  مدرسة جامعية

 أمثليات وحساب التغيرات
 التحليل الدالي

 حليليةالهندسة الت
  التوابع الخاصة  مقررات قسم الفيزياء

  (ASPU)جامعة الشام الخاصة  –كلية الهندسة المعلوماتية   حتى تاريخه – 2015
  (1)رياضيات عامة   مدرسة جامعية

 (2)رياضيات عامة 
 (3)رياضيات عامة 

 الرياضيات المتقطعة
 التحليل العددي
 بحوث العمليات

 النمذجة والمحاكاة
ي الإحصاء تطبيقات ف
 الهندسي

  

  جامعة دمشق –شعبة الرياضيات التطبيقية  –قسم الرياضيات  –كلية العلوم   حتى تاريخه – 2015
    بحوث العمليات  مدرسة طلاب ماجستير
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    المؤلفات
  .2021بحوث عمليات، منشورات جامعة الشام الخاصة،   كتب ومقررات جامعية

 .2021جامعة الشام الخاصة، رياضيات متقطعة، منشورات 
 .2020، منشورات جامعة الشام الخاصة، (1)رياضيات 

 .2016، منشورات جامعة دمشق، (3)رياضيات عامة 
التحكم الأمثل في المسائل المتقطعة، منشورات جامعة تفير الحكومية، 

2002. 
  يلينا أندرييفا وميسم جديد  أبحاث ومقالات

ارد الطبيعية، طرق وخوارزميات دراسة النموذج الأمثل لاستخدام المو
  مسائل التحكم الأمثل

  .2000منشورات جامعة تفير، روسيا، 
  يلينا أندرييفا وميسم جديد

لزوم الشرط الأمثل في المسائل المتقطعة الخطية التحكم، متغيرات 
 التحليل الدالي في نظرية التقريب
 .2000منشورات جامعة تفير، روسيا، 

  ميسم جديد
 نمذجة الرياضية لتكاثر الأسماكال

 .2000منشورات جامعة تفير، روسيا، 
  ميسم جديد

النماذج الرياضية لحماية واستخدام الموارد الطبيعية ضمن الشروط 
 الصناعية، متغيرات التحليل الدالي في نظرية التقريب

 .2001منشورات جامعة تفير، روسيا، 
  ميسم جديد

  د السمك، التحكم الأمثل بالنظم الديناميكيةالتحكم الأمثل في عملية صي
 .2000منشورات جامعة تفير، روسيا، 

  ميسم جديد
لزوم الشرط الأمثل في المسائل المتقطعة الخطية التحكم، متغيرات 

  التحليل الدالي في نظرية التقريب
 .2000منشورات جامعة تفير، روسيا، 

  ميسم جديد
منشورات جامعة تفير، روسيا، , النمذجة الرياضية لتكاثر الأسماك

2001.  
  ميسم جديد

النموذج المتقطع الثنائي الخطية لاستخدام الموارد الطبيعية بوجود شروط 
  طورية، متغيرات التحليل الدالي في نظرية التقريب

 . 2001منشورات جامعة تفير، روسيا، 
  ميسم جديد

 النمذجة والمحاكاة
  جامعة دمشق –شعبة الرياضيات التطبيقية  –قسم الرياضيات  –كلية العلوم   حتى تاريخه – 2015

  توازن ناش للألعاب الموسعة بمعلومات مثالية وغير مثالية وذات أربح متغيرة  رسائل ماجستير إشراف على
 دراسة حول بعض الأساليب الكمية في نظرية اتخاذ القرار

 دراسة حول النماذج السكونية في إدارة المخزون
دراسة حول إدارة المشاريع باتخدام التحليل الشبكي بهدف التقليل من 

 الاختناقات
 أثر استخدام النماذج الكمية في ترشيد قرارات المخزون

 (KNN – SVM – RF)دراسة حول تطوير ثلاث خوارزميات التعلم الآلي 
 دراسة صفوف الانتظار وفق منظق النتروسوفيك
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  2002تفير، روسيا، التحكم الأمثل بالمسائل المتقطعة ، منشورات جامعة 
  ميسم جديد ورود المعراوي

اتخاذ القرار في ظل المخاطرة والبحث عن الاستراتيجية المثلى في ضوء 
 المعلومات المتوفرة

 .2016، 38مجلة جامعة البعث، المجلد 
  ميسم جديد وآلاء الشيخة

مجلة جامعة البعث، , لاعب nتوازن ناش للاستراتيجية المختلطة من أجل 
  .2017، 39جلد الم

  ميسم جديد ورفيف الحبيب وأحمد سلامة
 النموذج السكوني لإدارة المخزون دون عجز بمنطق النيتروسوفيك

، الإصدار الأول ،  16المجلة الدولية لعلوم النيتروسوفيك، أمريكا،المجلد 
2021 

  اطمة سليمان ميسم جديد وأحمد سلامة ورفيف الحبيب وهدى خالد وف  أبحاث ومقالات قيد النشر
  المعالجة النيتروسوفيكة للنموذج السكوني لإدارة المخزون مع عجز

  المجلة الدولية لعلوم النيتروسوفيك
  ميسم جديد ورفيف الحبيب وأسامة بحبوح وأحمد سلامة وهدى خالد

المعالجة النيتروسوفيكية لمشكلة التخزين المتعدد للمواد والأحجام 
  المحدودة

  علوم النيتروسوفيكالمجلة الدولية ل
  ميسم جديد ورفيف الحبيب وأحمد سلامة

أساسيات المحاكاة النيتروسوفيكية لتوليد الأرقام العشوائية المرتبطة 
  بالتوزيع الاحتمالي المنتظم

  مجموعات وأنظمة النيتروسوفيك
  ميسم جديد وأحمد سلامة وهدى خالد

مباشرة لتحديد الحل المعالجة النيتروسوفيكية لخوارزميات السمبلكس ال
  الأمثل للنموذج الخطي

  المجلة الدولية لعلوم النيتروسوفيك
  علم النيتروسوفيك وتطبيقاته  المراجعة العلمية

  تأليف أحمد سلامة ورفيف الحبيب
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ا، مصر عام  ة بنه الات من جامع ى 2009حصل الدكتور ياسر على بكالوريوس هندسة الإلكترونيات والاتص ا حصل عل . كم

ة على ال 2020و 2016درجتى الماجستير والدكتوراه في  ة الهندسة، جامع الات من كلي ات والاتص توالي فى هندسة الإلكتروني

أمين  ى ت ز عل ع التركي ات، والشبكات، م أمين المعلوم ا ت ن المجالات منه د م ة العدي ه البحثي ورة، مصر. تغطي اهتمامات المنص

ه الوسائط المتعددة، وأمن الصور، وأمن الفيديو، وتطبيقات الهواتف الذكية، والحوسبة الضباب وم النيتروسوفيك وتطبيقات ية، وعل

ور  ا تصنيف الص ددة منه الات متع ي مج ه ف ناعى وتطبيقات ذكاء الص اث ال رة بأبح ة الأخي ي الآون تم ف الات. مه د المج ي العدي ف

ررات ذات دورات والمق دريس ال تم بت ه مه  الطبية، البيانات الضخمة، علوم الفضاء، الأمن السيبرالى، وتأمين المعلومات. كما أن

ي  د من الأبحاث ف ا. نشر العدي الوريوس والدراسات العلي اذج الإحصائية لطلاب البك ل والنم ة / التحلي الصلة بالمعالجة الرقمي

ب لصالح مجلات  مجلات محلية وعالمية ذات معامل تأثير ومصنفة وفق مقاييس عالمية وقام بمراجعة عشرات البحوث والكت

ة  ودور نشر عالمية. لديه عضوية الاتحاد ر مجل يس تحري ه رئ  Neutrosophicالدولي للعلماء والباحثين للعالم العربي. كما أن
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وم ال المى لعل ع الع و المجم ا. عض يكو، أمريك و مكس ة ني وعة جامع و الموس ا. عض يكو بأمريك ة نيومكس وفيك، بجامع نيتروس

 الأمريكية للعلماء والباحثين لعلوم النيتروسوفيك، كما أنه عضو هيئة تحرير الموسوعة العربية لعلوم النيتروسوفيك.
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