Charles Ashbacher

Introducao
a
Logica Neutrosofica



Editora Brasileira Neutrosofica

Rua Heitor Villa Lobos, 5488
Bairro Flodoaldo Pontes Pinto
Porto Velho, Ronddnia
CEP: 76820-628, Brazil



Introducao a Loégica Neutrosofica

Charles Ashbacher

Tradugao por

Angelo de Oliveira
Departamento Académico de Ciéncia da Computagao - DACC
Universidade Federal de Rondonia (UNIR)
Porto Velho - Rondénia - Brasil

P~

angelo@unir.br /mrxyztplk@gmail.com/goratchim@gmail.com


mailto:angelo@unir.br
mailto:mrxyztplk@gmail.com
mailto:goratchim@gmail.com

DADOS INTERNACIONAIS DE CATALOGACAO NA PUBLICACAO

A819 Ashbacher, Charles

Introdugao a Logica Neutrosofica/Charles Ashbacher; tradu¢ao Angelo de
Oliveira. — Porto Velho (RO), 2020.
142 p.

Traducgao de: Introduction to Neutrosophic Logic
Inclui bibliografia
ISBN 978-65-000-05717-1.

1. Loégica Matemética. 2. Loégica Neutrosofica. 1. Oliveira, Angelo de
(tradutor). II. Titulo.

CDC 511.3
CDU 510.6




Lista de Tabelas

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11

2.1
2.2
2.3

24
2.5
2.6

2.7

2.8
2.9
2.10

2.11
2.12

4.1

Tabela verdade para os conectivos and, oremnot. . . .. ... ... ... ......
Tabela verdade para a proposicao pAqV (rA=s)Vp. .. ... L.

Tabela-verdade para a expressao (pAgA=T)V (PA=gAT)V (=pAGAT)V (=pA-gAT).

Tabela-verdade para o operador condicional. . . ... ... ... ..........
Tabela-verdade para o operador bicondicional. . . . . ... ... ..........
Tabela-verdade para o operador OR Exclusivo. . . . . ... ... ... .......
Tabela-verdade para os operadores e |. . . ... .. ... ... ..
Representagao do comportamento do conectivo - usando os conectivos | e |. . .
Representagao do comportamento do conectivo A usando os conectivos | e |. . .
Representagao do comportamento do conectivo v usando os conectivos | e |. . .
Exemplo da agao dos operadores de bitwise. . . . . .. ... ... ... ...

Tabela-verdade para o operador de negacao na logica trivalente de Lukasiewicz.
Tabela-verdade para os operadores Vv e A na logica trivalente de Lukasiewicz. . .
Tabela-verdade para os operadores —, <>, Vv, | e | na logica trivalente de Luka-

SIEWICZ. .« . v v o e e e e

Tabela-verdade alternativa para o operador — na logica trivalente de Lukasiewicz.
Tabela-verdade alternativa para o operador — na logica trivalente de Lukasiewicz.

Tabela-verdade para os operadores de implicacao e equivaléncia na logica triva-
lente de Lukasiewicz (conforme definigao de Lukasiewicz). . .. .. ... ... ..
Tabela-verdade para os operadores Vv, A, - e <> na logica trivalente forte de

Tabela-verdade para o operador de negacao na logica trivalente forte de Kleene.
Tabela-verdade para o operador — na logica trivalente de Bochvar. . . . ... ..
Tabela-verdade para os operadores v, A, -, <>, Vv, | e | na logica trivalente de

Bochvar. . . . . .
Tabela-verdade para o operadores || e & em linguagens de programagao. . . . .
Tabela-verdade para o operador condicional. . . .. ... ... ...........

Tabela verdade para os conectivos and, oremnot. . . . . ... ... .........

17
18

18
19
19
20
20
20
22

22
23

53






Sumario

Prefacio

Prefacio do Tradutor

1 Logica Classica 1
1.1 Proposigoes . . . . . . .. 1
1.2 A Lei do Terceiro Excluido . . . . . .. ... 7
1.3 Equivaléncia Logica . . . . . . . .. 8
1.4 Formulas bem formadas . . . . . .. ... 9
1.5 Um Sistema Axiomatico para Proposigoes . . . . . .. .. ... ... .. ... ... 10
1.6 Regras Adicionais de Inferéncia . . . . ... ... .. ... L. 11
1.7 Raciocinio Formal . . . . .. .. .. 12
1.8 Teoria da Quantificagdo . . . . . . . . ... 12
1.9 Usos da Logica em Programacao de Computadores . . . . ... ... ... .... 15

2 Loégica Trivalente 17
2.1 Logica Trivalente de Lukasiewicz . . . .. ... ... .. ... ... ... ..., . 17
2.2 A Logica Trivalente Forte de Kleene . . . . .. ... ... ... ... ... ..... 20
2.3 Logica Trivalente de Bochvar . . . . . ... .. ... ... .. 21
2.4 Logica Trivalente em Programacao de Computadores . . . . . ... ... ... .. 23
2.5 Logica Trivalente com um valor Indeterminado . . . . . . ... ... ... ..... 23
2.6 Propriedades da Logica Trivalente . . . . . . ... ... ... ... .. ... ... . 24
2.7 Modus Ponens na Loégica Trivalente de Lukasiewicz . . . ... ... ... .. ... 27
2.8 Regras de Inferéncia na Logica Trivalente de Lukasiewicz . . . . .. ... ... .. 29
2.9 Tautologias e Contradigoes na Logica Trivalente de Lukasiewicz . . . . . ... .. 31

3 Logica Fuzzy 33
3.1 Definicao dos Conectivos Basicos da Logica Fuzzy . . . .. ... ... ... . ... 33
3.2 Outros Conectivos em Logica Fuzzy . . . . .. ... ... ... ... ... ...... 35
3.3 Tautologias e Contradi¢gdes em Logica Fuzzy . ... ... ... ... ... .... 36
3.4 Implementando os conectivos fuzzy em um programa de computador . . . . . . . 36
3.5 Regras de Inferéncia em Logica Fuzzy . ... ... ... ... ... ... ..... 43
3.6 Logica Modal com Variaveis Fuzzy . . ... ... ... ... ... ... .. ... 45
3.7 Loégica Temporal . . . . ... . 47

4 Légica Neutrosoéfica 49
4.1 Defini¢do da Logica Neutrosofica . . . ... .. ... ... ... ... ... .. ... 49
4.2 Conectivos Logicos em Logica Neutrosofica . . . ... ... ... . . ... 56
4.3 Propriedades Algébricas das Logicas Neutrosoficas . . . . .. ... ... ... ... 68
4.4 Definido outros Conectivos em Loégica Neutrosofica . . ... ... ... ... ... 91
4.5 Implementando os Conectivos Neutrosoficos em Programas de Computador . . . 94

4.6 Ordenagao dos Elementos da Logica Neutrosodfica . ... ... ... ... .. ... 113



4.7 Regras de Inferénia em NL1 . ... ...

4.8 Teorias Formais em Logica Neutrosofica

4.9 Raciocinio em Logica Neutrosofica . . .

Referéncias Bibliograficas



Prefacio

Como alguém que trabalha pesadamente em matematica e computadores, eu posso verdadeira-
mente apreciar o papel que a légica encena em nosso mundo moderno. Ninguém pode entender
os fundamentos da matematica enquanto desconhece os fundamentos de logica e como provas
sao construidas. Duas das primeiras disciplinas que eu assisti como aluno de graduagao em
matemética foram em fundamentos da matemética, e dificilmente passa um dia em que eu nao
uso algum t6pico destes cursos.

Loégica também é um componente fundamental de classes avangadas em computagdo. Eu estou
atualmente lecionando cursos avancados sobre programacao em linguagem assembly e orga-
nizacao de computadores. Constante referéncia é feita sobre como as regras da logica sao
incorporadas nos circuitos fundamentais de um computador. A logica usada nestas classes é
conhecida como cléssica ou Logica Booleana.

A logica neutrosodfica é uma extensao da logica classica, mas como vocé vera neste livro, existem
dois passos intermediarios entre elas. A logica neutrosofica é outra ideia gerada por Florentin
Smarandache, que parece ser uma maquina perpétua de ideias. Tal como a logica classica, ela
pode ser usada de muitas formas, desde estatistica a mecanica quéntica.

Contudo, neutrosofiaé m aisd oqueumaformadel ogica. E xistem d iferentes definigoes,

estendendo-se em muitos campos diferentes. Para os nossos propdsitos, nos concentraremos
quase exclusivamente em logica devido ao objetivo priméario deste livro ser contrastéa-la com
outras formas de légica. Existe um jornal devotado a publicagao de artigos derivados das ideias
de Smarandache chamado Smarandache Notion Journal e que é editado pelo Dr. Minh Perez.
Informacao a respeito deste e outros avancos podem ser encontrados no web site devotado a
postagem dos tultimos resultados a respeito das ideias de Smarandache: Smarandache
Notions Journal.

Para ver algums dos tltimos resultados na area de Neutrosofia, va para os seguintes sites:
Neutrosophic Proceedings e Neutrosophics.

A Primeira Conferéncia Internacional em Neutrosofia, Logica Neutrosofica, Conjuntos Neutro-
soficos, Probabilidade e Estatistica Neutrosoéfica, foi realizada na Universidade de New Mexico,
Gallup, 1-3 de dezembro de 2001 (veja: First International Conference on Neutrosophy).

O capitulo 1 deste livro é devotado a uma introdugdo aos fundamentos da logica cléssica,
ao comportamento do conectivos e aos principios de raciocinio formal. O proximo capitulo
é um exame de uma extensao da logica classica chamada logica trivalente. Com valores que
podem ser interpretados como "sim", "nao" e "alguma outra coisa", entdo é possivel evitar as
restrigoes forgadas pela lei do terceiro excluido. O capitulo trés descreve as regras da logica
fuzzy, onde os valores das variaveis podem ser quaisquer valores no continuo de zero a um.
Finalmente, o capitulo quatro faz uma introducao a légica neutrosoéfica, onde o relacionamento
entre ela e as outras logicas ficara claro.


http://www.gallup.unm.edu/~smarandache/
http://www.gallup.unm.edu/~smarandache/
http://www.gallup.unm.edu/~smarandache/NeutrosophicProceedings.pdf
http://www.gallup.unm.edu/~smarandache/eBook-Neutrosophics2.pdf
http://www.gallup.unm.edu/~smarandache/FirstNeutConf.htm

Como sempre, a criagdo de um livro é um evento complexo, desde o primeiro germe de uma
ideia até o ultimo ponto de cola na encadernagao. Primeiro e antecipadamente, eu gostaria de
agradecer a Florentin Smarandache por todas as suas ideias que eu usei em meu trabalho. Isto
inclui trés livros, mais de vinte artigos de pesquisa e varios problemas que foram colocados em
jornais matemaéticos. Ele é verdadeiramente um homem renascentista. Eu tenho livros de sua
arte, poesia, filosofia e matemética em minha cole¢ao. Sim, o plural pode ser aplicado a cada
categoria varias vezes.

Eu gostaria também de agradecer as pessoas da American Research Press por sua diligéncia em
trazer este livro para uma forma fisica. Apesar de sua ajuda, todos os erros que permanecem
no livro sao, é claro, somente de minha responsabilidade. Elogios especiais necessitam serem
dados a Minh Perez, que manteve as ideias movendo-se em ambas dire¢gbes. Lamarr Widmer
do Messiah College leu o rascunho inicial deste manuscrito e forneceu muitas sugestoes tteis
sobre como ele poderia ser melhorado. Obrigado Lamarr! Ele e eu somos parte do conselho
editorial de Smarandache Notions Journal e ele também é membro do conselho editorial do
Journal of Recreational Mathematics, que eu co-edito.

Eu também gostaria de agradecer mais um vez aqueles que tiveram uma mao em minha educa-
¢80. Meu mentor, amigo e companheiro de debate Leo Lim esta se aposentando no final deste
ano académico ap6s mais de trinta anos ensinando quimica em Mount Mercy College. Eles
acharao dificil substitui-lo, e ndo apenas porque sua marca estd impressa na mobilia. Final-
mente, eu gostaria de mencionar minha familia. Eu tenho trés das mais trabalhadoras criancas
das redondezas. Com idades de 10 e 11, elas tem seu proprio negocio de jardinagem e remogao
de neve. Elas sao acessérios permanentes na vizinhanga, empurrando ou puxando algo. Minha
esposa Patti também faz muito para me ajudar em meus empreendimentos profissionais. Na
maioria dos casos, isto nao é mais do que me deixar sozinho de modo que eu posso movimentar
meus dedos sobre o teclado. Ela também fez a arte da capa para este livro'.

Junho de 2002.

Charles Ashbacher

Charles Ashbacher Technologies
Box 294, 118 Chaffee Drive
Hiawatha, TA 52233, USA.

IN. do T.: A capa original do livro.



Prefacio do Tradutor

O tradutor teve seu primeiro contato com a ldgica neutrosdfica, tal como acontece muitas vezes
na vida, por acaso, quando procurava por alguma logica (nao classica) que lidasse com indeter-
minagao e incerteza (o leitor mais atento notaré que estas palavras indeterminagéo e incerteza,
embora proximas e quase sinénimas, possuem significados diferentes em sentido estrito). O
presente livro (agora traduzido para o portugués) foi encontrado no site: Digital Library of
Science. Em particular, a versao original do livro pode ser acessada diretamente no seguinte
link: Introduction to Neutrosophic Logic.

Dentre os fatores que motivaram o trabalho de traducao, um deles foi a sabia escolha do con-
tetido aliada a escrita de facil leitura provida pelo autor. Os trés primeiros capitulos, os quais
tratam, respectivamente, da logica classica, logica trivalente (Lukasiewicz, Kleene e Bochvar) e
logica fuzzy, servem adequadamente para o objetivo proposto, o qual é contrastar estas logicas
com a logica neutrosofica (capitulo 04). Outro fator considerado foi a constatacao de que a
lingua portuguesa ¢ a 5* (ou 6?) lingua mais falada no mundo. Assim, a presente tradugao
pode ser util no processo de expandir o conhecimento da légica neutroséfica para os ledores
em portugueés.

Em relagao ao processo de traducao, tal como o autor assevera em seu prefacio que “a criacao
de um livro é um evento complexo”, o processo de traducao de uma obra também nao é isenta
de erros e omissoes. A linguagem inglesa de cunho técnico néo se constitui um problema de
maior monta, mas considerando que toda linguagem possui suas idiossincrasias, geralmente
nao se é possivel fazer uma traducao literal do conteiido nao técnico. Neste caso, o tradu-
tor procurou aproximar a linguagem original do autor para expressoes mais reconheciveis dos
leitores da lingua portuguesa, e embora tenha sido tomado o cuidado de tentar se expurgar
quaisquer erros, os mesmos ainda podem existir.

Por fim, almeja-se que esta tradugéo venha por fim alcancar o seu objetivo, o qual é espandir
o conhecimento da légica neutrosofica para o publico leitor em lingua portuguesa. Quaisquer
comentarios e susgestoes serao muito bem vindos.

Marcgo de 2020.

Prof. Angelo de Oliveira

Departamento Académico de Ciéncia da Computagao
Universidade Federal de Rondonia (Unir)

Campus José Ribeiro Filho - BR 364, Km 9,5

CEP: 76801-059 - Porto Velho - RO - Brasil

e-mail: angelo@unir.br, mrxyztplk@gmail.com e goratchim@gmail.com


http://www.gallup.unm.edu/~smarandache/eBooks-otherformats.htm#E-Books%20of%20Mathematics
http://www.gallup.unm.edu/~smarandache/eBooks-otherformats.htm#E-Books%20of%20Mathematics
http://fs.gallup.unm.edu/IntrodNeutLogic.pdf
mailto:angelo@unir.br
mailto:mrxyztplk@gmail.com
mailto:goratchim@gmail.com




Capitulo 1

Logica Classica

1.1 Proposicoes

Na logica classica uma variavel logica esté restrita aos valores de verdade (7T) e falsidade (F).
Os conectivos 1ogicos and (A), or (V) e not (=) em logica classica tém seus comportamentos

sumarizados na tabela 1.1.

Outros nomes para os conectivos acima definidos sdo conjungao (A), disjungao (v) e nega-

Gao (-).

Nota: Alguns autores usam letras miniisculas, p, q, r, e assim por diante, para representar

variaveis que podem ser verdadeiras ou falsas. Outros usam letras maitsculas, A, B, C, e

assim por diante. Neste livro ambas serao usadas.

Posto que cada varidvel na logica classica esta restrita a estes dois valores, se uma expressao
tem n diferentes variaveis, a tabela verdade tera 2™ linhas. A coluna resultado de uma tabela-
verdade define uma fungao booleana, cujo nome deriva de George Boole, o matematico que
foi o primeiro a descrever muitas das regras da légica. Portanto, uma funcgao booleana é uma
funcao que associa valores de verdade e falsidade a um conjunto de varidveis e retorna um valor

verdadeiro ou falso.

bpAq | P

p
T
T
F
F

IS

A
T
F
F
F

ms| a8 <
I

Tabela 1.1: Tabela verdade para os conectivos and, or e not.

Definicao 1.1.1. FExpressoes construidas a partir de varidveis na ldgica cldssica usando estes

conectivos sao conhecidas como proposicoes.
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Exemplo: Cada um das seguintes expressoes sao proposigoes.

(prg)v((ra-s)vi)
(pvagvrvs)

A avaliacao de proposicoes é feita aplicando o seguinte conjunto de regras simples:

1. Operacoes em paréntesis sdo feitas em primeiro lugar com a mais interna tomando pre-

cedéncia.
2. O conectivo unario not (=) é aplicado antes de A e v.
3. Os conectivos A e Vv sao considerados como estando no mesmo nivel.

4. Se os conectivos estao no mesmo nivel, ausentes de paréntesis, eles sao avaliados na ordem

encontrada quando se move da esquerda para a direita.

Exemplo: Dada a proposi¢ao pA gV (r A=s) v p, a ordem de avaliagao é dada pelos nameros

marcados abaixo dos conectivos, como mostrado abaixo.

PAQV(rA=s8)VD
3 4 21 5

Consequentemente, o valor da proposi¢ao é demonstrado na tabela 1.2, onde a coluna resultado

é aquela acima do ntmero 5.

plgq|lr|s|p A g v (r A =8 Vv p
T|T|T|T T T F F T T
T|T|T|F T T T T T T
T|T|F|T T T F F T T
T|T|F|F T T F T T T
T|F|T|T F F F F T T
T F|T|F F T T T T T
T|F|F|T F F F F T T
T F|F|F F F F T T T
F|T|T|T F F F F F F
F|T|T]|F F T T T T T
F|T|F|T F F F F F F
F|T|F|F F F F T F F
F|F | T|T F F F F F F
F|F|T|F F T T T T T
FIF|F|T F F F F F F
F|F|F|F F F F T F F
3 4 2 1 5

Tabela 1.2: Tabela verdade para a proposi¢do p A qV (r A =s) Vp.
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Posto que existem dois possiveis valores para cada entrada na coluna resultante, existem 2"

diferentes fungoes booleanas para n variaveis logicas.

Dado os valores verdade na coluna acima do 5, a proposi¢ao que define a fungdo booleana é:

PAGV (rA=s)VDp.

Claramente, dada qualquer proposi¢ao, é possivel determinar os valores verdade da fungao

booleana que ela define.

Nota: Para qualquer funcdao booleana definida por uma tabela-verdade, existem muitas

diferentes proposi¢oes que podem ser utilizadas para defini-la.

Dada qualquer fun¢ao booleana definida por uma tabela-verdade, sempre é possivel construir
uma proposicao cujos valores casam com aqueles constantes na tabela-verdade, e isto é o topico

do teorema seguinte.

Teorema 1.1.1. Dada qualquer funcdo booleana definida por uma tabela-verdade, é possivel
construir uma proposicao usando os conectivos {A, v, =} com os valores verdade casando com

0s da tabela-verdade.

/ Demonstracdo. Nos a dividimos em dois casos. \
Caso 1: A coluna resultado contém somente F.

Neste caso noés simplesmente usamos a expressao F, que tem o valor F para qualquer

escolha de valores para qualquer conjunto de varidveis.
Caso 2: A coluna resultado contém ao menos um T.
Identifique todas as linhas onde o resultado é T. Para cada uma destas linhas construa

uma expressao examinando os valores das variaveis. Se a variavel tem o valor T, entao noés

a usamos como ela é, e se a variavel tem o valor F, colocamos o operador not na frente

Qela. A expressao é entao construida colocando o conectivo A entre as variaveis. Dj

Exemplo: Dada a linha da tabela-verdade

p1 | P2 | P3| P4
T|F | F | T

a expressao para esta linha seria pl A =p2 A =p3 A p4.

Apo6s um momento de pensamento, deveria estar claro que esta expressao somente é verdadeira

para este conjunto especifico de valores para as variaveis.
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Repetindo o processo para cada linha onde o resultado é T, terfamos um conjunto de expressoes
onde cada uma delas é verdadeira somente para um caso. Para completar a criagdo de uma
expressao total, cada uma dessas linhas deve ser juntadas usando o conectivo v. A expressao
construida tera entdo o valor de T aonde quer que o resultado seja T e F em qualquer outro

lugar.

Exemplo: Dados os valores verdade na tabela 1.3, a expressao correspondente seria (p A g A

)V (PA=gAT)V(=pAGAT)V (=DA=gAT).

Resultado
F

Hl=E| 3" 3= 3]

SIS LS
SIS IS ] IS
SIEIEIEI IS

S|

Tabela 1.3: Tabela-verdade para a expressao (pAgA—=7)V(PA=qgAT)V (=pAGAT)V (=DA=gAT).

Definicao 1.1.2. A expressao que € criada usando as técnicas do teorema 1.1.1 é chamada de

forma disjuntiva normal (FDN).

Definicao 1.1.3. Dada qualquer funcdo booleana definida por uma tabela-verdade, se um con-
Jjunto de conectivos pode ser usado para construir uma proposicao cujos valores casam com
0s valores verdade daquela tabela, entdo o conjunto de conectivos € dito ser completo. Do

teorema 1.1.1 seque que {A, Vv, =} € um conjunto completo de conectivos.

Existem muitos outros conectivos binarios que podem ser definidos. E claro que dada a com-
pletude do conjunto CS = {A, v, =}, todos eles podem ser construidos usando estes trés
operadores. Consequentemente, cada um destes conectivos adicionais sera considerado uma

abreviacao para uma expressao construida a partir dos operadores em CS.

Outros conjuntos completos também existem. A prova que um dado conjunto de conectivos é
completo geralmente é feita mostrando que é possivel criar expressdes cujo comportamento é

equivalente a cada um dos conectivos A, V e .

A definigao do conectivo condicional ou implicagao (—) é dada na tabela 1.4, que por sua vez é
equivalente & tabela-verdade de —p Vv ¢, como pode ser verificado examinando a tabela-verdade

para =pV q.
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p
T
T
F
F

ESER RS RES

Hls| =3

Tabela 1.4: Tabela-verdade para o operador condicional.

Definicao 1.1.4. Na expressao p — q, p € conhecido como antecedente e q como conse-

quente. A implicacdo € frequentemente descrita como o conectivo se-entao.

O conectivo bicondicional (<) tem os valores verdade da tabela 1.5, sendo que p < ¢ é
equivalente a expressao (pAq) VvV (=pA—-q). O conectivo < pode ser também considerado como

a igualdade logica.

p
T
T
F
F

Hig|E| |
Hl=|=(3]3

Tabela 1.5: Tabela-verdade para o operador bicondicional.

O OR Exclusivo (V) pode ser considerado como a desigualdade logica e tem os valores verdade

dados pela tabela 1.6, sendo que p Vv ¢ tem a mesma tabela-verdade que a expressao (p A —=q) Vv

(=p A q).

HiE a3
M|
Hig "I

Tabela 1.6: Tabela-verdade para o operador OR Exclusivo.

Dois conectivos adicionais que sdo comumente usados sdo a negagao conjunta (|) e a negacao

alternativa (]). As agoes destes conectivos estao resumidas na tabela 1.7.

plalrlq]pl
T|T| F | F
T|F| F | T
FIT| F | T
FIF| T | T

Tabela 1.7: Tabela-verdade para os operadores | e |.
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A negacao conjunta é também chamada de conectivo NOR, um acrénimo para Not OR. Se
vocé examinar os valores verdade, é facil ver que os resultados sao as negagoes do OR. A
negacao alternativa é também conhecida como conectivo NAND, um acréonimo para Not AND,
significando a negagao de AND. Visto que p | ¢ tem a mesma tabela-verdade que —p A =q e p|q
tem a mesma tabela-verdade que —pV —q, estes operadores podem ser considerados abreviagoes
para expressoes mais complexas. Em qualquer caso, nés somos levados de volta para o principio
bésico que na logica classica de proposicoes, qualquer coisa que vocé deseje expressar pode ser

feita usando os elementos de CS.

Teorema 1.1.2.
1) (1) é um conjunto completo de conectivos.

2) (]) € um conjunto completo de conectivos.

/Demonstmg:do. Para cada conectivo, necessitamos de um modo de representar o comporx

tamento de cada um dos conectivos em A, Vv, .

O comportamento do conectivo - para ambos é exibido na tabela 1.8.

p|plp|pp
T| F | F
F| T | T

Tabela 1.8: Representagdo do comportamento do conectivo - usando os conectivos | e |.

O comportamento do conectivo A para ambos e exibido na tabela 1.9.

p|al|@ip)l(glq) | (Plo)l(ple)
T|T T T
T|F F F
FI|T F F
F|F F F

Tabela 1.9: Representagao do comportamento do conectivo A usando os conectivos | e |.

O comportamento do conectivo v para ambos é exibido na tabela 1.10.

plal|llgl®lag | (plp)l(qla)
T|T T T
T|F T T
F|T T T
FI|F F F

Tabela 1.10: Representacao do comportamento do conectivo v usando os conectivos | e |.

Posto que o comportamento de cada um dos conectivos | e | pode ser singularmente usado

para criar expressoes tendo o mesmo comportamento dos conectivos =, A e v, entao cada

Qm deles é individualmente um conjunto completo de conectivos. D/
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Definicao 1.1.5. Uma proposicao que € verdadeira para todos os valores das varidveis contidas
na expressao € conhecida como tautologia. Se uma proposicao € falsa para todos os valores
das varidveis contidas na expressdo, entdo ela € conhecida como contradi¢cao. Note que uma
proposicao p € uma tautologia se, e somente se, —p € uma contradi¢do. Se uma proposi¢do nao

€ nem uma tautologia ou uma contradicao, entao ela é chamada de contingéncia.

Exemplos: As expressoes seguintes sao tautologias.

Av-A
(AAB)vT
(AAB)— A

A - (AvB)

-A—- (A- B)
(AAB) - (A- B)
-(A->B)—->A
-(A- B)—--B

e as expressoes seguintes sao contradigoes:

An-A
AANF

bem como as negacgoes de todas as tautologias.

1.2 A Lei do Terceiro Excluido

Enquanto proposi¢goes podem ser usadas em muitas diferentes circunstancias, existe uma li-
mitacao fundamental em seu uso. Posto que a cada expressao deve ser assinalada um valor
que é verdadeiro ou falso, as opgoes sao limitadas. Isto é conhecido como a Lei do Terceiro
Excluido, significando que nao existe meio termo entre os dois valores “extremos” de verdade
e falsidade.

Uma consequéncia desta lei é o conceito de prova por contradigao. O que isto significa
é que se nao é possivel provar que uma expressao véilida tem um valor, entao ela deve ter o
outro. Ao se usar expressoes, se a expressiao nao pode ser provada falsa, entao ela é considerada
verdadeira. (Muito parecido com a vida, na qual se vocé nao pode provar que uma pessoa esta

mentindo, entdo vocé é forcado a considera-la como dizendo a verdade.)

A prova por contradigao aparece nos assinalamentos de valores do conectivo —. Ela é inter-
pretada como uma declaracao na qual se o antecedente é verdadeiro, entao a consequéncia
também o é. A declaracao é entao falsa se o antecedente é verdadeiro e a consequéncia é falsa.
Com esta nogao, se nao é possivel provar que a declaragao é falsa, entao pela lei do terceiro

excluido ela deve ser verdadeira. Consequentemente, as duas tltimas linhas da tabela-verdade
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onde o antecedente é falso tem o valor verdadeiro.

1.3 Equivaléncia Loégica

Definigao 1.3.1. As proposigdes p e q sao ditas serem logicamente equivalentes se p < q €
uma tautologia. A notagio para este relacionamento é p < q. E possivel mostrar que duas

expressoes sao logicamente equivalentes comparando as entradas na tabela-verdade.

Exemplos: E facil verificar cada uma das seguintes equivaléncias logicas.

(p—=>q) = (-pvg)

(peq) = ((Prq) Vv (-pr-q))
(pvq) = ((pAr-q) Vv (=pArq))
(plq) <= (~pAr-q)

(plg) < (=pV ~q)

O sinal de igualdade (=) é frequentemente usado como uma notagao alternativa para equiva-

léncia logica.

As declaragoes do teorema 1.3.1 sdo todas propriedades algébricas de proposigées, onde o sinal

de igualdade é usado em lugar da flecha dupla bidirecional.

Teorema 1.3.1. Se A, B e C sao proposicoes:

a) Av B =BV A (comutatividade de Vv ).

b) ANB=DBAnAA (comutatividade de ).

c) (ANB)AC = AN (BAC) (associatividade de A).

d) (AvB)vC=Av(BvC(C) (associatividade de V).

e) -(Av B) =-AA=B (lei de De Morgan).

f) ~(AAB)=-Av =B (lei de De Morgan).

g) ~—~A=A (dupla negagao).

h) An A=A (idempoténcia).

i) Av A=A (idempoténcia).

j) An=A=F (Lei da Contradigao).

k) Av-A=T (Lei do Terceiro Excluido).

1) Av(BAC)=(AvB)A(AvC) (propriedade distributiva).
m) AN(BvC)=(AAB)v(AAC) (propriedade distributiva).
n) (AvB)A A=A (lei de absor¢ao).

0) (ANB)v A=A (lei de absor¢ao).

p) Av F =A (lei de identidade).

q) ANT = A (lei de identidade).

r) ANF = F (lei de dominagao).

s) AvT =T (lei de dominagao).

Demonstragao. Deixada como um conjunto de exercicios. O
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Todos os conectivos sao associativos & esquerda, significando que os conectivos sao avaliados

da esquerda para a direita. Por exemplo, as expressoes

AANBACADe A-B—-C—-D

sao avaliadas como

(((AAB)YAC)AD) e (((A— B) - C) > D).

Para avaliar expressoes contendo varios conectivos diferentes, primeiro converta todas as ins-
tancias de —, <>, v, | e | para seus equivalentes logicos em termos de A, v e -. Os conectivos
A e V sao considerados como tendo o mesmo nivel hierdrquico, de modo que é necessario usar

paréntesis se a ordem de avalia¢ao é para ser diferente da usual (da esquerda para a direita).

1.4 Formulas bem formadas

Definicao 1.4.1. Uma expressao em ldgica cldssica € dita ser bem-formada ou uma for-
mula bem-formada (fbf) se ela pode ser construida usando o sequinte conjunto de regras:
a) T e F sao bem-formadas.

b) Se p1, p2,..., Pk, .. sGo varidveis ldgicas restritas aos valores de T e F, entao todas p; sao
bem-formadas.

c) Se A é bem-formada, entao também o é (A).

d) Se A é bem-formada, entao também o € - A.

e) Se A e B sao bem-formadas, entao também o sao AnB e Av B.

f) Somente expressoes que podem ser formadas usando as propriedades (a) — (e) sao bem-

formadas.

O conjunto de proposigoes é formalmente definido como sendo todas as expressoes que podem

ser formadas usando as regras da definicao de uma fbf.

Entenda que se os valores de todas as variavéis sao conhecidos, entao a avaliacao dos conectivos

l6gicos sera reduzida a expressao T ou F.

Nota: Os conectivos —, <>, vV , | e | ndo aparecem na defini¢gao acima de uma fbf. Conse-
quentemente, a assuncao é que estes conectivos sao substituidos por suas féormulas logicas

equivalentes usando -, A e v. Esta é a definicdo padrao de fbfs, apesar de que nada seria

alterado se a linha (e) fosse mudada para: Se A e B sao bem-formadas, entiao tambem o
é ANB, AVB, A~ B, A< B, A| B, A|IB e AvB.
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1.5 Um Sistema Axiomatico para Proposicoes

Enquanto tabelas-verdade sao inestiméveis para trabalho através das muitas caracteristicas
da logica classica, elas possuem limitagGes naturais. Quando sistemas de interpretagao sao
construidos, é impraticavel ou impossivel usar tabelas-verdade para executar as computacoes.

Para isso necessitamos de uma teoria formal.

Definigao 1.5.1. Uma teoria formal é um sistema S construido a partir das sequintes partes:
a) Um conjunto de simbolos vdlidos é dado como simbolos de S. Este conjunto pode ser finito
ou infinito.

b) Eziste um conjunto de regras definindo expressoes bem-formadas que podem ser construidas
usando os simbolos de S.

¢) Um conjunto de fbfs é separado do conjunto completo de fbfs e sao chamados de aziomas de
S. Estas expressoes sao tomadas como sendo verdadeiras por assun¢ao.

d) Existe um conjunto finito de relagées Ry, Ra,..., Ry entre conjuntos de fbfs em S chamado
regras de inferéncia. FEstas regras sao usadas para construir provas, onde as declarac¢oes
sao: dado que este conjunto de fbfs € verdadeiro, podemos concluir que outro fbof p também é

verdadeiro.

Em uma prova, o conjunto de fbfs dado é conhecido como hip6teses e p como a consequéncia.
A completa estrutura das hipéteses, quaisquer conclusoes intermediarias e o final é conhecido

como um teorema no sistema S.
Exemplo: O seguinte é uma teoria axiomatica formal L.

a) O conjunto de simbolos em L é {-, -, (,), T, F, p1, p2,...}, onde p; sdo varidveis logicas.
b)
(1) Todos os simbolos em {T', F, p1, p2,...} sdo fbfs em L.
(2) Se A e B sao fbfs em L, entao também o sao (A), (-A) e A~ B.
(3) Somente expressoes que podem ser formadas usando as regras (1) e (2) sao fbfs em L.
c) Se A e B sao fbfs em L, entdo o que segue sao os axiomas de L.

(A1) (A~ (B > 4))

(A2) (A= (B~ C)) > (A= B) > (4~ C)))

(A3) (B - ~4) > ((-B - A) - B))
d) A unica regra de inferéncia em L é modus ponens, onde B é uma consequéncia das duas
hipéteses, A - B e A. Em outras palavras, se A - B e A sao verdadeiras, podemos inferir que

B também é verdadeira. Esta regra é comumente abreviada para M P e a notagao usada é:
A-B ArB

Definigao 1.5.2. A teoria axiomdtica formal L no exemplo anterior é conhecida como cdlculo

proposicional.

Uma vez que uma teoria formal esteja definida, ela pode ser usada para raciocinar a partir de

expressoes ja provadas serem verdadeiras para entao concluir que expressoes adicionais tam-
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bém sao verdadeiras. Tais inferéncias sao chamadas provas na teoria.

Exemplo: O seguinte é uma prova em L.

/Hip()tese: A. \

Prova:
1) Dado A
2) (A— (B — A)) Axioma 1

kConcluséo: por modus ponens (B - A). j

Nota: Uma prova em um esquema formal como o célculo proposicional é muito diferente
da nocao de prova em outras areas da matematica. Em geral, provas formais sao mais

precisas e sequenciais, com muito menos autonomia nas técnicas que vocé pode usar.

1.6 Regras Adicionais de Inferéncia

Modus ponens nao é somente a tnica regra de inferéncia que pode ser usada em provas formais.

O que segue é uma lista de regras adicionais que podem ser aplicadas.

Eliminagao — And: A partir de uma conjuncdo, qualquer uma das proposicoes na con-

jungao pode ser inferida.

PLAD2A...Dr =Dy

Introdugao — And: A partir de uma lista de proposi¢ées, uma conjuncao pode ser

formada.

pP1,pP2,.-.Pr=P1ADP2A...Dr

Introdugao — Or: Se uma proposicao é verdadeira, entao a disjungao com ela e qualquer

outra proposicao pode ser inferida.

pPiEpP1VDP2V...VDyr
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Resolugao unitaria: Se uma disjungao é verdadeira e um de seus elementos é falso, entao

a outra deve ser verdadeira.

pvg,-qr-p

Modus tollens: Dada uma implicacao e a negacao da consequéncia, podemos inferir a

negacao do antecedente.

p—=>q—-q=-p

Resolugao: A implicagao é transitiva.

pP>q,q>rEp—>T

1.7 Raciocinio Formal

Definigao 1.7.1. Faca I' = {ay,aq,...,ar} representar um conjunto de fbfs. Uma fbf p €
dita ser uma consequéncia de I' se € possivel construir uma prova de p que comeca com as
fbfs de I'. Os elementos de I' sdo chamados de hipdteses ou premissas € p € a consequéncia.
Isto pode ser considerado como a operagao logica de comecar com um conjunto de declaragoes
conhecidas como sendo verdadeiras e, usando as regras de inferéncia do sistema, concluir que
outra declaracao também € verdadeira. A motacao para tal inferéncia € I' - p. De forma geral,

escrevemos ay,as, . .., a - p ao mvés de {ay,as,...,ax} + p.

O que segue sao consequéncias diretas da definigdo de consequéncia.
a) ai,as,...,a - a;.

b) ai,as,...,a; F p entdo ay,as,...,ax,bi,be,...,b; - p, onde b; também sao fbfs.

Em outras palavras, se nés podemos provar uma fbf p usando as fbfs em um conjunto, adicionar

fbfs para a hipotese nao altera a capacidade de derivar p.

1.8 Teoria da Quantificacao

Enquanto proposi¢oes nos permitem fazer um grande trabalho, elas sao limitadas no uso geral
porque nao se é possivel as usar para representar muitas expressoes. Considere as seguintes

sentencas:

i) Qualquer amigo seu é um amigo meu.
ii) O inimigo do meu inimigo é meu amigo.

iii) Todos os homens sao mortais.
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Estas expressoes contém dentro delas caracteristicas onde o valor verdade de uma expressao é
dependente de varidveis internas e dos relacionamentos entre as caracteristicas. Por exemplo,
na primeira expressao poderiam existir muitas diferentes pessoas consideradas como sendo
suas amigas. Para determinar se esta expressao é verdadeira terfamos que tomar cada e toda
instancia de seus amigos e determinar se eles também sao amigos meus. Isto também requer

um entendimento da definicdo da palavra amigo.

Definicao 1.8.1. Palavras tais como todo, qualquer, qualquer que seja e algum sdo usadas
para inserir restri¢ées no uso de uma varidvel. O termo formal para isto € quantificador, e

o sistema ldgico € chamado teoria da quantificagao.

Exemplo: Na declaracao “Todos os homens sao mortais.”, a palavra “Todos” claramente signi-
fica que a expressao é verdadeira para qualquer valor da variavel homem. O termo matematico
formal é “para todos”, sendo o mesmo conhecido como quantificador universal. Se P(z) ¢
a asser¢ao que x tem a propriedade P, entao VaP(x) significa que para todo z, P(x) é verda-
deiro. Se nenhum elemento satisfaz a propriedade, entdao a expressao poderia ser Vr—P(x), e

se no minimo um elemento nao satisfaz a propriedade, a expressao é ~VzP(x).

No caso onde no minimo um elemento satisfaz a propriedade, o quantificador existencial pode
ser usado. A palavra equivalente é “existe” e a expressao ¢ 3xP(z), que significa que existe

um elemento z tal que P(x) é verdadeira.

Nota: Somente um quantificador, ou o existencial ou o universal, precisa ser definido. Por
exemplo, se temos o quantificador existencial, podemos escrever a expressao —(Iz-P(x)),
que signigica que ‘ndo é o caso que existe algum x tal que P(x) é falsa”. Visto que
nao existe x que torna P(x) falso, a expressao deve ser verdadeira para todo x, o que é

equivalente a YaxP(x).

Similarmente, se nés temos o quantificador universal, escrevemos a expressao —(VzP(x))

que significa “néo é o caso que para todo x, P(z) é falsa”. Visto que P(z) nao ¢ falsa para

todo x, entao ser verdadeira para algum .

Definicao 1.8.2. Quando se usa quantificadores, o conjunto de todos os valores que as varid-

veis podem ter € conhecido como universo de discurso.
Definicao 1.8.3. Uma expressao que contém um quantificador € chamada de predicado.

Definicao 1.8.4. Se uma varidvel é afetada por um quantificador, ela € dita ser limitada.

Uma varidvel que nao € afetada por um quantificador € dita ser livre.

Exemplo: Na expressao (3x)(x > y), z é uma variavel limitada e y é uma variavel livre. Posto
que y € livre, ela pode ser substituida por qualquer outra variavel sem alterar o significado da

expressao. Portanto, a expressao (3z)(x > z) é matematicamente equivalente.



14 1.8. Teoria da Quantificagdo

Uma vez que os valores dos elementos no universo de discurso sejam conhecidos, é possivel

determinar se o predicado é verdadeiro ou falso se ele ndo contém variaveis livres.

Exemplo: Se o universo de discurso é o conjunto dos naumeros U = {1,2,3,4,5}, entdo a
expressao (3z)(z > 0) é verdadeira. Adicionalmente, a expressao (Vx)(x > 0) também é ver-

dadeira.

A teoria da quantificagéo é frequentemente utilizada com conjuntos de discurso infinitos. Nes-

tes casos, é necessario usar a teoria para determinar se a expressao é verdadeira ou falsa.

Exemplo: Se o universo de discurso é o conjunto de todos os inteiros, entao:
(a) Vn, n% >0 é falso;
(b) Vn, n? > n é verdadeiro;

(c) 3n, n? =2 & falso.

O equivalente em portugués destes predicados é:
(a) O quadrado de qualquer inteiro é maior do que zero;
(b) O quadrado de qualquer inteiro n é maior ou igual a n;

(c) Existe um inteiro que é a raiz quadrada de dois.

Exemplo: Se o universo de discurso é o conjunto de todos os ntumeros reais  onde 0 <z < 1,
entao:

(a) Y, 22 < 1.0 é verdadeiro;

(b) Va, 2 < x é verdadeiro;

(c) 3z, 2% <0 ¢é falso.

Os equivalentes em portugués destes predicados sao:

(a) O quadrado de qualquer ntimero real entre zero e um (inclusive) é menor ou igual a 1;
(b) O quadrado de qualquer ntimero real entre zero e um (inclusive) é menor ou igual ao pro-
prio ao namero;

(c) Existe um namero real entre zero e um (inclusive) cujo quadrado é menor do que zero.

Os conectivos de proposigoes também podem ser usados em combinagao com predicados.

Exemplo: Se o universo de discurso é o conjunto de todos os numeros reais x onde 0 <z < 1,
entao:

(a) (Va, 22 <1.0) A (Va, 22 < x)) é verdadeiro;

(b) (Yz,22 <0) v (Va,2? < 1) & verdadeiro;

(c) (Yz,22 <0) v ~(Vz,2% < 1) ¢é falso.
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1.9 Usos da Légica em Programacao de Computadores

Loégica é um componente fundamental da programagao de computadores. Linguagens tais como
C++ e Java contém operadores logicos correspondentes & conjungao, disjung¢ao e negagao. Eles
sao o duplo ampersand (&&), barra dupla vertical (||) e ponto de exclamacao (!). Estes ope-
radores aceitam valores que sao booleanos e retornam um booleano'. O comportamento das

operagoes envolvendo and, or e not sao similares a aquelas da légica classica.

Java e outras linguagens de programagao contém operadores adicionais que executam opera-
¢oes de bitwise. Em computadores os dados sdo expressos na forma binéria, ou como uma
sequéncia de zeros e uns. Uma operacao de bitwise casa cada uma das posi¢oes de duas strings
binérias e executa a operagdo uma posicao de cada vez. As operacoes sdo similares a aquelas

da logica classica, com verdadeiro e falso substituidos por um e zero, respectivamente.

Exemplo: As agoes dos operadores de bitwise sdo demonstradas na tabela 1.11.

m oj1}1{0j1j1y140(0j0}j1|11010|1]1
n 1j1,140(0}j0}1{1j0|1(1}0]1]1]1]|0
man|0]11|0{0]0|1|0{0]0]1|0|0]0]1]|O0
mvn |1|1]1(0/1|1}1j1/0]1]1|1]1|1]|1]|1
-m |1]0(0|1|0j0O]0O|1|1]|1]0]0f1|1]0]O

Tabela 1.11: Exemplo da ag@o dos operadores de bitwise.

IN. do T.: A palavra aqui se refere ao tipo de dado booleano, que em C++ e Java pode armazenar os valores
true e false.
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Capitulo 2

Logica Trivalente

2.1 Loégica Trivalente de Lukasiewicz

Com somente dois possiveis valores para as varidveis, a logica cléssica usa o que é conhecido
como Lei do Terceiro Excluido. Isto simplesmente significa que existem somente os dois
extremos de verdade e falsidade, com nenhum valor intermediario possivel. Embora tenha
havido alguns ruidos a respeito de possiveis diferentes tipos de légica por varios séculos, o
primeiro a trabalhar um sistema com mais do que dois valores foi Jan Lukasiewicz, um logico

polonés. Neste sistema existem trés valores possiveis, 1, 1/2 e 0.

O operador de negacao na logica trivalente de fukasiewicz é definido na tabela 2.1.

p | -p
1] 0
1/2 | 1/2
0| 1

Tabela 2.1: Tabela-verdade para o operador de negacao na légica trivalente de Lukasiewicz.

Nesta logica, o valor 1/2 pode ser considerado como um valor intermediario de meia verdade

e meia falsidade.

Nota: Outro modo que a negagao pode ser definida é -p=1-p.

As defini¢bes dos conectivos A e Vv na logica trivalente de Lukasiewicz sdo dadas na tabela 2.2.

Nota: Observe que pV g poderia ser definido como maz{p,q} e p A ¢ como min{p,q}.
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q |pVq|PAg

=S
—_
—
—_

12 1 | 1/2

12| 1 1| 1/2
12 11/2] 1/2 | 1/2

120 0 [ 1/2 | 0
ol 1| 1 0
0 [1/2|1/2] o0
010/ 0 0

Tabela 2.2: Tabela-verdade para os operadores v e A na logica trivalente de Lukasiewicz.

Usando as formulas de equivaléncia (p - q) < (-pVvq), ((pAq) Vv (=pA=q)) < (p < q),

((prq)v(pr=q)) = (pva), (-pAr-q) < (plq) e (-pV-q) < (plg), definicdes para estes
conectivos adicionais na logica trivalente de fLukasiewicz sao dados na tabela 2.3.

p | g |p>q|peq|pvg|plq| plg
1] 1 1 1 0 0 0
1 [1/2) 12 | 1/2 | 12| 0 |1/2
1] o0 0 0 1 0 1

12| 1 1 12 [ 12| 0 |1/2
12120 1/2 | 1/2 | 1/2 | 1/2 | 1/2
1200 [ 12 | 172 [ 12 0 |1/2

1 1 0 1 0 | 1
12| 1 1/2 | 1/2 | 1/2 | 1/2
0 1 1 0 1 1

Tabela 2.3: Tabela-verdade para os operadores —, <>, Vv, | e | na logica trivalente de Lukasi-
ewicz.

Note que se 1 é considerado como a representagao de verdadeiro e 0 é considerado como a re-
presentacao de falso, entao as entradas das linhas para p e g para zero e um sao os mesmos da
logica classica. Portanto, esta logica trivalente é uma extensao da logica classica. Na maioria
dos casos, novas estruturas matematicas sao definidas de modo que elas sao consistentes com

aquelas previamente definidas.

As defini¢oes dos conectivos na tabela 2.3 sdo consistentes com as féormulas equivalentes em
logica classica. Nao é necessario manter esta consisténcia para todas as estruturas logicas que
sao extensoes da logica classica. Por exemplo, a definicdo do conectivo — pode ser mudada

para aquela da tabela 2.4.

Nota: Esta definigdo é ainda consistente com a logica cléssica, como pode ser visto exa-

minando todas as linhas onde os valores de p e ¢ s@o zero ou um.
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P | ¢4 |p>q
1|1 1

1| 1/2] 1/2
1|0 0
12| 1 1
12 (12| 1/2
121 0 0
0 | 1 1

0 |1/2] 1
0|0 1

Tabela 2.4: Tabela-verdade alternativa para o operador — na logica trivalente de YLukasiewicz.

Uma terceira definicdo do conectivo — pode ser usada, onde a regra adicional é que se p > ¢,

entdo p - ¢ = 0. A tabela-verdade para esta defini¢do do conectivo — é dada na tabela 2.5.

P | ¢4 |pq
1|1 1

1| 1/2

1] 0

12| 1 1
12 (12| 1/2
/2] 0 0
0 | 1 1

0 |1/2] 1

0] 0 1

Tabela 2.5: Tabela-verdade alternativa para o operador — na logica trivalente de Lukasiewicz.

Nota: Esta definicao é também consistente com a definicao cléssica do conectivo de im-

plicacao.

Para completar o exame todos os conectivos, Lukasiewicz definiu os conectivos de implicagao

e bicondicional do modo ilustrado na tabela 2.6.
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P | ¢4 |p=>q|peg
1|1 1 1
1 1/2| 1/2 | 1/2
1|0 0 0
12| 1 1 1/2
12 1/2] 1 1
120 0 | 1/2 | 1/2
0 | 1 1 0
0 [1/2] 1 1/2
0| 0 1 1

Tabela 2.6: Tabela-verdade para os operadores de implicagao e equivaléncia na logica trivalente
de Lukasiewicz (conforme defini¢ao de Lukasiewicz).

2.2 A Légica Trivalente Forte de Kleene

Outra forma de logica trivalente! foi desenvolvida por Stephen Cole Kleene. O terceiro valor
nesta logica é U, que é interpretado como indefinido ou desconhecido. As tabelas verdade dos

conectivos Vv, A, -, <> e - sdo demonstrados nas tabelas 2.7 e 2.8.

S
i

al=|clmH| = al=| 8>
(S
S

clalg|3|3|g|lcl=(43]{
S
s

alalalcly|H"lald|3]t
=)

alalal"i"ml"miagas
aglmiH|al"gigalmlige
clalg|cl™"mlig33|3|<

Tabela 2.7: Tabela-verdade para os operadores v, A, - e <> na logica trivalente forte de Kleene.

a|lm|a|s
—

Tabela 2.8: Tabela-verdade para o operador de negacao na logica trivalente forte de Kleene.

As tabelas verdade da logica trivalente forte de Kleene podem ser reescritos usando um I para

indeterminacao ao invés de U para desconhecido.

IN. do T.: Também chamada de Logica de Indeterminacio Forte.
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Nota: A defini¢ao dos conectivos na logica trivalente forte de Kleene constituem-se tam-

bém numa extensao da logica classica.

Nota: Posto que os valores nesta ldgica sdo nao numéricos, as defini¢oes dos conectivos

nao pode envolver quaisquer operagoes aritméticas tais como max e min. Isto pode ser

uma limitagdo no modo como os conectivos sao usados.

Nota: Os conectivos restantes para a logica trivalente forte de Kleene podem ser definidos

usando as equivaléncias logicas da logica classica.

E possivel definir os quantificadores universal e existencial na logica trivalente forte de Kleene.
Isto é feito tratando a quantificagdo universal como uma conjuncao infinita e o quantificador

existencial como uma disjung¢ao infinita.

Definicao 2.2.1. Fuca

/\ pi
€U
ser uma conjunc¢do infinita de varidveis na logica trivalente forte de Kleene. Ela tem o wvalor

T se todos p; sao T, F se alguns p; sdo F e U caso contrdrio.

Definigao 2.2.2. Fuaca

\/ pi
1eU
ser uma disjungao infinita de varidveis na ldgica trivalente forte de Kleene. Ela tem o valor T

se alguns p; sao T, F se todos p; sao F' e U caso contrdrio.

2.3 Logica Trivalente de Bochvar

Uma logica trivalente adicional foi criada por D. Bochvar e foi inspirada pelo exame de para-
doxos seménticos. Por exemplo, existe a declaracao classica: “Esta expressao é falsa”. Se ela é
verdadeira, entao ela deve ser falsa, e se ela é falsa, entao ela deve ser verdadeira, o que é um
paradoxo. A solucao de Bochvar para tais declaragoes é introduzir o valor adicional M, que
representa sem significado ou paradoxal. O comportamento dos conectivos é simples, sendo
que se qualquer variavel na expressao tem o valor M, entao a expressao tem o valor M. Isto é

demonstrado nas tabelas 2.9 e 2.10.
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p | P
T | F
F|T
M| M

Tabela 2.9: Tabela-verdade para o operador — na légica trivalente de Bochvar.

S
iS

ZZZTJ'TJZ*UHg
S

S22 32=73]4
L
3

ZIE2IE3=Em 3T
Q
w3

ZZZW%ZHHMS
RS

ZZZZHWZ@*U;—

zlzlzlgl=8|s|g|=8|=2

22" "3 33
HIHEH P EEER
SIEIE|HAE|3|3]<

=
=
=
=
=
=
=

Tabela 2.10: Tabela-verdade para os operadores v, A, -, <>, Vv, | e | na logica trivalente de
Bochvar.

Nota: Mais uma vez, os conectivos definidos para a logica de Bochvar sao extensoes de

suas contrapartes cléssicas.

Nota: A logica trivalente de Bochvar pode ser considerada uma na qual M é dominante.

E possivel definir os quantificadores universal e existencial na légica de Bochvar. Mais uma

vez, conjuncoes e disjungoes infinitas sao usadas.
Definicao 2.3.1. Faca

/\Pz‘

U
ser uma conjunc¢do infinita de varidveis na ldgica de Bochvar. FEla tem o valor T se todos p;

sao T, F se algum p; € F' e nenhuma varidvel é M e M caso contrdrio.

Definigao 2.3.2. Faca

\/pz

U
ser uma disjuncao infinita de varidveis na logica de Bochvar. Ela tem o valor T se algum p; €

T e nenhuma varidvel € M, F se cada p; € F' e M caso contrdrio.
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2.4 Logica Trivalente em Programacao de Computadores

Em linguagens de programagao tais como C, C++ e Java, os conectivos and (&&) e or (|/)
sao avaliados de um modo condicional. Na expressao conjuntiva E1 && E2, a expressao E1 é
avaliada em primeiro lugar, e se ela é falsa, E2 nao é avaliada e a expressdo retorna um F.
Portanto, neste caso, nao faz nenhuma diferenca se E2 é indefinida, pois E2 é avaliada somente

quando E1 é T. Se E1 é verdadeira, entao o resultado é o valor de E2.

Se a expressao é uma disjugdo E1 || E2, a expressao E1 é novamente avaliada em primeiro
lugar, e se ela é verdadeira, E2 nao é avaliada e a expressao retorna um T. E2 é avaliada somente
quando E1 ¢ falsa. O valor da expressao é entao E2 quando E1 ¢é falsa. O comportamento das

avaliagoes condicionais || (or) e && (and) em computagao é resumido na tabela 2.11.

p|q|p&&q]|pllq
T|(T| T T
T|F F T
T|U| U T
F|T F T
F|F F F
F|U F U
UlT| U U
U|F U U
Ulu| U U

Tabela 2.11: Tabela-verdade para o operadores || e && em linguagens de programacao.

2.5 Loégica Trivalente com um valor Indeterminado

Outra forma de logica trivalente usa o valor I para indeterminagao. Nesta logica, se qualquer
varidvel tem o valor I, entdo o resultado é I. As tabelas-verdade poderiam ser a mesma da-

quelas para a logica de Bochvar, aonde o M é substituido por um I.

A definicao de logica trivalente que usa o I tem aplicacbes no ramo da fisica conhecido como
mecénica quantica. Mecanica quintica é a fisica do muito pequeno, onde eventos podem si-
multaneamente estar em mais do que um estado e o estado corrente nao é conhecido até que

uma medi¢ao seja feita.

Talvez a mais famosa das descrigoes da mecanica quantica seja o paradoxo do gato de Schro-
dinger. Um gato vivo é colocado em um container fechado com um &tomo de um elemento
radioativo. Se o atomo decai, ele serd detectado no container e causaréa a quebra de uma bula

de veneno que matara o gato.

De acordo com a mecénica quantica, a probabilidade que o atomo venha a decair durante

o intervalo de sua meia vida é 1/2. Consequentemente, se o gato é colocado no container e
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ele este é fechado pelo intervalo de meia vida, de acordo com as interpretagoes classicas, a

probabilidade que o gato esteja vivo apos o intervalo é 1/2.

Contudo, no estranho mundo da mecénica quantica, o d&tomo pode decair, mas até a caixa
ser aberta e examinada, o gato estard em um estado intermediario de estar nem vivo nem
morto. Ou, para o otimista que vive em vocé, ele pode ser considerado simultaneamente vivo
e morto. Portanto, até que um exame tenha lugar, é impreciso assinalar um valor de verdade
ou falsidade para a condicdao do gato estar vivo. Enquanto a légica classica é de pouco valor
aqui, a logica trivalente pode representar esta situacao. Assinalando a condigdo do gato antes

do exame o valor de I, o estado do gato é precisamente descrito.

2.6 Propriedades da Légica Trivalente

Existem véarias propriedades na légica trivalente de fukasiewicz, e algumas sao listadas e
provadas abaixo. Muitas delas também sao validas para outras estruturas logicas trivalentes,
mas as representacoes numeéricas usadas na légica de Lukasiewicz a tornam melhor adaptada

como preparagao para as estruturas logicas que examinaremos nos capitulos 3 e 4.

Teorema 2.6.1. Se A € uma varidvel na ldgica trivalente de fukasiewicz, entdo as sequintes
formulas sao satisfeitas:
i) Anl=A.

i) AnO=0.

iii) An1/2<1/2.

iv) Av1=1.

v) AvO0=A.

vi) Av1/2>1)2.

vii) ANA=A.

viii) Av A=A

i) --A = A.

Gemonstmgéo.

0Al=0=A.

ii) Se A=1,entao 1A0=0. Se A=1/2, entao 1/2A0=0ese A=0, entdo 0 A0 =0.

Qntéo 0Anl/2=0<1/2.

i) Se A=1,entao 1n1=1=A. Se A=1/2 entdo 1/2A1=1/2=A e se A =0, entdo

iii) Se A=1, entdao 1A1/2=1/2<1/2. Se A=1/2, entdo 1/2A1/2=1/2<1/2 ese A=0,

~

/
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/iv) Se A=1,entdao 1vl=1 Se A=1/2, entdao 1/2 v 1=1ese A=0, entao 0v1=1. \

v) Se A=1,entdo 1v0O=1=A. Se A=1/2, entdo 1/2v0=1/2=A ese A =0, entao
Ov0=0=A.

vi) Se A=1,entdo 1v1/2=1>1/2. Se A=1/2, entao 1/2v1/2=1/2>1/2 ese A =0,
entdao Ov 1/2=1/2>1/2.

vii) Se A =1, entdo 1A1=1=A. Se A=1/2, entdo 1/2A1/2=1/2=Aese A =0,
0A0=0=A.

viii) Se A =1, entdo 1v1=1=A. Se A=1/2, entdo 1/2v1/2=1/2=Aese A =0,

Ov0=0=A.
!X) Para qualquer ntmero z, 1 - (1-z)=1-1+z =x. Dj

Teorema 2.6.2. Se A, B e C sdo varidveis na logica trivalente de fLukasiewicz:
i) AvB=BvVA.

ii) ANB=BnAA.

i) Av(BvC)=(AvB)vC.

i) AN(BAC)=(AAB)AC.

Em outras palavras, v e A s@o associativos e comutativos na légica trivalente.

/Demonstmgdo. Para provar estas expressoes, nés confiaremos nas defini¢oes equivalenteh
onde Av B =max{A,B} e An B=min{A, B}.

i) Av B =max{A,B} =max{B,A} = BV A.
ii) AAB=min{A, B} =min{B,A} = BA A.

iii) Av{Bv C} = mazx{A,maz{B,C}} = max{A,B,C} = max{maz{A,B},C} =
(AvB)vC.

iv) An{BAC} =min{A,min{B,C}} =min{A, B,C} =min{min{A,B},C} = (AAB) A
e )

Teorema 2.6.3. Se A, B e C sdo varidveis na ldgica trivalente de fLukasiewicz:

i) (AvB)AnA=A. (Absor¢io)

ii) (ANB)v A=A. (Absor¢ao)

iii) Av (BAC)=(Av B)A(AvC). (Distribui¢io)

iww) AN(BvC)=(AAB)v(AACQ). (Distribuicdo)
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Gemonstmg&o. Mais uma vez, estas formulas sdo facilmente verificadas usando ah
defini¢oes Av B =max{A,B} e AnB=min{A, B}.

i) Se max{A,B} = A, entdo a expressao é A A A que é igual a A. Se max{A, B} = B,
entdo min{A, B} = A.

ii) Se min{A, B} = A, entdao Av A=A. Se min{A, B} = B, then maz{A, B} = A.
iii) Esta prova ¢ feita usando andlise de casos.

Caso1l: A>B>C
BAC =C eentao AvC = A, assim o lado esquerdo tem o valor A. (AvB)=Ae
(Av ()= A, assim o lado direito ¢ An A = A.

Caso2: A>C>B

Este é similar ao caso 1, simplesmente reverta os papéis de B e C.

Caso 3: B>A>C
(BAC)=Ce AvC = A, assim o lado esquerdo tem o valor A. (AvB)=B, (Av(C)=A4

e AAB=A, assim o lado direito tem o valor A.

Caso4d: C>A>B
(BAC)=Be Av B =A, assim o lado esquerdo tem o valor A. (AvB)=A4, (Av(C)=C

e ANC = A, assim o lado direito tem o valor A.

Caso5: B>C> A
(BAC)=C and AvC = C, assim o lado esquerdo tem o valor C. (AvB) =B, (AvC)=C

e BAC =(C, assim o lado direito tem o valor C.

Caso6: C>B>A

Este é similar ao caso 5, simplesmente intercambie os papéis de B e C.

Kiv) A prova é idéntica a da propriedade iii). Dj

Teorema 2.6.4. Se A e B sao varidveis na logica trivalente de Lukasiewicz:
i) ~(Av B) ==AA-B (De Morgan)
iit) ~(AAB)=-Av =B (De Morgan)
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/Demonstmgdo. \

i) A prova é feita por meio de anélise de casos.

Caso 1: Se A ou B sao iguais a 1, entao o lado esquerdo é zero. Uma das duas negagoes a

direita é zero, assim a conjuncao a direita é zero.

Caso 2: Se o maior valor das variaveis é 1/2, entdo o lado esquerdo é 1/2. Se ambas sdo
1/2, entao cada negagao a direita ¢ 1/2 e a conjuncao ¢ 1/2. Se uma é 1/2 e a outra é

zero, entao uma negagao ¢ 1/2 e a outra é 1, assim a conjungao é 1/2.

Caso 3: Tanto A quanto B sao iguais a zero. Neste caso, a disjuncao & esquerda é zero e

a negacao ¢ 1. Ambas as negacoes a direita sao um, assim a conjungao é 1.
ii) A prova é feita por meio de anélise de casos.

Caso 1: Se um dos valores é zero, entao a conjuncao & esquerda é zero, assim o lado

esquerdo ¢ 1. Uma das negagdes no lado direito é um e a disjungao seria um.

Caso 2: Se uma das variaveis é 1/2, entao a conjuncao a esquerda é 1/2, assim o valor a
esquerda é 1/2. Posto que uma das negagoes a direita é 1/2 e a outra é 1/2 ou zero, o

valor a direita também é 1/2.

Caso 3: Ambas as varidveis sdo iguais a 1. Entao a conjuncao & esquerda é 1, assim o

valor & esquerda é zero. Ambas as negacoes a direita sdo zero, assim a disjuncao também

Q Zero. [y

2.7 Modus Ponens na Loégica Trivalente de Lukasiewicz

A regra de inferéncia modus ponens na logica trivalente de Lukasiewicz pode ser interpretada
da seguinte maneira. Se p — ¢ e p sao verdadeiras, entao podemos concluir que ¢ também é

verdadeira. Lembre que a tabela verdade do conectivo — é

p—q

p
T
T
F
F

SR RSN RS
His| =3

Tabela 2.12: Tabela-verdade para o operador condicional.

assim, MP pode ser interpretada como significando que tanto p quanto p - ¢ sado verdadeiras,

0 que nos restringe a primeira linha da tabela, onde ¢ também é verdadeira.
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MP pode ser modificada para situacées na logica trivalente de Lukasiewicz, mas agora nos

somente temos que ser mais precisos em nossas defini¢oes de “verdade”.

Definicao 2.7.1. A regra de inferéncia MP pode ser definida da sequinte maneira na ldgica

trivalente de Lukasiewicz.

i) Sep=1ep—>q é1oul/2 entao q tem o valor de p — q.
it) Sep=1/2 ep—>q=1, entao q=1.
iii) Sep=1/2 ep—q=1/2, entao q=1/2.

Os casos onde p = 0 ou p — ¢ = 0 ndo necessitam ser considerados, dado que modus ponens

requer que ambas sejam “verdadeiras”.

Note como isto coincide com as tabelas verdade para o conectivo — nas tabelas 2.4 e 2.5, mas
nao na tabela 2.3. Um teorema em logica trivalente entao também deve especificar os valores
verdade sendo assinalados para a hipdtese como uma consequéncia de qual defini¢ao dos co-
nectivos esta sendo usada. Teorias formais também podem ser criadas em logica trivalente, a
tnica complicacao é adicionar material que especifica as constantes e torna precisa as regras

de inferéncia.
Exemplo: O seguinte é uma teoria formal Lgy na logica trivalente de Lukasiewicz.

a) O conjunto de simbolos em Ly sdo {-, v, A, =, (, ), 1,0, 1/2, A/ B, ...}.
b)
1) Todos os simbolos em {1, 0, 1/2, A, B, ...} sao fbfs em Lgy .
2) Se A e B sao fbfs em L3y, entao também o sao (A), -A, AvB, A-> Be AAB.
3) Somente expressoes que sao formadas usando as regras (1) e (2) sao fbfs em Lgy .
c) Se A e B sao fbfs em Lgy, entdo os axiomas de L3y sdo os seguintes:
1) A— (Av B) tem um valor maior do que zero.
2) (AA B) — A tem um valor maior do que zero.
3) (AA B) - B tem um valor maior do que zero.

d) A tnica regra de inferéncia ¢ modus ponens, onde — é definido na tabela 2.4.
O que segue sao teoremas em Lgy .

a) De A diferente de zero podemos inferir Av B com no minimo o mesmo valor verdade de A.

Demonstragao.

1) (A= (AvB))>0. (Axioma 1 Lgy)

2) A tem um valor maior do que zero. (Dado)
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"y N

i) Se A =1, entao aplicando M P3y (modus ponens L3y ) em 1) e 2), podemos concluir
que (Av B) =1.

ii) Se A =1/2, entéo aplicando M Psy em 1) e 2), podemos conlcuir que (Av B) =1/2.
\ 0

b) De A A B diferente de zero podemos inferir A com o mesmo valor verdade de A A B.

/Demonstmgdo. \

1) (AAB — A) >0. (Axioma 2 Lgy)
2) A A B nao é zero. (Dado)
3)

i) Se AA B =1, entdo nos podemos aplicar M Psy em 1) e 2) para concluir que A = 1.

ii) ii) SeA A B = 1/2, entao nés podmeos aplicar M Psy em 1) e 2) para concluir que
A=1/2.

N 2/

2.8 Regras de Inferéncia na Légica Trivalente de Lukasiewicz

Regras de inferéncia sao escritas na forma

pP1,pP2,.- -, P Qq

A regra de inferéncia modus ponens para a logica classica € escrita na forma
p—=>q,pr-q

Contudo, esta notagao deve ser alterada no reino da légica trivalente, e cada regra de inferéncia
terd uma qualificacao diferente. Para comecar, o principio serd que todas as proposicoes que
servem de hipotese sdo maiores do que zero. Adicionalmente, a qualificacao adicional serd que
a conclusao deve ter um valor maior ou igual aos valores de todas as expressoes da hipotese.

Isto é expresso na defini¢ao formal.
Definicao 2.8.1. A regra de inferéncia

P1,D02,.---,Pk ¢

€ valida na logica trivalente de Lukasiewicz se sempre que cada uma das expressoes p1,p2, - - -, Pk
€ maior do que zero, a expressdo q tem um valor que € diferente de zero. Algumas vezes também

€ util clarificar o valor de q.
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Por exemplo, a partir da tabela de valores para o conectivo — na loégica trivalente, como defi-
nidos nas tabelas 2.4 e 2.5, é possivel concluir que de p - ¢ e p, podemos concluir ¢ com um

valor de no minimo 1/2. Este resultado nao é valido para a defini¢ao contida na tabela 2.3.

Se ela é qualificada, a regra de inferéncia eliminacdo and também pode ser usada na logica

trivalente de Lukasiewicz.

[ Dado p1 Ap2 A ... ApE =0, entdo p; pode ser inferido para ter um valor > v. }

A regra de inferéncia introducio and também tem um significado qualificado na logica triva-

lente.

Dado que p1,po,...,pr sao todos diferentes de zero, podemos inferir que p; Apa A ... AP

também é diferente de zero.

A regra de inferéncia introdu¢do or tem um significado qualificado na logica trivalente.

-
Dado p, podemos inferir p v g tendo um valor maior ou igual a p. J
\

Nota: A regra de inferéncia resolug¢do unitdria nao se aplica na logica trivalente de Luka-

siewicz, posto que se pV q e =q sao diferentes de zero, entao nao é possivel concluir que p

é diferente de zero. Use os valores de p =0 e ¢ = 1/2 para verificar isto.

Nota: A regra de inferéncia modus tollens também nao se aplica na logica trivalente para
o conectivo - como definido na tabela 2.3. Se p=1e ¢=1/2, entdo p > q=1/2, ~q=1/2
e -p = 0. Ela também nao se aplica se a definicao do conectivo — é a da tabela 2.4. Se
p=leq=1/2,p—>q=1/2e-p=0. Contudo, a regra de inferéncia modus tollens se aplica

se a definicado do conectivo — é o da tabela 2.5. Em todos os casos onde p - ¢ € —~q sao

diferentes de zero, —p é diferente de zero.

A regra de inferéncia resolu¢ao também se aplica na logica trivalente de Lukasiewicz.

Se p — q e ¢ — r sao diferentes de zero, entdo p — r também é diferente de zero. Isto pode
ser verificado pelo exame da tabela verdade para as trés variaveis p, g e r e as trés diferente

definigoes do conectivo —-.

A definicdo de raciocinio formal na logica trivalente de Lukasiewicz é similar as defini¢es das

regras de inferéncia.
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Definigao 2.8.2. Faca T = {ay,as,...,a;} representar um conjunto de fbfs na logica trivalente
de Lukasiewicz. Uma fbf p € dita ser uma consequéncia de I' se sempre for o caso que todos

os elementos de I sao diferentes de zero, entao p também € diferente de zero.

A notagao para uma consequéncia na logica trivalente é a mesma que a da logica classica.

ai,ag,...,agkE=p

2.9 Tautologias e Contradicoes na Légica Trivalente de Lukasi-

ewicz

A definicao de tautologias e contradi¢oes na logica trivalente é a natural.

Definicao 2.9.1. Uma proposi¢do p em ldgica trivalente é uma tautologia se ela tem o valor
1(T) para todos os valores das varidveis em p. Ela é uma contradi¢ao se ela tem o valor 0(F)

para todos os valores das varidveis.

Tautologias e contradigoes s@o muito menos comuns em logica trivalente e isto é facil de ver a

partir do seguinte teorema.

Teorema 2.9.1. Nenhuma expressao em uma ldgica trivalente pode ser uma tautologia (con-

tradi¢ao) se ela também nao € uma tautologia (contradi¢ao) na légica cldssica.

/

Demonstragao. Posto que a logica trivalente restrita aos valores de 1(7") e 0(F') ¢ a logica

classica, se uma expressao é verdadeira para todos os valores das trés varidveis, ela dever

também ser verdadeira para as variaveis sendo zero e um. O

-

Nota: Posto que p = p, p <> g e pVv —=p sao tautologias na logica cléssica mas nao na logica
trivalente de Lukasiewicz, existem “menos” tautologias na logica trivalente de Lukasiewicz.

Dado que pv 1 é sempre 1 e p A0 é sempre zero, tautologias e contradigoes existem na

logica trivalente de Lukasiewicz. As outras logicas trivalentes tem propriedades similares.

Dependendo das circunstancias, poderemos estar interessados nos valores das expressoes que

estdo acima de um certo valor ao invés de precisamente um.

Definicao 2.9.2. A expressio p na ldgica trivalente de Lukasiewicz € dita ser uma meia

tautologia se ela tem um valor maior ou igual a 1/2 para todos os valores das varidveis em p.

Estas tautologias existem, dado que as fbfs pv -p, p - p e p < p todas tem valores que sao

maiores ou igual a 1/2 para todos os valores de p.






Capitulo 3

Loégica Fuzzy

3.1 Definicao dos Conectivos Basicos da Loégica Fuzzy

No final dos anos 60, Lofti A. Zadeh, um professor do Departamento de EE/CS na Universi-
dade da Califérnia em Berkeley, formulou uma expansao das logicas classica e multivalorada
conhecida como légica fuzzy. O esquema usa a mesma ideia basica da probabilidade de
ocorréncia de um evento, o qual é um nimero entre 1.0 (certo de ocorrer) e 0.0 (certo de nao
ocorrer). Esta gradagao de valores é aplicada a logica, criando graus de verdade. A logica
fuzzy foi originalmente desenvolvida para ser aplicada em problemas de representacao de co-
nhecimento, sendo um sistema mais intuitivo para descrever eventos antes que eles acontecam.
Por exemplo, depois de amanha seremos capazes de aplicar o valor de T ou F para a expressao
“Nevara amanha”. Contudo, hoje nos néo temos tal certeza, mas baseado na experiéncia e no

conhecimento de padroes de tempo é possivel dizer, “Existe 80% de chance que nevara amanha”.

A logica fuzzy permite que valores entre 0.0 e 1.0 sejam aplicados as variaveis. Se o valor é
0.0, entao a variavel é considerada falsa, se o valor é 1.0, ela é considerada verdadeira. Para
valores intermediarios, tais como x — 0.67, nés usamos uma expressao como: Existe 67% de

chance que x seja verdadeiro (Em aproximadamente dois ter¢os do tempo x é verdadeiro).

A logica fuzzy descreve mais acuradamente o mundo em que vivemos. Frases como provével,
nao provavel, provavelmente, improvavel, a maioria, poucos, usualmente e aproximadamente,
sao muito mais comuns do que os absolutos verdadeiro e falso.

As operagoes logicas basicas de CS = {A, v, =} tém defini¢oes simples em logica fuzzy.

x Ay = o menor dos valores de x e y.

x Vy = o maior dos valores de x e ¥.

-r=1.0-=x.

Exemplo: Se £ =0.45¢e y=0.84, entdao x Ay =0.45, x vy =0.84 e -x = 1.0 - 0.45 = 0.55.

Deve estar claro que se os valores das varidveis sao restritos a 1.0 e 0.0, os conectivos fuzzy
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comportam-se do mesmo modo que os operadores cléssicos, com 1.0 sendo equivalente a T e
0.0 sendo a equivalente a F. Se as restri¢oes sao as trés possibilidades 1.0, 0.0 e 0.5, entdo o

comportamento é o da légica trivalente de Lukasiewicz.

Note as similaridades em como os conectivos v e A sdo definidos em logica fuzzy com as defi-

nigoes em logica trivalente.

A lo6gica fuzzy tem encontrado uso em muitas areas, tais como sistemas de controle, sistemas
especialistas, maquinas de inferéncia e inteligéncia artificial. Muitos dispositivos, tais como
automoveis, eletrodomésticos, elevadores, trens e brinquedos, contém dispositivos embarcados

que aplicam as propriedades da logica fuzzy para definir suas regras de comportamento.

Muitas das expressdes que sao verdadeiras em légica trivalente também sao verdadeiras em

logica fuzzy.

Teorema 3.1.1. Se A € uma varidvel em uma ldgica fuzzy, entdo as formulas sequintes sao

satisfeitas:
i) An1l=A.
ii) An0=0.
i) Av1=1.
iv) Av0=A.
v) -—~A=A.
/ Demonstracdo. As provas todas se fiam nas definigbes dos conectivos. \

i) Visto que AA1l=min{A,1} e A<1, o resultado ¢ imediato.
ii) Visto que AA0=min{A, 0} ¢ A >0, o resultado ¢ imediato.
iii) Visto que Av 1=max{A, 1} e A<1, o resultado é imediato.
iv) Visto que Av 0 =max{A, 0} e A >0, o resultado é imediato.

!I)—'—'Azl—(l—x):l—1+x::r:A. D/

A logica fuzzy pode ser considerada uma légica infinitamente valorada. Visto que o intervalo

real de zero a um é nao enumerével, o namero de todos os possiveis valores para as variaveis

em logica fuzzy é infinito nao enumeravel.

Teorema 3.1.2. Se A, B e C sao varidveis em ldgica fuzzy:
i) AvB=BvVvA.

ii) ANB=BAA.

iii) Av(BvC)=(AvB)vC.

iww) AN(BAC)=(AAB)AC.

Em outras palavras, v e A sdo comutativos e associativos em logica fuzzy. As provas dos

elementos do teorema sao similares a aquelas do teorema 2.6.2.
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Teorema 3.1.3. Se A e B sao varidveis em logica fuzzy:
i) (Av B)An A=A (Absor¢ao)

ii) (ANB)v A=A (Absor¢ao)

iii) AV(BAC)=(Av B)A(AvC) (Distributividade)
i) An(BvC)=(AAB)Vv(AAC) (Distributividade)

A prova destas expressoes sao similares a aquelas do teorema 2.6.3.

Teorema 3.1.4. Se A e B sao varidveis em ldgica fuzzy:
i) -(AvB)=-AA-B (De Morgan)
ii) ~(AAB)==Av-B (De Morgan)

/Demonstmgdo. \

i) A prova é feita por meio de anélise de casos.

Caso 1: A>B
Entao Av B = A e a negagao no lado esquerdo é 1-A. Postoque A > B,1-A<1-B,

portanto, o minimo no lado direito é 1 — A.

Caso2: B> A

Esta prova ¢é idéntica a aquela do caso 1 com os papéis de A e B intercambiados.
ii) A prova é feita por meio de anélise de casos.

Caso 1: A>B
Entdao AA B =B e a negacao & esquerda é 1 — B. Posto que A>B,1-B>1-A4,

portanto, o méximo no lado direito é 1 — B.

Caso 2: B> A
KEsta prova é idéntica a aquela do caso 1 com os papéis de A e B intercambiados. D/

3.2 OQOutros Conectivos em Légica Fuzzy

Usando as equivaléncias que foram definidas no capitulo sobre légica classica, é possivel cons-
truir conectivos anélogos & implicagao, igualdade logica, ou exclusivo, negacao conjunta e

negagao alternativa na légica fuzzy.

Definigao 3.2.1. Se z e y sao varidveis em logica fuzzy:
i)r—>y=-xVvy=max{l-zy}.

i)z - y=(-xVvy)A(-yvae)=min{maz{l -x,y},maz{l -y, x}}.
iii) x vy = (xA=y) VvV (~zAy) =max{min{z,1 -y}, min{l-z,y}}.
w)xly=-xA-y=min{l-x,1-y}.

v) xly = ~x Vv -y =max{l-z,1-y}.
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Enquanto estas férmulas fornecem um meio de expressar estes conectivos, o valor de algu-
mas delas pode ser questionado. Por exemplo, em logica classica, o conectivo <> simboliza
a igualdade logica e v a desigualdade logica. Quando se lida com variaveis fuzzy, igualdade
de valores seria uma coisa muito rara. Adicionalmente, é for¢oso arguir que min{maz{l —
z,y},max{l—y,xz}} é uma representacao de igualdade e maz{min{z,1-y},min{l-z,y}} é
uma representacao de desigualdade. Portanto, se os conectivos <> e Vv sao definidos em logica

fuzzy, definigoes alternativas geralmente sao usadas.

3.3 Tautologias e Contradicoes em Loégica Fuzzy

Em logica fuzzy, 1.0 é equivalente a verdade e 0.0 é equivalente a falsidade. Enquanto é possivel
ter expressoes que sao avaliadas para estes valores, na maioria dos casos uma expressao que é
avaliada para um valor proximo de 1.0 ou 0.0 poderia ser considerada significante. Executando
uma analise de probabilidades das circunstancias, existem dois diferentes niveis de significancia

que sao globalmente usados.

Definicao 3.3.1. Na andlise probabilistica de eventos, se a probabilidade dos eventos ocorrendo
por acaso € menor do que 0.05, entdo o resultado € dito ser estatisticamente significante.
Se a probabilidade de eventos ocorrendo por acaso é menor do que 0.01, entdo o resultado é

dito ser altamente significante.

Definicao 3.3.2. Se uma expressao fuzzy € sempre avaliada para um valor maior do que 0.95,
entdo a expressao € dita ser uma tautologia significante . Uma expressao fuzzy que sempre €
avaliada para um valor maior do que 0.99 € dita ser uma tautologia altamente significante.
Se uma expressdo sempre € avaliada para um valor menor do que 0.05, entdo ela € dita ser
uma contradi¢cao significante , e se uma expressao € sempre avaliada para ser menor do
que 0.01, entdo ela € dita ser uma contradi¢ao altamente significante. Se uma expressao
sempre € avaliada em 1.0, ela € uma tautologia absoluta , se ela sempre € avaliada para 0.0,

ela € uma contradi¢cao absoluta .

Tautologias absolutas e contradigbes absolutas existem em logica fuzzy, por exemplo, pv1=1

epAn0=0.

3.4 Implementando os conectivos fuzzy em um programa de

computador

E facil implementar os conectivos da logica fuzzy em um programa de computador. O que
segue é uma implementacdo da logica fuzzy na linguagem de programagao Java, uma lingua-
gem orientada a objetos que é amplamente usada para construir grandes programas. Visto
que ela é orientada a objetos, ela é baseada em estruturas conhecidas como classes, assim nés

comegaremos com uma classe fuzzy que representaré as variaveis em logica fuzzy.
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/* This class is the definition of the elements of a fuzzy logic.

Developed by Charles Ashbacher, December 30, 2000. */

public class fuzzy

{

// This is the data value of the class.

private float value;

/* This is the constructor that is called when the new operator is
used to create a fuzzy object. */

public fuzzy(float invalue)

{
/* Do not use the value if it is not within the acceptable range. */
if ((invalue < 0.0) || (invalue > 1.0))
{
System.out.println("The input value is not within
the valid range");
value = 0.0f;
}
else
{
value = invalue;
}
}

// This function allows us to modify the value of the fuzzy object.

public void setvalue(float invalue)

{
/* Do not use the value if it is not within the acceptable range. */
if ((invalue < 0.0) || (invalue > 1.0))
{
System.out.println("The input value is not within
the valid range");
return;
}
value = invalue;
}

// This function allows us to obtain the value of the fuzzy object.
public float getvalue ()
{

return value;

Esta classe pode entao ser usada em um programa que contém funcgoes que computam os va-

lores dos conectivos fuzzy.
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/* This program is designed to implement the basic connectives of fuzzy logic.
It was written by Charles Ashbacher 12/30/2000. */

public class Usingfuzzy
{
// This function performs the fuzzy AND operation.

public static fuzzy fuzzyand(fuzzy f1, fuzzy £2)

{
float x1 = f1.getvalue();
float x2 = f2.getvalue();
float invalue;
if (x1 >= x2)
{
invalue = x2;
}
else
{
invalue = x1;
}
fuzzy f£3 = new fuzzy(invalue);
return £3;
}

// This function performs the fuzzy OR operation.
public static fuzzy fuzzyor (fuzzy f1, fuzzy £2)
{

float x1 = f1.getvalue();

float x2 = f2.getvalue();

float invalue;

if (x1 >= x2)

{
invalue = x1;
}
else
{
invalue = x2;
}
fuzzy £3 = new fuzzy(invalue);

return £3;
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/* Fuzzy implication is defined as maxq{1.0

39

- f1.value, f2.valuel}. x*x/

public static fuzzy fuzzyimplication(fuzzy f1, fuzzy £f2)

{

/* Fuzzy altdenial is defined as max{1.0

public static fuzzy

float
float
float

if (x1
{

invalue

invalue

fuzzy

x1
x2

invalue;

>=

£3

1.0f - fil.getvalue();
f2.getvalue () ;

x2)

return f£3;

x1;

x2;

new fuzzy(invalue);

fi1.value, 1.0

fuzzyaltdenial (fuzzy f1, fuzzy £2)

{
float x1 = 1.0f - f1.getvalue();
float x2 = 1.0f - f2.getvalue();
float invalue;
if (x1 >= x2)
{
invalue = x1;
}
else
{
invalue = x2;
}
fuzzy £3 = new fuzzy(invalue);
return £3;
}
/* Fuzzy joint denial is defined as min{1.0 - fl.value,

public static fuzzy fuzzyjointdenial (fuzzy f1, fuzzy £2)

{

float
float
float

if (x1

invalue

x1
x2

invalue;

>=

1.0f - f1.getvalue();
1.0f - f2.getvalue();

x2){

Xx2;

1.

0

£2.

valuel}. */

£f2.valuel}. */
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else
{
invalue = x1;
}
fuzzy £3 = new fuzzy(invalue);

return £3;

/* Fuzzy logical equivalence is defined as

min{max{1.0 - f1.value, f2.value}, max{fl.value,1.0 - f2.valuel}}.

public static fuzzy fuzzyequivalence (fuzzy f1, fuzzy f£2)

{

float
float
float

float
float

f1\_value = f1.getvalue();
f2\_value = f2.getvalue();
OneMinusf1\_value=1.0f - f1\_value;

OneMinusf2\ _value=1.0f - f2\_value;

invalue, firstentry, secondentry;

if (OneMinusfi\_value >= f2\_value)

{

firstentry = OneMinusfil\_value;

firstentry = f2\_value;

if (OneMinusf2\ _value >= f1\_value)

{
secondentry = OneMinusf2\_value;
}
else
{
secondentry = f1\_value;
}

if (firstentry >= secondentry)

{
invalue = secondentry; \\
}
else
{
invalue = firstentry;
}
fuzzy £3 = new fuzzy(invalue);

return £3;

*/
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/* Fuzzy logical exclusive or is defined as
max{min{1.0 - f1
public static fuzzy

{

float
float
float

float
float

f1\_value
f2\ _value

.V
£

alue, f2.valuel}, min{fl.value,1.0 - f2.valuel}}.

uzzyxor (fuzzy f1, fuzzy £2)

f1.getvalue();
f2.getvalue () ;

OneMinusfi1\_value = 1.0f - fi1\_value;

OneMinusf2\_value = 1.0f - f2\_value;

invalue,

fi

rstentry,secondentry;

if (OneMinusfi1\_value >= f2\_value)

{

firstentry

firstentry

£f2\ _value;

OneMinusfil\_value;

if (OneMinusf2\_value >= f1\_value)

{

secondentry

secondentry

if (firstentry

f1\_value;

OneMinusf2\ _value;

>= secondentry)

{
invalue = firstentry;
}
else
{
invalue = secondentry;
}
fuzzy £3 = new fuzzy(invalue);

return £3;

// This function performs fuzzy negation.

public static fuzzy fuzzynegate (fuzzy f£f1)

{

float

x1 = f1.getvalue();

fuzzy £3 = new fuzzy(1.0f - x1);

return £3;

*/

41
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// This is the function where execution begins. The values passed into the
// fuzzy objects are the values that they will have. All three of the
// functions matching the connectives are used and the output is just
// to demonstrate them in action.
public static void main(String args[ ])
{
fuzzy f1 = new fuzzy(0.65f);

fuzzy f2 = new fuzzy (0.32f);
fuzzy £3;

£f3 = fuzzynegate(£f1l);
System.out.println("The value of £f3 after fuzzy negation is " +
£3.getvalue());

£f3 = fuzzyand(£f1,£2);
System.out.println("The value of f3 after fuzzy ANDing is " +
£3.getvalue());

£f3 = fuzzyor (f1,£2); \\
System.out.println("The value of f3 after fuzzy ORing is " +
£3.getvalue ());

£f3 = fuzzyimplication(f1l,£2);
System.out.println("The value of f3 after fuzzy implication is " +

£3.getvalue());

£f3 = fuzzyequivalence (f1,£2);
System.out.println("The value of f3 after fuzzy equivalence is " +
f3.getvalue ());

£f3 = fuzzyxor (f1, £2);
System.out.println("The value of f3 after fuzzy exclusive OR is " +
£3.getvalue());

£f3 = fuzzyaltdenial (f1, £2);
System.out.println("The value of f3 after fuzzy alternate denial is "
+ f3.getvalue());

£f3 = fuzzyjointdenial (f1, £2);
System.out.println("The value of £f3 after fuzzy joint denial is " +
£3.getvalue());

Quando este programa é executado, a saida é:

The value of f3 after fuzzy negation is 0.35000002
The value of f3 after fuzzy ANDing is 0.32
The value of f£3 after fuzzy ORing is 0.65
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The value of f3 after fuzzy implication is 0.35000002
The value of f3 after fuzzy equivalence is 0.35000002
The value of f3 after fuzzy exclusive OR is 0.65

The value of f3 after fuzzy alternate denial is 0.68

The value of f3 after fuzzy joint denial is 0.35000002

3.5 Regras de Inferéncia em Logica Fuzzy

As regras de inferéncia em logica fuzzy sao similares a aquelas da logica trivalente.

Contudo, existe uma diferenga chave no modo no qual um valor numérico pode ser assinalado

para alguns resultados.
Definicao 3.5.1. Uma regra de inferéncia

P1,D2,---,Pn (¢

€ z-vdlida em [dgica fuzzy se sempre que cada uma das erpressoes pi,p2,....,Pr € MALOT OU
igual a z, a expressao q tem um valor maior ou igual a z. Se a Unica conclusdo € que q € maior

do que zero, entao ela é diferente de zero vdlida.

/Dada a definicao do conectivo — para légica fuzzy, a regra de inferéncia modus ponens\
nao ¢ aplicavel. E possivel para p — ¢ e p serem diferentes de zero enquanto ¢ é zero.
Como foi demonstrado no capitulo 2, que ndo é necessariamente a tultima palavra
em modus ponens, também é possivel definir o conectivo - de modo que ele é =p v g

se p<qe0sep>q. Se esta definicao é usada, entao se p - g e p sdo diferentes de

Qero, segue que ¢ também é diferente de zero. /

Se ela esta propriamente qualificada, a regra de elimina¢do-and também pode ser usada em

logica fuzzy.

[ Dado p1 Ap2 A...Apg =0, entdo p; pode ser inferida para ter um valor > v. ]

A regra de inferéncia introdu¢io-and também tem um significado qualificado em logica fuzzy.

Dado que p1, po, ..., pr sdo todos diferentes de zero ou maiores ou iguais a v, podemos

inferir que p; Apa A ... A pr também é maior ou igual a v.

A regra de inferéncia introdugao-or também tem um significado qualificado em logica fuzzy.

[ Dado p, podemos inferir p v ¢ tendo um valor maior ou igual a p. J
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A regra de inferéncia resolu¢ao unitdria nao se aplica em logica fuzzy.

Dado que se p Vv g e —¢ sao diferentes de zero, entao nao é possivel concluir que p é

diferente de zero. Use os valores de p =0 e g = 1/2 para verificar isto.

A regra de inferéncia modus tollens também néao se aplica na logica fuzzy se o conectivo — é

definido como —p Vv q.

Contudo, se a definicdo é -pv g se p < qe 0 sep > q, entdo, se p > ¢ e ~q sdo

diferentes de zero, entao segue que p também ¢é diferente de zero.

A regra de inferéncia resolucao também se aplica em logica fuzzy.

Se p - q e q — r sao diferentes de zero, entdo p — r também é diferente de zero.

Isto pode ser verificado pelo exame da tabela verdade para as trés variaveis p, g e 7.

A definicdo de raciocinio formal em logica fuzzy é similar as definicGes para as regras de

inferéncia.

Definigao 3.5.2. Fa¢a T = {ay,as,...,a;} representar um conjunto de fbfs em ldgica fuzzy.
Uma fbf p € dita ser uma consequéncia de I' se sempre que todos os elementos de I' sao

diferentes de zero, entdo p também € diferente de zero.

Definigao 3.5.3. Fa¢a T = {ay,as,...,a;} representar um conjunto de fbfs em ldgica fuzzy.
Uma fbf p € dita ser uma consequéncia aumentada de I' se p é uma consequéncia de I' e

o valor de p € maior ou igual a todos os elementos de I.

A notacao para uma consequéncia em logica fuzzy é a mesma da logica classica:
a1,ag,...,a = p.

A notagdo para uma consequéncia aumentada em logica fuzzy é:
a1,ag,...,a B p.

Exemplo: Dadas as regras de inferéncia na logica fuzzy, as seguintes sentencas sao todas

inferéncias validas.

P,q-pAg.
PAGFED.
PAGHETp.
prpVq
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3.6 Lobgica Modal com Variaveis Fuzzy

Loégica modal é uma forma de logica onde as nogoes de necessidade e possibilidade estao inclu-
sas. Uma verdade necesséria é uma que é sempre verdadeira e uma verdade possivel é uma que
pode ser verdadeira. A diferenga é que agora existe a inclusao de diferentes mundos possiveis.
Um mundo é um conjunto de pardmetros descrevendo as circunstéancias das variaveis logicas.
As definigoes dos pardmetros sao chamadas de uma interpretagao. Consequentemente, uma
verdade necessaria é um que é verdadeira para todas as possiveis interpretagoes e uma verdade

contingente é uma que é verdadeira no minimo em uma interpretacao.

Exemplo: Faga o universo de discurso ser os inteiros maiores do que zero. Suponha que

definamos a operagao de “adigdo mais k (+k)” como sendo o conjunto infinito de operagoes
m+kn=m+n+k para m e n inteiros e k > 1.

Em outras palavras, a operagao de adi¢ao mais k é a soma de dois inteiros mais k.

A declaracdo “A adicdo mais k é sempre comutativa’ é um verdade necessaria, posto que

m+kn=m+n+k=n+m+k=n+km para todos os valores de k.

Contudo, a declaragdo “m + k0 = m” é uma verdade contingente, posto que ela somente é

verdade quando k = 0.

Definicao 3.6.1. Se A ¢ uma expressao, entdo LA € lido “A é uma verdade necessdria” e M A

¢ lido “A € uma verdade contingente”.! Claramente, para qualquer expressio A, se LA entdo
MA.

As variaveis em logica fuzzy podem ser assinaladas diferentes valores com base em diferentes

circunstancias, onde os diferentes conjuntos de circunstancias fazem um mundo.

Definicao 3.6.2. Uma estrutura modal em [dgica fuzzy € uma estrutura com as sequintes
caracteristicas:

i) Um conjunto de constantes 0 e 1, onde 0 é sempre 0.0 e 1 ¢ 1.0.

ii) Um conjunto de varidveis V = {x,y,z,...} que pode ter os valores no intervalo [0.0,1.0].
Este conjunto pode ser finito ou infinito.

iii) W = {wl,w2,...} € um conjunto nao vazio de mundos possiveis ou interpretagoes das
varidveis e operadores. Este conjunto também pode ser finito ou infinito.

iv) Um conjunto de fungoes que aceita um elemento de V' (a varidvel) e um elemento de W (o
mundo) e associa um nimero entre 0.0 e 1.0 (inclusive). Esta fungdo associa valores para as
varidveis neste mundo.

v) Um congunto de operadores ldgicos que pode ser usado nas varidveis.

vi) Um conjunto de relagées que aceita um elemento de W e um elemento do conjunto de
operadores logicos e associa uma funcdo que define a interpretacao daquele operador naquele
mundo.

viti) Um conjunto de regras que define o conjunto de fbfs na estrutura modal.

IN. do T.: Simbolicamente, tem-sem OA e ¢A como representacoes para LA e M A, respectivamente.
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Exemplo: A liga maior dos times de basebol nos Estados Unidos esta dividida em duas ligas,
a nacional e a americana. No fim de cada temporada um time de cada liga se junta na série

mundial para decidir o campeonato.

O que segue é uma definigdo de uma estrutura modal em légica fuzzy.

a) O conjunto de varidveis é V = {Cubs, Braves,...,Y ankees}, um para cada liga maior de
basebol. A cada varidvel € associada wm valor que representa a probabilidade que ela aparecerd
na série mundial.

b) O conjunto de operadores logicos é {n,V,=}.
¢) O congunto de fbfs € definido do seguinte modo:
i) Cada elemento de V' ou {0,1} € uma fbf.
ii) Se A e B sao fbfs, entao (A), Av B, ANB e -A sao fbfs.
ii1) Somente expressoes que podem ser formadas usando (i) e (ii) sao fbfs.
d) Existe somente um mundo e ele é o conjunto de times na liga maior de basebol.
e) Se x € um elemento de V', entdo ~x =1-x.
f) Se x e y sao elementos de V, entio x Ay = 0.0 se os times estiao na mesma liga e
x Ay =min{x,y} se x ey sao times em diferentes ligas.
g) Se x ey sao elementos de V, entdo xVy = x +y se os times estdao na mesma liga e

xVy=mazx{x,y} se os times estio em ligas diferentes.

Um exemplo de uma fun¢ao que associa valores as varidveis neste mundo é como segue:

Liga Nacional Liga Americana
Time Valor Time Valor
Cubs 0.06 Yankees 0.16
Braves 0.09 Red Sox 0.10
Expos 0.04 Orioles 0.05
Mets 0.09 Devil Rays 0.02
Marlins 0.03 Blue Jays 0.03
Phillies 0.07 White Sox 0.09
Reds 0.06 Twins 0.06
Pirates 0.05 Indians 0.13
Cardinals 0.09 Tigers 0.02
Astros 0.10 Royals 0.03
Brewers 0.02 Mariners 0.12
DiamondBacks | 0.12 Athletics 0.07
Dodgers 0.05 Angels 0.07
Giants 0.09 Rangers 0.05
Padres 0.06
Rockies 0.04

Onde a soma dos valores é um para cada liga. Isto é consistente com as regras da probabili-

dade, onde evento certo tem probabilidade um.
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3.7 Lobgica Temporal

Claramente, conforme a temporada de basebol progride, as probabilidades associadas aos times
irdo se alterar conforme suas performances. Loégica temporal é uma logica onde os valores
podem mudar conforme o tempo. Alterar a logica modal dada na secgao anterior de modo que
ela seja temporal requer somente uma modificagdo da funcao que associa os valores as variaveis

no mundo.

i) Um conjunto de fungoes que aceita um elemento de V (a varidvel), um elemento de W (o
mundo) e um pardmetro temporal t que associa um nimero entre 0.0 e 1.0 (inclusive). FEsta

funcao associa valores para as varidveis neste mundo.

Para o exemplo anterior, a funcao que associa as probabilidades deve ter um rétulo que lista
o tempo quando as probabilidades s@o assinaladas. Operadores adicionais usados em logica

temporal refletem a passagem do tempo.

Definicao 3.7.1. Faca A ser uma expressao em uma ldgica temporal.
i) FA — A serd verdadeira em algum tempo futuro.

ii) PA — A foi verdadeira em algum tempo passado.

iii) GA — A serd verdadeira em todos os tempos futuros.

iv) HA — A foi sempre verdadeira no passado.






Capitulo 4

Logica Neutrosoéfica

4.1 Definicao da Légica Neutrosoéfica

A Loégica Neutrosofica foi criada por Florentin Smarandache (1995) e é uma extensao/com-
binacgao de logica fuzzy, lo6gica intuicionista, logica paraconsistente e as logicas trivalentes que
usam um valor indeterminado. Em légica neutrosoéfica, de um modo facil, qualquer varidvel

légica x é descrita por uma tripla ordenada

z = (t,1, f)

onde t é o grau de verdade, f é o grau de falsidade e i é o nivel de indeterminacao.

Nota:

A) Para manter consisténcia com as logicas classica e fuzzy, existe o caso especial

onde t+7+ f=1.

B) Para se referir a logica intuicionista, que significa informacgao incompleta sobre

uma variavel, proposicao ou evento, tem-se t +¢ + f < 1.

C) Para se referir a logica paraconsistente, que significa fontes de informagao con-
traditérias a respeito de uma mesma varidvel légica, proposigao ou evento,

tem-se t+i+ f > 1.

Uma definicao alternativa usada por Smarandache é ter os trés valores na tripla
ordenada como inteiros maiores ou iguais a zero e t +i + f < ou = ou > 100. Esta

definigao, é consistente, é claro, com porcentagens. Para nossos propoésitos, o uso

de niimeros reais cuja soma vai até 1.0 é preferivel, dado que isso é mais consistente

com outras logicas.

Uma defini¢io mais geral desenvolvida & posteriori por Smarandache (1999-2002)! é: Faca

T, I, F serem subconjuntos reais standard (padrao) ou non-standard (nao padrao) do intervalo

!Smarandache, Florentin (2007). A Unifying Field in Logics: Neutrosophic Logic. Neutro-
sophy, Neutroosphic Set, Neutrosophic Probability and Statistics - 6th Edition, InfoLearnQuest (Link:
http://fs.unm.edu/eBook-Neutrosophics2.pdf).


http://fs.unm.edu/eBook-Neutrosophics2.pdf
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unitario non-standard ]70, 1%[?, com

supT =t sup,infT =t _inf,
supl =i sup,infl=1i inf,
supF =f sup,infF =f inf,

n_sup=t sup+i_sup+ [ _sup,
n_inf=t inf+i _inf+f inf.

Os conjuntos T, I, F nao sdo necessariamente intervalos, mas podem ser quaisquer subcon-
juntos sub-unitarios reais: discretos ou continuos; simples elementos, finitos ou infinitos (enu-

meraveis ou nao enumeraveis); uniao ou intersec¢ao de varios subconjuntos, etc.

Eles também podem se sobrepor. O subconjuntos reais podem representar os erros relativos

na determinagao de ¢, i, f (neste caso os subconjuntos 7', I, F' sdo reduzidos a pontos).

Estaticamente, T, I, F' sao subconjuntos. Mas dinamicamente, olhando para outra
perspectiva, os componentes T', I, F' sao em cada instancia dependentes de muitos

pardmetros e, portanto, eles podem ser considerados funcgoes vetoriais valoradas de

conjuntos ou mesmo operadores.

Os parametros poder ser: tempo, espago, etc. (alguns dos quais sdo pardmetros escondidos/
desconhecidos): T(t, s, ...), I(t, s, ...), F(t, s, ...), onde t = tempo, s = espago, etc., o que
permite a logica neutrosofica ser usada em fisica quantica. O calculo dindmico neutrosoéfico
pode também ser usado em psicologia e a logica neutrosofica tenta refletir a dindmica de coisas

e ideias.

Por exemplo: A proposicao "Amanha estard chovendo" nao significa uma estrutura de com-
ponentes de valores fixos; esta proposicao pode ser dita 40% verdadeira, 50% indeterminada e
45% falsa no tempo time ¢1; mas no tempo to ela pode ter sido modificada para 50% verdadeira,
49% indeterminada e 30% falsa (de acordo com novas evidéncias, fontes, etc.); e amanha, no
tempo t145, a mesma proposi¢ao pode ser 100% verdadeira, 0% indeterminada e 0% falsa (se
amanha realmente ira chover). Esta é a dindmica: os valores verdade mudam de um tempo

para outro.

Em outro exemplo: o valor verdade de uma proposi¢ao pode mudar de um lugar para outro.
Por exemplo: a proposi¢ao "Esta chovendo" é 0% verdadeira, 0% indeterminada e 100% falsa

em Albuquerque (New Mexico), mas movendo-se para Las Cruces (New Mexico) os valores

2Existem duas notacdes usadas por diferentes autores (F. Smarandache, J. Dezert, Charles T. Le, A. Buller,
J. Allen, M. Khoshnevisan, S. Singh, S. Bhattacharya, F. Liu, Gh. C. Dinulescu-Campina, C. Lucas, C.
Gershenson) para o intervalo unitério nao padrao: |70,1"[ e -~ 0,1" -iI; ambas estdo corretas.
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mudam e podem ser (1, 0, 0).

Também, os valores verdade dependem/mudam com relagao ao observador (subjetividade é
outro parametro das fungdes/operadores T, I, F). Por exemplo: "John is smart" pode ser (.35,
.67, .60) de acordo com seu chefe, mas (.80, .25, .10) de acordo consigo mesmo, ou (.50, .20,

.30) de acordo com sua secretaria, etc.

T, I e F s@o chamados componentes neutrosoficos, representando respectivamente os valores
de verdade, indeterminagao e falsidade referentes a neutrosofia, légica neutrosofica, conjunto

neutrosoéfico, probabilidade neutrosofica, estatistica neutrosofica.

Esta representagao esta proxima do raciocinio da mente humana. Ela caracteriza/pega a im-
precisao no conhecimento ou inexatidées linguisticas percebidas por varios observadores (é por
isto que T, I, F s@ao subconjuntos - ndo necessariamente elementos tnicos), incerteza devida a
conhecimento incompleto ou aquisi¢ao de erros ou aleatoriedade (é por isso que o subconjunto
I existe), e vagueza devida a falta de contorno nitidos ou limites (é por isto que T, I, F sao

subconjuntos e I existe).

Alguém tem de especificar os limites superior (z_sup) e inferior (z_inf) dos subconjuntos por-

que em muitos problemas surge a necessidade de os computar.

Definicao 4.1.1. Légica Neutrosdfica®: Uma ldgica na qual cada proposicio € estimada
ter a porcentagem de verdade em um subconjunto T, a porcentagem de indeterminacao em
um subconjunto I, e a porcentagem de falsidade em um subconjunto F, é chamada Ldgica

Neutrosdfica.

No6s usamos um subconjunto para representar a verdade (ou a indeterminagao e a falsidade) ao
invés de um ntmero somente porque em muitos casos nao somos capazes de determinar exa-
tamente as porcentagens de verdade e de falsidade, mas somente aproximacoes. Por exemplo,
uma proposi¢ao pode ser 30-40% (de trinta a quarenta porcento) verdadeira e ser 60-70% (de
sessenta a setenta porcento) falsa, e ainda pior: ser 30-40% (de trinta a quarenta porcento) ou
45-50% (de quarenta a cinquenta porcento) verdadeira (de acordo com vérios analistas) e ser

60% ou ser 66-70% (de sessenta e seis a setenta porcento) falsa.

Os subconjuntos nao sao necessariamente intervalos, mas quaisquer conjuntos (discretos, con-
tinuos, abertos ou fechados, intervalos semi-abertos ou semi-fechados, intersecgoes ou unides
dos conjuntos anteriores, etc.) em relagdo com a proposi¢ao dada. Um subconjunto poderia

ter um elemento somente em casos especiais desta logica.

Constantes: (T, I, F) valores-verdade, onde T, I, F sao subconjuntos standard (padrao) ou

non-standard (nao padrao) do intervalo nao padrao |70,17[, onde n,f =infT +inf I +inf F

3Também chamada Légica Smarandache - Dictionary of Computing (Dennis Howe, England).
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> 70, e Ngyp = supT + supl + sup F < 3*.
Formulas atémicas: a, b, ¢, ...

Formulas arbitrarias: A, B, C, ...

“A logica neutrosofica é um quadro formal tentando mensurar a verdade, indetermi-

nacao e falsidade”. (F. Smarandache)

A hipotese de Smarandache é que nenhuma teoria é livre de paradoxos, porque impre-
cis@o na linguagem, expressao metaforica, varios niveis ou meta-niveis de entendimento (ou

interpretagao) podem se sobrepor.

A vantagem de usar logica neutrosofica é que esta logica distingue entre verdade relativa, que
é uma verdade somente em um ou poucos mundos, denotada por 1, e verdade absoluta, que
¢ uma verdade em todos os mundos, denotada por 1*. E similarmente, l6gica neutrosofica

distingue entre falsidade relativa, denotada por 0, e falsidade absoluta, denotada por ~0.

Em logica neutrosoéfica a soma dos componentes nao é necessariamente 1, como nas
logicas classica e fuzzy, mas qualquer ntiimero entre ~0 e 3", e isto permite & logica
neutrosoéfica a capacidade de lidar com paradoxos, proposi¢oes que sao verdadeiras e

falsas ao mesmo tempo: assim NL(pqradoro) = (1,1,1); a logica fuzzy nao pode fazer

isto porque a soma dos componentes deve ser 1.

Observagoes: Neste livro estudaremos somente o caso especial onde os componentes T, I,
F sao subconjuntos reduzidos a um elemento cada, respectivamente ¢, ¢ e f; também serd
ignorada a distingao entre verdade/falsidade/indeterminagao relativa e absoluta. Este caso é
entao dividido em trés subcasos:

a) Quando a soma dos componentes é ¢t +1i+ f = 1 (logicas cléassica e fuzzy);

b) Quando a soma dos componentes é t+i+ f <1 (l6gica intuicionista);

¢) Quando a soma dos componentes é t +i+ f > 1 (l6gica paraconsistente).

Definigao 4.1.2. Um elemento de uma Ldégica Intuicionista Neutrosdfica (INL - Intui-
tionistic Neutrosophic Logic) é uma quddrupla (t,i, f,u) onde t+i+ f+u=1.0 eu>0.0,t ¢
o grau de verdade, i o valor de indeterminacdo, f o grau de falsidade e u € o grau para o qual

as circunstancias sao desconhecidas.

Definigao 4.1.3. Um elemento de uma Légica Paraconsistente Neutrosdfica (PNL -

Paraconsistent Neutrosophic Logic) € uma tripla (t,i, f) onde t+i+ f > 1.0.

Nota: E possivel definir uma forma geral de logica como um conjunto de quadruplas
onde os valores sao permitidos variar sobre grandes faixas. Contudo, para propdsi-

tos de simplificar o raciocinio automatico em légica neutrosofica, as trés defini¢oes

separadas sao usadas.




Capitulo 4. Logica Neutrosofica 53

Em nosso proximo livro dedicado & logica neutroséfica estudaremos também o caso geral
(quando T, I, F sdo subconjuntos em anélise non-standard de |70, 1[), e faremos distingao entre
verdade/falsidade/inderterminagao relativa {1ou0} e absoluta {1*ou~0}, enquando a soma
dos componentes inferior /superior satisfaz as seguinte desigualdade: ~0 <inf T+inf I+inf F <

supT +supl +supF < 3.

Exemplo: Se i é sempre zero e t e f devem ser zero ou um, entdo as variaveis sdo restritas
as formas (1,0,0) e (0,0,1). O comportamento dos conectivos em C'S para estes valores pode

ser definido usando as seguintes tabelas verdade.

p q pAq pVvq -p
(1,0,0) | (1,0,0) | (1,0,0) | (1,0,0) | (0,0,1)
(1,0,0) | (0,0,1) | (0,0,1) | (1,0,0) | (0,0,1)
(0,0,1) | (1,0,0) | (0,0,1) | (1,0,0) | (1,0,0)
(0,0,1) | (0,0,1) | (0,0,1) | (0,0,1) | (1,0,0)

Tabela 4.1: Tabela verdade para os conectivos and, or e not.

Se adotarmos as abreviagoes T = (1,0,0) e F' = (0,0,1), entao esta claro que este modelo é

equivalente & logica cléassica.

Exemplo: Se os valores das variaveis em N L estao restritas a (1,0,0), (0,0,1) e (1/2,0,1/2)
e o comportamento dos conectivos é definido para ser o da logica trivalente de Lukasiewicz,

entao o sistema é isomorfico com a logica trivalente de fukasiewicz.

Exemplo: Se i é sempre zero e t e f tem somente as restrigoes de estar entre zero e um, entao

0s conectivos —, A e vV podem ser definidos do seguinte modo:

_‘(t707f) = (f707t)

(tla 07 fl) A (t2>0) f2) - (min{tlu t2}70)ma‘x{f17 f2})

(t1,0, f1) v (12,0, f2) = (max{t1,t2},0, min{ f1, f2})

Teorema 4.1.1. Se z € uma varidvel em uma logica fuzzy, entdo o mapeamento C : x <
(x,0,1-x) usando os operadores ldgicos definidos no exemplo anterior é um isomorfismo entre

a ldgica fuzzy e uma subclasse de ldgica neutrosdfica onde i € sempre zero e os trés elementos

somam 1.

/Demonstmgdo. \

Se x e y sao variaveis em uma logica fuzzy, entao eles podem ser mapeados para

(z,0,1-2) e (y,0,1-1y), respectivamente.

C(-z) =C(l-2) = (1-2,02) e -C(x) = =(2,0,1 —2) = (1 —x,0,z), logo
C(-x) =-C(x).

\_ /
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/C'(:U Ay) = C(min{z,y}) = (min{z,y},0,1 — min{x,y}).
C(x)AC(y) =(2,0,1-2) A (y,0,1 -—y) = (min{z,y},0,max{l - z,1 - y}).

Dado que 1 = min{z,y} + max{1 - z,1 -y} = min{z,y} + (1 - min{z,y}), entao:
max{l-z,1 -y} =(1-min{z,y}) e C(x ry) =C(z) AC(y).

C(zvy)=C(max{z,y}) = (max{z,y},0,1 — max{z,y})
C(x)vC(y) =(x,0,1-2) Vv (y,0,1-y) = (max{z,y},0, min{z,y})

segue que: 1 -max{x,y} =min{z,y} e C(zvy)=C(x)vC(y).

Consequentemente, o mapeamento C' é um homomorfismo.

KPortanto, C é um mapeamento de um para um e é um isomorfismo.

~

Mais uma vez, dado que 1 = max{z,y} + (1 - max{x,y}) = max{z,y} + min{z,y},

Se (z,0,1 -xz) = (x1,0,1 — z1), entdo pela definigao de tripla ordenada, x = x;.

DJ

Dos exemplos anteriores, deve estar claro que a logica neutrosodfica é uma generalizacao das

logicas classica, trivalente e fuzzy. A progressao destas logicas é resumida na Figura 4.1.

Laogica Neutrosofica
Smarandache

Logica Trivalente
Lukasiewicz

Logica Cldssica
Aristoteles

Figura 4.1: Relagao entre as logicas neutrosdfica, fuzzy, trivalente e classica.

De fato, a légica neutroséfica pode ser considerada uma representagao mais acurada do mundo

em que estamos. Poucas coisas sao absolutas. Na verdade, a matematica é uma das poucas

areas onde alguma coisa é conhecida com certeza. A entrada indeterminada permite reconhe-

cer que os valores dados para as entradas verdadeiro e falso sejam comumente ndo conhecidas

com certeza.

Existem outras defini¢oes similares de varidveis em N L que podem representar mais precisa-

mente circunstancias mais especializadas. Considere a tomada de uma amostragem estatistica

tal como a pesquisa de opinido publica onde duas opinides sdao possiveis.

Como uma con-

sequéncia das leis da estatistica, tais pesquisas tem erros de amostragem. O resultado de tais
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amostras sao geralmente apresentados na forma: x% primeira resposta, y% segunda resposta,

com uma margem de erro de +k%.

Geralmente, x +y = 100. O que isto significa é que a primeira resposta poderia ser tao alta
quanto x+k%, ao passo que a segunda resposta teria o valor correspondente de y — k%, ou que

a primeira resposta poderia ser tao baixa quanto x — k% com a segunda sendo y + k%.

Exemplo: Um grupo de pessoas é consultado em relagao as suas preferéncia para o candidato
A versus o candidato B. Suponha que as respostas sao 55% favoravel ao candidato A e 45% ao
candidato B, e que a pesquisa tenha um erro de mais ou menos 5%. Isto significa que os reais

valores sao algo entre 60% e 50% para A e entre 40% e 50% para B.

Tais situagoes podem ser manipuladas com a seguinte modificagdo da definigdo dos itens em
uma N L.

Definigao 4.1.4. Uma Ldgica Neutrosdfica onde a indeterminag¢io € uma margem de erro
(NLE) é uma tripla (t,i,f) onde t+ f = 1.0, i <min{t, f}, t+i < 1.0 e f+i < 1.0. Isto é
interpretado para significar que os valores para a verdade podem estar na faiza [t — i, t + if
e os valores para a falsidade devem estar em [f + i, f —i]. As limitacoes sobre os valores sao
necessdrios de modo que nao existe probabilidade que seja menor do que zero ou maior do que

um.

Assim alguém pode obter t +i+ f > 1.

Exemplo: Se uma pesquisa ¢ feita e os resultados sao que 45% das pessoas pesquisadas
aprovam o trabalho que o presidente esta fazendo com um erro de mais ou menos 5%, a ex-
pressao NLE correspondente seria (.45, .05, .55), o que significa que esta pesquisa indica que o

percentual atual de pessoas com um indice de aprovacao favorédvel é algo na faixa de 0.40 a 0.50.

Se os valores das varidveis podem mudar de acordo com as circunstancias, entao as triplas de
N L podem ser usadas para representar circunstancias adicionais. Por exemplo, se nos estamos
dando uma expressdao da forma x > 0, entdo ndo é possivel assinalar a ela um valor verdade

por causa do valor desconhecido de .

Contudo, o valor (0,1,0) pode ser assinalado em N L, dado que o valor de verdade é completa-
mente indeterminado. Contudo, uma vez que seja assinalado um valor a x, entao o valor sera
(1,0,0) ou (0,0,1). Adicionalmente, se conhecemos algo sobre o conjunto universo de possiveis
valores para x, entao os valores podem ser assinalados para t e f. Por exemplo, se o conjunto
de discurso é o conjunto de todos os nimeros reais e a escolha de z é feita aleatoriamente,
podemos arguir que o valor é (0.50,0.0,0.50). Isto poderia ser interpretado que as chances sao

meio a meio.

Esta situagao ocorre em ciéncia da computagao. Se uma variavel é declarada sem ter um valor

assinalado (por exemplo: int m), entdo o conteiido da variavel é considerado lixo, significando



56 4.2. Conectivos Logicos em Logica Neutrosofica

que o valor é apenas o que foi deixado da operacoes anteriores. O atual status da variavel

poderia ser descrito pelo valor (0.0,1.0,0.0).

Em mecéanica quéntica é possivel para particulas, tais como elétrons, possuir um entre dois
possiveis estados, “up” e “down”. Os estados estao colocados entre aspas porque a propriedade
de spin de um elétron é diferente daquela estamos familiarizados. Contudo, até o spin do
elétron ser examinado, ele esta no estado de incerteza, sendo considerado 1/2 up e 1/2 down
ou indeterminado. Se usarmos a interpretacdo meio a meio, entdo a representacao N L seria
(1/2,0,1/2). Contudo, se o considerarmos indeterminado, entdo a representacdo N L seria
(0,1,0). Uma vez que o estado do spin seja examinado, entdo a representagao seria (1, 0, 0)

ou (0, 0, 1), onde um é mapeado para um spin “up”’ e outro para um spin “down”.

4.2 Conectivos Loégicos em Légica Neutrosofica

Definigao 4.2.1. Faga (t1,i1, f1) e (t2,i2, f2) serem elementos de NL onde a soma dos ele-

mentos da tripla é 1.0. Os conectivos l6gicos {—,A,V} podem ser definidos do seguinte modo:

~(t1, 01, f1) = (f1,41, 1)
(t1,i1, f1) A (t2,i2, f2) = (t = min{ty, ta},i =1 - (t+ f), f = max{ fi, fo})
(t1,i1, f1) v (t2,i2, f2) = (t = max{ty,ta},i =1~ (t+ f), f = min{ f1, fo})

Visto que existem outros modos de definir os conectivos, nés notaremos este conjunto por N L.

Estas defini¢oes s@o consistentes com nossas nogoes comuns de indeterminacao. Se a um evento
é assinalado um valor indeterminado de i, entdo a negacao nao pode ter um valor indetermi-
nado que é diferente. Se fosse menos indeterminado, entao os valores t e f deveriam ter valores
maiores, e se € mais indeterminado, entdo os valores de t e f seriam menores. A troca dos

valores de t e f é consistente como a negacao é definida em outras estruturas logicas.

Se nos temos duas triplas em N L, entao o valor de t para uma operagdao de conjungao é o
menor dos dois valores de t. O valor de f para uma operacdo de conjungdo é o méaximo dos
dois valores de f. Para a operacao de disjuncao o valor de ¢ é o maximo dos dois valores de ¢

e o valor de f deve ser o minimo dos valores de f.

Esta interpretagao dos conectivos A e v é consistente em como verdadeiro e falso sao inter-
pretados na logica cléssica, logica trivalente de Lukasiewicz e logica fuzzy. O valor falso é

dominante para o conectivo A e o valor verdadeiro é dominante para o conectivo V.

Uma, defini¢ao alternativa dos conectivos Vv, A e -, que usa o valor indeterminado como valor
dominante, é consistente com a dominancia de M (ou valor sem significado) na logica de

Bochvar.
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Defini¢ao 4.2.2. Faga (t1,i1, f1) e (to,i2, f2) serem elementos de NL. Os conectivos ldgicos

{=, A, V} podem ser definidos do sequinte modo:

=(t1,1, f1) = (fr,i1,t0)
(t1,71, f1) A (t2,i2, f2) = (1 = max{iy,i2} — min{1 — max{iy,io}, max{ fi, fo} },
max{i1, iz}, min{1 — max{iy, iz}, max{fi1, fo}})
(t1,i1, f1) v (t2,d2, f2) = (min{1 - max{iy, iz}, max{t1, {2} },

max{iy,i2}, 1 — max{iy,is} — min{l — max{iy,is}, max{ty,t2}})

Em outras palavras, para a conjuncao o valor dominante é o indeterminado, seguido pelo valor
de falsidade. Para a disjuncao, o valor dominante é o indeterminado, seguido pelo valor de

verdade.

Os elementos de N L com estas definigdes dos conectivos sera referido por N Lo.

Definigao 4.2.3. Faga (t1,i1, f1,u1) € (t2,12, fo,u2) serem elementos de INL. Os conectivos

logicos {=,A,V} podem ser definidos do sequinte modo:

=(t1yin, froun) = (fro01, 6, u)
(t1,11, f1,u1) A (to,i2, fo,uz) = (t = min{tq,t2},4 = min{iy, iz},
f=max{fi, fo},u=1-t-i-f)
(t1,i1, fi,u1) V (to,d2, fo,us) = (t = max{t1,t2},i = min{iy, iz},

f=min{f1, fo},u=1-t-i-f)

A definicao de negacgado é consistente com a negacao em outras formas de légica, em que ela
é simplesmente a reversao dos valores dos componentes de verdade e falsidade. Também faz
sentido que os elementos que representam indeterminacao e incerteza nao sejam alterados por

uma negagcao.

Esta defini¢ao também é consistente com a dominagao de verdadeiro e falso em logica cléssica,
na qual falso domina na conjuncao e verdadeiro domina na disjunc¢ao. Com esta defini¢ao os

valores indeterminados sao reduzidos e os valores desconhecidos aumentados.

Os elementos de INL com estas defini¢gdes dos conectivos serao referenciado por IN L.

Definigao 4.2.4. Faga (t1,11, f1,u1) € (t2,12, fo,u2) serem elementos de INL. Os conectivos

l6gicos =, A,V podem ser definidos do sequinte modo:

=(t1,d, fr,un) = (f1yd1, 0, u)
(t1,i1, f1,u1) A (to,do, fo,un) = (t=min{ty,to},i=1—t — f —u, f = max{f1, fo},u = min{ui, us})
(1,1, fr,u1) V (t2,92, f2,u2) = (t = max{ty,ta},i=1~t~ f —u, f =min{ f1, fo}, v = min{us, uz})

Esta definigao também mantém a mesma consisténcia da negagdo com outras formas de logica.
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O valor de verdade ainda é dominante na disjungao e falso também o é na conjungao. Com esta
definigdo os valores desconhecidos tendem a serem reduzidos com o correspondente aumento

no valor indeterminado.

Os elementos de IN L com estas defini¢goes dos conectivos serao referenciados por IN Lo.

Definigao 4.2.5. Faga (t1,i1, f1) e (t2,i2, f2) serem elementos de PN L. Os conectivos ldgicos

{=, A, V} podem ser definidos do seguinte modo:

=(t1,d1, f1) = (fryi1,t1)
(t1,11, f1) A (ta2,i2, f2) = (t = min{ty, ta}, i = max{iy, iz}, f = max{f1, fa})
(t1,71, f1) V (t2,42, f2) = (t = max{ty,t2},i = max{iy, iz}, f = min{f1, f2})

Mais uma vez, a defini¢do de negacao é consistente com a das outras logicas. O principio de
dominacao da falsidade na conjuncao e da verdade na disjuncéao também sao mantidas, com a

diferenca primaria de outras logicas sendo a dominagao simultanea do valor indeterminado.

Os elementos de PN L com estas defini¢oes dos conectivos serdo referenciados por PN L.
Teorema 4.2.1. Se (t1,i1, f1) € (t2,i2, f2) sao elementos em N Ly, entao:

(i) —(t1,i1, f1)

(i) (t1,11, f1) A (2,12, f2)

(idi) (t1,31, f1) v (L2, 12, f2)

também sao elementos em NLq. Portanto, NLy € fechada sob estas defini¢oes das operagoes

logicas.

/Demonstmgdo. \

(i) Se t1 +1i1 + f1 = 1.00, entao f1 +1i; +t; também ¢é 1.00.

(ii) Pela escolha do termo indeterminado, somente é necessario provar que
min{ty,te} + max{fi, fo} < 1. Assuma que (min{ti,to} + max{fi, fo}) > 1. O va-
lores min e max nao podem ser da mesma tripla, pois se assim o fosse, a soma
dos valores na tripla teria um valor maior do que 1.0. Consequentemente, o mi-
nimo vem de uma tripla e o maximo vem de outra. Sem perda de generalidade,
assuma que min{ty,to} = t1 e max{fi, fa} = fo. Visto que t; + fo > 1.00, segue que
to < t1. Contudo, isto contradiz o resultado que t; < t5 e significa que a assungao
(min{ty,t2}+max{ f1, fo}) > 1 é incorreta. Desta feita, (min{ty,to}+max{fi, fo}) <1

Q A é fechada. J
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(iii) Pela escolha do termo indeterminado, somente é necessario provar que

max{t1,te} + min{ fi, fo} <1. A prova é similar aquela de (ii) e é omitida. O

Teorema 4.2.2. Se (t1,i1, f1) € (t2,i2, f2) sao elementos em N Lo, entao:
(i) =(t1,71, f1)
(ii) (t1,i1, f1) A (2,12, f2)

(i) (t1,i1, f1) v (2,92, f2)

também sao elementos em N Lo. Consequentemente, N Lo é fechada sob estas defini¢oes das

operagoes logicas.

[ Demonstracao. Similar a aquela do teorema 77. ] J

Teorema 4.2.3. Se (1,11, f1) e (t2,i2, f2) sao elementos em INLy, INLy e PN Ly, entao:
i) INLy é fechada sob os conectivos {-,A,V}.
it) IN Ly € fechada sob os conectivos {-,A,V}.

iii) PN Ly € fechada sob os conectivos {—, A, V}.

/Demonstmgdo. \

(i) Faga (t1,11, f1,u1) e (t2,12, f2,u2) serem elementos de INLy. Se t1 +i1+ f1+uj =

1.0, entao alterar a ordem nao terd efeito algum. Consequentemente, INL; é
fechada com relagdo a —. Visto que min{ty,te} + min{iy,is} + max{f1, fo} < 1.0,
segue da escolha de u que t +i+ f +u =1.0 e INL; é fechada com relacao a A. Um

argumento similar pode ser usado para verificar que I N L; é fechada com relagao a v.
(i) Faga (t1,i1,f1,u1) e (t2,i2, fo,us) serem elementos de INLy. A prova do
fechamento de — é a mesma de INL;. As provas para o fechamento de A e Vv sdo

similares as de /N L. Simplesmente troque os papéis de i e u.

(iii) Se t1 +1i1 + f1 < 1.0 e to + i2 + fo > 1.0, entdo escolhendo o maximo de duas das

ktrés posigoes deve levar & soma que também é maior ou igual a 1.0. D/

Definigao 4.2.6. Dadas duas expressoes A e B em N L1, usamos A =n1,1 B para significar que
A e B sempre possuem as mesmas triplas de valores para os assinalamentos de seus compo-
nentes comuns. O simbolo (singleton) de igualdade = serd usado para significar que os valores
dos trés elementos das triplas sao iguais. A expressio A =n1, B significard a mesma coisa em

NLQ, bem como =INL,; €m INLl, =INL, €M INLQ € =PNL; €m PNLl.



60 4.2. Conectivos Logicos em Logica Neutrosofica

Teorema 4.2.4.

a) Faga A ser uma expressao em NLj. Entao --A =N, A.

b) Faca A ser uma expressao em NLo. Entdo ——A=np, A.

¢) Faga A ser uma expressao em INL;y. Entao --A =rnr, A.

d) Faca A ser uma expressao em IN L. Entdo ——A =rnr1, A.

e) Fagca A ser uma expressao em PNL;. Entao -—~A=pnp, A.

Demonstracao. Pelas defini¢ées, em todos os casos o operador - intercambia os va-
lores de t e f. Consequentemente, intercambia-los duas vezes traz de volta os valores

originais. ]

Teorema 4.2.5. Se A e B sao expressoes em N L1, entio:
@) AN B:NLlB AA.
ii) Av B:NLlB v A.

Em outras palavras, A e v s&@o comutativas.

/Demonstmgdo. Faga A = (t1,41, f1) e B = (t2,12, f2). \

i) (t1,01, f1) A (t2, 02, f2) =

= (min{ty,to},1 — (min{ty,t2} + max{f1, fo}), max{f1, fo}) =
= (min{to, t1},1 - (min{tg, t1} + max{ fo, f1}), max{fo, f1}) =
= (t2,d2, f2) A (1,41, 1)

Portanto, A é comutativa.

ii) (1,1, f1) v (t2,i2, f2) =

= (max{ty,t2},1 - (max{t1,t2} + min{f1, fo}), min{ f1, fo}) =
= (max{ta,t1},1 - (max{ta, t1} + min{ fo, f1}), min{fo, f1}) =
= (ta,i2, f2) v (t1,i1, f1)

KConsequentemente, v é comutativa. DJ

Teorema 4.2.6. Se A e B sao expressoes em N Lo, entdo:
7,) A/\B=NL2 BAA.
Zl) AA\/B:NL2 BV A.

Em outras palavras, A e v sdo comutativas em N Lo.

[ Demonstracao. Similar ao do teorema 4.2.5. ] J

Teorema 4.2.7. Se A e B sao expressoes em INLy, INLy ou PN Ly, entdo:
i)A/\BZ]NL1 BAaA.
ll) AvB =INL; Bv A.
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iii) ANB=1n1, BAA.
i) Av B =N, BV A.
v) ANB =pnp, BAA.
vi) AV B =pnr, BV A.

Em outras palavras, A e v sdo comutativas em NLy, NLy e PNLq.

Demonstra¢ao. Dado que max{x,y} = max{y,z} e min{z,y} = min{y, x} para todo

x e y, os resultados decorrem diretamente das defini¢bes dos operadores. O

Teorema 4.2.8. Se A, B e C sao expressoes em N Ly, entdo:
i) (ANB)AC =np, AN (BAC).
ii) (AVB)VC=NL1 AV(BVC).

/Demonstmg:do. Faga A = (11,11, f1), B = (t2,42, f2) e C = (t3,13, f3). \

Dt d1, f1) A (F2,42, f2)] A (Es, 48, f3) =
= [(min{t1, 22}, 1 - (min{t1, t2} + max{ti,t2}), max{t1, t2}] A (t3,13, f3) =
= (min{min{t,t2},t3},1 — (min{min{t;,t2},¢3}
+ max{max{ty,ta},t3}), max{max{t1,ta},t3}) =
= (min{ty, min{tz, t3}},1 - (min{t,, min{ts, t3}}
+max{t1, max{ts, t3}}), max{t;, max{ts,t3}}) =

= (t1,11, f1) A [(t2, 92, f2) A (t3,143, f3)]

Consequentemente, o conectivo A é associativo.

\11) A prova que Vv é associativo é similar e nao sera feita. Dj
Corolario: Se {A1, Ay, As, ..., Ay} € um conjunto de elementos em NLy, entao Ay Vv Ay v

Az V...V A, =(t,i, f), onde t = max{ty,to,t3,...,.tn} € f=min{fi, fo, f3,.- -\ fu}-

/ Demonstragao. Usando os resultados do teorema 4.2.8, podemos associar de\
qualquer modo que desejarmos sem mudar o valor. Consequentemente, associa-

remos tudo a esquerda. Em outras palavras, escreveremos expressoes na forma:

(..., (A1 vA) VA3 V... )VA,).

A prova serd por inducao sobre k > 3.

\_ /




62 4.2. Conectivos Logicos em Logica Neutrosofica

Gase: k=3. \

((A1 \% AQ) \% A3) = (t,i, f)

onde t = max{max{ty,t2},t3} = max{ty,t2,t3} e f = min{min{fi, fo}, f3} = min{ f1,
f27f3}'

Passo indutivo: Assuma que para k > 3
(...(A1VA2)VA3)V...)VAk) = (t,i,f)

onde t = ma'X{tlat27t3a"'7tk} € f = min{flaf%f?n"'afk‘}'

Entao, por definigdo: (...(A1 Vv A2) Vv A3) v ...) Vv Ag) Vv Ar1) = (ts,is, fs), onde
ts = max{t,tk+1} = max{max{tl,tg, e 7tk}atk+1} = max{tl,tg, e ,tk,tlﬁl} (§]

fs = min{fv fk:+1} = min{min{flaf2>" -afk}afk:+1} = min{flana' . '7fk7fk+1}~

Consequentemente, pelo principio de indugao matemaética, a féormula é verdadeira
Qara todo n. DJ

Corolario: Se {Ai1,As, As, ..., Ap} € um conjunto de elementos em NLy, entao Ay A Ay A
Asn...NAy = (L1, f), onde t = min{ty,ta,t3,...,tn} € f =max{f1, fo, f3,.--, fn}

[ Demonstracao. Similar a aquela do corolario anterior e nao sera feita. ] J

Teorema 4.2.9. Se A, B e C sao expressoes em N Lo, entdo:

i) (AAB)AC=x1, AA(BAC).
ZZ) (AVB)VC=NL2AV(BVC).

Gemonstmgdo. \

Faca A = (t1,i1, f1), B = (t2,i2, f2) e C = (13,13, f3).

i) Claramente, max{max{ii,is2},i3} = max{i;, max{is,i3}}, assim o termo do meio
serd o mesmo em ambos os lados. Consequentemente, se os valores dos terceiros

termos podem ser provados ser iguais, a prova esté completa.

No lado esquerdo, o valor da terceira entrada de AA B é

min{1 - max{iy, 2}, max{ f1, fo} }, portanto, a terceira entrada de (AA B)AC é

Qﬁn{l - max{iy,ig, i3}, max{min{1 - max{iy, io }, max{ f1, fo}}, f3}}. J
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/No lado direito, a terceira entrada de B A C' é min{l — max{ig,ig},max{fz,fg}},\
portanto, a terceira entrada A A (B A C) é min{l — max{iy,i2,i3}, max{min{l —

max{iz, i3}, max{ fa, f3}}, f1}}.

Se o menor valor de cada expressao é 1 — max{iy,i2,4i3}, entdo os valores sao os
mesmos. Consequentemente, assuma que o valor de uma das terceiras entradas nao
¢ 1 —max{iy,i2,i3}, 0 que significa que ela é f1, fa, ou f3, dado que o minimo de

1 —max{il,ig,ig} el —max{ig,ig} é1 —maX{il,ig,ig}.

Caso 1: Assuma que f; = min{1 - max{4iy, 42,3}, max{min{1 — max{iy,i2},

max{ f1, f2} }, 3}

Isto significa que f1 > fo, f1 < 1 - max{ij,io}, f1 > f3 e fi < 1 - max{iy,io,i3}.
Com estas restrigoes, fi é maior ou igual a qualquer valor que emerge de min{l —

max{iz2, i3}, max{ f2, f3}}, assim fi; = max{min{l — max{is, i3}, max{ fo, f3}}, f1}-

Visto que f1 < 1-max{iy,i2,i3}, 0 terceiro termo a direita também deve ser f.

Caso 2: Assuma que fy = min{1 - max{4iy, 42,3}, max{min{1 — max{iy, 2},

max{ f1, fo}}, f3}.

Isto significa que fo > fi, fo < 1 - max{iy,iz}, fo > f3 e fo < 1 - max{iy,is,i3}.
Com estas restrigoes, fo = min{l — max{io, i3}, max{fa, f3}}, fo = max{fs, f1} e
fo = min{1 — max{iy,is,i3}, fo}. Consequentemente, o valor do terceiro termo no

lado direito também é fs.

As provas dos casos remanescentes sao todas similares e serdo omitidas. Consequen-

temente, a conjuncgao é associativa em N Lo.

ii) As provas para a associatividade da disjungao s@o similares, o teste somente é

Kfeito no primeiro termo da tripla ao invés de ser no terceiro. D/

Corolario: Se Aq, Ag, As, ..., A, é um conjunto de elementos em N Lo, entdao
Ay NAg N A A NAy = (L0, f),
onde i = max{iy,i2,13,...,in} € f =min{l — max{iq, 2,43, ...,9n }, max{ f1, fo, f3,-- -, fnu}}-

Corolario: Se {A;, Ag, As,..., Ay} é um conjunto em N Lo, entdo Ay v Agv Azv...V A, =

(t,i, f), onde i = max{i1,i2,i3,...,ip} € t = min{1l — i, max{t1,ta,t3, ..., tn}}.

Os quatro corolarios antecedentes permitem a definicdo dos quantificadores universal e exis-
tencial em NLi e NLs.
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Definicao 4.2.7. Faca
N (tisii, fi)

iU
ser uma conjuncao de todos os valores no conjunto universo de uma implementacao de N L.
Se tmin = {t1, - s tky- .-} € fmax = {f1,---s [ks--.}, entao o valor do quantificador universal em
NLy é
(tmin, 1 = (tmin + fmax), fmax)-

Se os valores de tyin, ou fiax estdao dentro de certos valores, podemos definir o quantificador
universal para NL; como aquele onde todos os valores da expressao sao maiores ou menores

do que um valor especifico. Na maioria dos casos, qualificacoes sao colocados nos resultados.

Exemplo: Se N Ly é uma implementagao da Logica Neutrosofica onde os conectivos sao defi-
nidos como os da N L e o valor indeterminado dos elementos de N Lx nunca é maior do que

0.10, entao a declaragao universal
Vexe NLg(x Vv -x)

deveria ter um valor verdade de no minimo 0.45.

Definigao 4.2.8. Faca
V (tiii, fi)
U

ser a disjunc¢ao de todos os valores do conjunto universo de uma implementacao de NLy. Se

tmax = max{tl,. . .,tk,.. } € fmin = min{fl,.. -;fk;- }

entdo o valor do quantificador existencial em N Ly € dado por

(tmaxa 1- (tmax + fmzn)a fmm)

Definigao 4.2.9. Faca
N\ (tiii, fi)

iU

ser a conjuncao de todos os valores do conjunto universo de uma implementacao de N La. Se

Imax = MAX{41, ..., 0k, ...} € fmax =max{f1,..., fk,---}s

entdo o valor do quantificador universal em N Lo €

(1 - (Z + f)az = imax, f = mln{l - imaz,fmaa:})'

Definicao 4.2.10. Fuca
V (ti,is, fi)

iU

ser a disjuncao de todos os valores no conjunto universo de uma implementacao de NLy. Se
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tmax = max{ty,...,tg, ...} € imax = max{iq,...,ig,...},

entao o valor do quantificador existencial em N Lo € dado por
(t = min{1 — imax, tmax }+ 7 = imax, f = 1 — (t +17)).

Teorema 4.2.10. Se A, B e C sao elementos em INL1, INLs ou PN Ly, entdo

i) (ANB)AC =iy, AN(BAC).

ii) (AvB)vC=inr, Av(BVC).
iii) (ANB)ANC =inp, AN(BAC).
i) (AvB)vC =N, AV (BvVvC(C).
v) (ANB)ANC =pnL, AN(BAC).
vi) (AvB)vC =pnp, AV (Bv(C).

Demonstragao. Visto que min{min{z,y},2} = min{z,min{y,z}} e max{max{z,
y},z} = max{z, max{y,z}} para todos os numeros z, y e z, todos os resultados

seguem diretamente das defini¢goes dos operadores. ]

Corolario: Se {A1, Ag, As,..., A,} é o conjunto de elementos em I N L, entdo
AT NAgNAs Ao AN AL = (L1, f,u)

onde t = max{ty,...,tn}, i =min{iy,...,in}, f=min{f1,...,fu} eu=1-t—i-f.

Corolario: Se {Aj, Ag, As,..., Ay} é o conjunto de elementos em I N Ly, entao
Ay v AyvAsv...v A, =(ti, f,u)

onde t = max{ty,...,t,}, i =min{iy,..., iy}, f=min{f1,..., fneu=1-t—-i-f.

Corolario: Se {A;, As, As,..., An} é o conjunto de elementos em I N Lo, entao
AL NAgNAs Ao N Ay = (L3, f,u)

onde t =min{ty, ..., t,}, f=max{fi,...,fn}, u=min{uy,...,upt ei=1-t—f—u.

Corolario: Se {A1, Ag, As,..., A,} é o conjunto de elementos em I N Ly, entao
A1 VvAsv Asv...Vv A, =(t,i, f,u)

onde t = max{ty,...,tn}, f=min{f1,..., fn}, u=min{uy,...,uy} ei=1-t- f —u.



66 4.2. Conectivos Logicos em Logica Neutrosofica

Corolario: Se {A1, A, As,..., Ay} é um conjunto de elementos em PN Lq, entao
AL NAgNAsA . ANAL = (L0, f)

onde t =min{ty,...,t,}, i = max{iy,...,in} € f =max{f1,..., fn}

Corolario: Se {Aj, As, As,..., Ay} é um conjunto de elementos em PN Ly, entao
Ay v Ay v Asv...v A, = (i, f)

onde t = max{ty,...,t,}, i = max{iy,...,in} e f=min{f1,..., fu}.

Cada um destes seis corolarios podem ser provados por indug¢ao no ntimero de elementos na

conjuncao ou disjuncao.

Armado destes corolarios, é possivel definir os quantificadores universal e existencial para
INLy,INLys e PNL;.

Definicao 4.2.11. Fuca
N (tiyii, fi)

U
ser a conjuncao de todos os wvalores no conjunto universal de uma implementacio de IN L.

Se

tin = min{tq, ..., tk, ...}y imin = min{iy, ... ik, ...} € finax = max{fi,..., fr,...}

entdo o valor do quantificador universal em INLy €

(tmim iminy fmaxa u=1- tmin — imin - fmax)'
Definicao 4.2.12. Fuca
I\ (ti,ii, fi, ui)
U
ser uma conjung¢ao de todos os valores no conjunto universo de uma tmplementacdo de IN Lo.
Se

tmin = min{t1, ... gy ..}, fmax = max{f1,..., fk,--.} € Umin = min{uy, ..., ug,...}
entdo o valor do quantificador universal em

NLy

SN

(tmina 1 - tmin — fmax — Umin, fmaX7 umin)-
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Definicao 4.2.13. Faca
I\ (ti, i, fi)

U
ser uma conjuncao de todos os valores no conjunto universo de uma implementacao de PN L.
Se

tmin = min{tl, e ,tk, .. .}, imax = max{il, e ,ik, .. } e fmax = max{fl, e ,fk, .. }
entdo o valor do quantificador universal em PNL, é
(tmim imax: fmax)

Definicao 4.2.14. Faca
\ (ti, i, fi,ui)

U
ser uma disjuncao de todos os valores no conjunto universo de uma implementagcao de IN L.
Se

tmax = max{tl, oo ,tk, .o -},imin = min{il, oo ,ik, . } (& fmin = min{fl, ooy fk: .. }
entdo o valor do quantificador existencial em INLi €
(tmaXa imina fmin’u =1- 7fmax - imin - fmin)-
Definigao 4.2.15. Faca

\ (ti, i, fi,wi)

U
ser uma disjuncao de todos os valores no conjunto universo de uma implementagcao de IN Lo.

Se
tmax = max{ti,...,tg, ...}, fmin = min{ f1, ..., fi, ...} € Umin = min{uy, ..., ug,...}
entdo o valor do quantificador existencial em IN Ly €
(tmax;> 1 = tmax = fmin — Umin; fmin, Ymin)-
Definigao 4.2.16. Faca

\ (ti, i, fi)

1elU
ser uma disjuncao de todos os valores no conjunto universo de uma implementacao de PN L.
Se
tmax = max{tl, v ,tk, . -}aimax = max{il, ‘e ,ik, . } (& fmin = min{fl, N 7fk> . }

entdo o valor do quantificador existencial em PNLi €

(tmaxa imax; fmin)-
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4.3 Propriedades Algébricas das Loégicas Neutrosoficas

Definicao 4.3.1. Um semigrupo € um conjunto S e wma opera¢do bindria o que € fechada

com relagdo a S e associativa em S.

Teorema 4.3.1.

i) O conjunto das triplas (t,i, f) onde t+i+ f = 1.0 com a definicio A de N Ly é um semigrupo.
(i1) O conjunto das triplas (t,i, ) onde t +i+ f =1.0 com a defini¢io v de NLy é um semi-
grupo.

(iii) O conjunto de triplas (t,i, f) onde t+i+f =1.0 com a definicao A de N Lo é um semigrupo.
(iv) O conjunto de triplas (t,i, f) onde t+i+f = 1.0 com a defini¢ao v de N Ly € um semigrupo.
(v) O conjunto de 4-tuplas (t,i, f,u) onde t+i+ f+u=1.0 com a defini¢io A de INLy é um
Semigrupo.

(vi) O conjunto de 4-tuplas (t,i, f,u) ondet+i+ f+u=1.0 com a definicio v de INLy é um
Semigrupo.

(vii) O conjunto de 4-tuplas (t,i, f,u) onde t+i+ f+u=1.0 com a definicao de A de IN Lo €
uUm Semigrupo.

(viii) O conjunto de 4-tuplas (t,i, f,u) ondet+i+ f+u=1.0 com a defini¢cio de v de IN Loy
€ um sSemigrupo.

(ix) O conjunto de triplas (t,i, f) ondet+i+ f >1.0 com a defini¢ao A de PN Ly é um semi-
grupo.

(z) O conjunto de triplas (t,i, f) onde t+i+f > 1.0 com a defini¢ao v de PN Ly é um semigrupo.

Demonstracao. Visto que um semigrupo é um conjunto fechado sob a operacao onde
a propriedade associativa é mantida para todos os elementos, todos os dez resultados
sao consequéncias diretas dos teoremas anteriores, onde a propriedade associativa foi

verificada para todas as logicas. O

Teorema 4.3.2. Se A e B sao expressoes em N L1, entao
(Z) (AVB) AA:NLl A.
(it) (ANB)v A=np, A.

Em outras palavras, A e Vv satisfazem as leis de absorcao.

Gemonstmg&o. Faga A = (t1,i1,f1) e B = (t2,i2, f2). A prova é pelo exame doh

elementos das triplas uma por vez.
(i) (A \% B) NA =NL1 A.

Os valores dos primeiros elementos das triplas do lado esquerdo sdo computadas pela

Qeguinte formula: min{max{t1,t2},%:}. J
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/Caso 1: Examinando o primeiro elemento da tripla. \

Os valores dos primeiros elementos das triplas do lado esquerdo sao computadas

pela seguinte formula: min{max{t1,t2},t1}.

Subcaso 1-a: t; > ty. Entdo, min{max{t1,t2},t1} = min{ty, t1} = 1.

Subcaso 1-b: t1 < to. Entao, min{max{t1,t2},t1} = min{ta,t1} = t.
Consequentemente, o primeiro elemento das triplas sdo os mesmos em todos os casos.
Caso 2: Examinando o terceiro elemento da tripla.

Os valores dos terceiros elementos das triplas no lado esquerdo sdo computados pela

seguinte formula: max{min{ fi, fo}, f1}.
Subcaso 2-a: f1 > fo. Entao, max{min{fi, fo}, f1} = max{fe, f1} = f1.

Subcaso 2-b: f1 < fo. Entao, max{min{fi, fo}, f1} = max{f1, f1} = f1.

Consequentemente, os terceiros elementos das triplas sao todos os mesmos em todos

OS CasSos.

Visto que os primeiro e terceiro elementos das triplas sao todos os mesmos em todos

os casos, a féormula é verdadeira.
(ii) (A A B) vA =NIL; A.
Caso 1: Examinando o primeiro elemento da tripla.

Os valores dos primeiros elementos das triplas no lado esquerdo sao computadas

pela seguinte formula: max{min{t1,%2},t1}.
Subcaso 1-a: t; > ty. Entdo, max{min{t1,t2}, 1} = max{te,t1} = ;.
Subcaso 1-b: t1 < to. Entao, max{min{tq,ta},t1} = max{t1,t1} = 1.

Consequentemente, os primeiros elementos das triplas sao todos os mesmos em todos

Qs casos. J
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KCaso 2: Examinando o terceiro elemento das tripla. \

Os valores dos terceiros elementos das triplas no lado esquerdo sdo computados pela

seguinte formula: max{min{ f1, fa}, f1}.
Subcaso 1: f1 > fo. Entao, max{min{ f1, fo}, f1} = max{fa, f1} = f1.

Subcase 2: f1 < fo. Entdo, max{min{ fi, fo}, f1} = max{f1, f1} = f1.

Consequentemente, os terceiros elementos das triplas sdo os mesmos para todos os

Ccasos.

Visto que o primeiro e terceiro elementos das triplas sao os mesmos em todos os

Qasos, a férmula é verdadeira. []J

Teorema 4.3.3. Se A e B sdo expressoes em N Lo, entdo
(i) (AvB)ANA %N, A.
(ii) (A/\B) v A FNLo A.

Em outras palavras, v e A nao satisfazem a leis de absorcao.

/Demonstmgdo. Faga A = (t1,41, f1) e B = (ta,i2, f2). \

i) Se ig > i1, entao o termo do meio de AV B é i3 e o termo do meio de (Av B) A A

também é iy. Consequentemente, (Av B) A A #xn71,, A.

ii) Se iy > i1 entdo o termo do meio de AA B é ig e o termo do meio de (AAB)v A

\é também io. Consequentemente, (Av B) A A #n1,, A. DJ

Teorema 4.3.4. NLi e N Lo nao satisfazem a lei de absorcao.

Gemonstmg&o. Faga A = (0.1,0.2,0.3,0.4) e B = (0.1,0.1,0.3,0.5) serem elementoh
de NL;. Entao:

AvB=(0.1,0.1,0.3,0.5) e
(0.1,0.1,0.3,0.5) A (0.1,0.2,0.3,0.4) = (0.1,0.1,0.3,0.5) # A

AvB A
AAB=(0.1,0.1,0.3,05) e

(0.1,0.1,0.3,0.5) v (0.1,0.2,0.3,0.4) = (0.1,0.1,0.3,0.5) + A

k AAB A J
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/Fa(;a A=(0.1,0.4,0.3,0.2) e B=(0.1,0.5,0.3,0.1) serem elementos de N L. Entéo:\

AvB=(0.1,0.5,0.3,0.1) e

(0.1,0.5,0.3,0.1) A (0.1,0.4,0.3,0.2) = (0.1,0.5,0.3,0.1) # A
AvB A

AAB=(0.1,0.5,0.3,0.1) e

(0.1,0.5,0.3,0.1) v (0.1,0.4,0.3,0.2) = (0.1,0.5,0.3,0.1) # A.

\ _/

Teorema 4.3.5. PN Ly nao satisfaz a lei de absorcao.

/Demonstmgﬁo. Faca A = (0.1,0.1,0.9) e B = (0.1,0.2,0.9) serem elementos em\
PNL,. Entao:

AvB=(0.1,0.2,0.9) e

(0.1,0.2,0.9) A (0.1,0.1,0.9) = (0.1,0.2,0.9) + A
AvB A

AAB=(0.1,0.2,09) e

(0.1,0.2,0.9) v (0.1,0.1,0.9) = (0.1,0.2,0.9) # A.

\_ _/

Teorema 4.3.6. Se A é uma elemento de N L, entao (1,0,0) N A =Nz, Ar(1,0,0) =N, A

e nao existe outro elemento que € a tdentidade para A.

/Demonstmgdo. Faga A = (1,11, f1). Entao (1,0,0) A (¢1,41, f1) = (min{1,t1},1 —\
(min{lvtl} +max{0,f1}),max{0,f1}) = (tl’ilafl)'

Ja foi provado que A é comutativa, assim (1,0,0) é a identidade comutativa para A.

Suponha que existe outro elemento (t,7, f) que é uma identidade para A. Pelas
limitagoes nos valores, t < 1.0. Entao é possivel escolher um valor t; tal que ¢ < ¢ < 1.
Executando a operagao (t,1, f) A (tg, ix, f), 0 resultado na primeira posi¢ao é t, visto

que ele é o menor valor. A tripla entdo nao pode ser igual a (tg,ix, fx), violando a

stungéo que (t,4, f) é uma identidade para A. Dj

Definicao 4.3.2. Um mondide é um semigrupo S com um elemento identidade.

Teorema 4.3.7. A dlgebra [NL1,A] € um mondide.
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Demonstracdo. Visto que um monoéide é um semigrupo com uma identidade, este é
uma consequéncia direta do teorema anterior e do resultado anterior que [NL1,A] é

um semigrupo. O

Teorema 4.3.8. Faca A se um elemento de NLy. Entdo
(0,0, 1) v A =NIL; Av (0,0, 1) =NL; A

e nao hd outro elemento tal que ele € uma identidade para v.

/Demonstmgdo. Faga A = (t1,41, f1). Entao \

(0707 1) v (t17i17f1) =
(max{0,t1},1 - (max{0,¢;} + min{1, f1}),min{1, f1}) = (t1,41, f1)

e o resto segue da comutatividade de v.

Assuma que exista outro elemento (¢,4, f) que é uma identidade para v. Novamente,
pelas limitacoes de valores, ¢t < 1.0. Entao é possivel escolher um valor f; tal que
f < fr < 1.0. Executando a operagao, (t,i,f) V (tg,ik, fr) o resultado na ultima

posigao é f, visto que é o menor. A tripla nao pode ser igual a (tg,ix, fx), violando
Q assun¢ao que (t,7, f) é um elemento identidade para v. DJ

Teorema 4.3.9. A dlgebra [NL1,Vv] € um mondide.

Demonstracao. Uma consequéncia direta da defini¢do de monéide, do teorema e do

resultado anterior resultam que [NL1,Vv] é um semigrupo. O

Teorema 4.3.10. Se A € um elemento arbitrdrio de N Lo, entao nao existe elemento (t,i, f)
tal que (t,i, f)NA=N1, AN (t,i,f) =n1, A. Portanto, nao existe elemento identidade para A

em NLg e [NLy,A] nao é um mondide.

/Demonstmgdo. Faga A = (t1,41, f1). Entao

(t7i7f) A (t17i17f1) =

O tinico modo do termo do meio ser i1 é se ¢ = 0 e o inico modo que o terceiro termo

pode ser f1 é se f =0. Isto forga ¢ ser 1.0. Contudo, em geral min{1 -1y, f1} nao é

Kﬁ- O

~

(1 - max{i,41 } - min{1 — max{i, 1 }, max{ f, f1} }, max{i,i1 }, min{1 — max{4, i1 }, max{f, f1}})

/
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Teorema 4.3.11. Se A é um elemento arbitrdrio de N Lo, entdo nao existe elemento (t,1, f)
tal que (t,i, f)ANA=nr, AV (t,i, f) =nL1, A. Portanto, nao existe elemento identidade para v

em NLg e [NLg, V] nio é um mondide.

[ Demonstrag¢ao. Similar ao do teorema 4.3.10. O J

Teorema 4.3.12.
a) Nao existe elemento em NLi que é uma identidade para A.

b) Nao existe elemento em NLj que € uma identidade para V.

Consequentemente, nem [N Ly, ] ou [NL1,V] sao mondides.

/Demonstmgdo. \

a) Faga A = (t1,41, f1,u1) ser um elemento de NL;. Para que haja um elemento

I = (t,i,f,u) tal que AAT = A, segue pode definicdo que ¢t > t; e i > i para
todos os valores de t1 e i;. Os tnicos valores que satisfazem isto sao ¢t = 1.0 e
1 = 1.0. Contudo, as restricoes nos valores desabilitam a possibilidade que eles sdo

simultaneamente iguais a um.

!3) A prova é similar, exceto que f é usado em lugar de t¢. DJ

Teorema 4.3.13.
a) Nao eziste elemento em N Lo que é uma identidade para A.

b) Nao existe elemento em N Ly que € uma identidade para V.

Consequentemente, nem N Lo, A] ou N Lo, V] sao mondides.

Demonstracdo. Para A, aplique o raciocinio do teorema 4.3.12 usando t e u e para

v aplique o raciocinio usando f e wu. O

Teorema 4.3.14.

a) Se existe um valor mdzimo (max;) que € o componente verdade que pode se ter emPN Ly,
entdo (max¢,0,0) € uma identidade para A.
b) Se existe wm valor mdzimo (maxy) que € o componente falso que se pode ter em PN Ly,

entao (0,0,maxs) € uma identidade para v.

Portanto, se existe um valor mdzimo para o componente verdade, [PN Ly, A] é um mondide e

se existe um valor mdzimo para o componente falso, [PNLy,Vv] € um mondide.
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Gemonstmgéo. Faga A = (t1,41, f1) se um elemento de PN L. Entao \

(t17i17f1) A (m?X,0,0) = (min{tlvm?X}7maX{ila0}7maX{f1a0}) = (tlvihfl) €

(t17i17 fl) 4 (0,0,mjgx) = (InaX{tl,0},max{i1,0},min{f1,mjzcxx}) = (tlaibfl)'

Claramente, se o valor do componente verdade é ilimitado, ndo é possivel encontrar

um valor para a verdade onde o minimo daquele valor e todos os outros sao sempre o

Qutro valor. Um situacao similar se mantém para os valores do componente falso. DJ

Definigao 4.3.3. Faga o ser uma operagio bindria fechada em um conjunto S. A operagio é

dita satisfazer a lei idempotente se x o x = x para todo T € S.

Teorema 4.3.15. Para todo (t,i, f) € NLy, (t,i,f) A (t,i, f) = (t,4,f) e (t,i, f) v (¢4, f) =

(t,i, f). Em outras palavras, v e A sao idempotentes em N L.

Demonstra¢iao. Dado que min{z,z} = = e max{x,z} = x, a conclusdo segue das

definigbes dos operadores. O

Teorema 4.3.16. Para todo (t,i,f) € NLso, (t,1,f) A (t,i, f) = (t,4,f) e (t,4, f) v (¢4, f) =

(t,i, f). Em outras palavras, A e Vv sao idempotentes em N Lo.

KDemonstmgdo. Por definigao \

(¢4, f) ~ (L3, f) =
(1 - max{i,i} — min{1 - max{é, i}, max{ f, f}}, max{é,7}, min{1 — max{é,i}, max{f, f}})

O termo do meio é claramente ¢ com a restricao que t+ f +¢ = 1.0. Entao, segue que
max{f, f} = f,max{i,i} =i e 1 —i pode nunca ser menor que f. Consequentemente,

o terceiro termo é f, de modo que o primeiro termo deve ser t.

Por definigao, (t,i,f) A (t,4,f) = (min{l — max{i,i}, max{t,t}}, max{i,i},1 —

max{4,} — min{l — max}i,i}, max{t,t}}).

O termo do meio claramente é i com a restrigdo que t + f +¢ = 1.0. Entao, segue

que max{t,t} = t,max{i,i} = ¢ e 1 — i nunca pode ser menor do que t. Portanto, o

Q)rimeiro termo é t, de modo que o terceiro termo deve ser f. O /

Teorema 4.3.17.
a) A eV sao idempotentes em NLj.
b) A eV sao idempotentes em N Lo.

c) A eV sao idempotentes em PN L.
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Demonstrag¢ao. Todas as provas sdo baseadas no principio que max{x,z} = z e

min{z,z} = x para todos os ntumeros z.

Teorema 4.3.18. Faca A, B e C serem elementos em NLy. A lei distributiva é vdlida para

A sobre v, em outras palavras

AN(BvC)=n5, (AAB)Vv(AAC).

/Demosntmgdo. Faca A = (t1,i1, f1), B = (t2,42, f2) e C = (t3,13, f3). Neste caso, a\
prova sera feita examinando os valores dos componentes das triplas geradas pelos

operadores.
Caso 1: Os valores dos primeiros elementos das triplas ordenadas.

No lado esquerdo, teriamos min{t;,max{ts,t3}} e no lado direito teriamos
max{min{ty,to}, min{t;, t3}}.

Subcaso 1: t; é menor ou igual a ¢y e t3. Entao

min{ty, max{ts, t3}} = t; = max{t1,t1} = max{min{ty, to}, min{ty,t3}}.
Subcaso 2: to > t1 > t3. Entao
min{ty, max{te,t3}} = min{t1,t2} = 1 = max{t;, t3} = max{min{ty,¢2}, min{ty,¢3}}.
Subcaso 3: t3 >t1 > to. Entao
min{ty, max{te,t3}} = min{t1,t3} = t1 = max{te, t1 } = max{min{t,¢2}, min{ty,¢3}}.
Subcaso 4: t1 >ty > t3. Entao

min{ty, max{te, t3}} = to = max{te, t3} = max{min{ty, to}, min{t,t3}}.
Subcaso 5: t1 > t3 > to. Entao

min{ty, max{te, t3}} = t3 = max{te, t3} = max{min{¢y, to}, min{t,t3}}.

Todos os casos foram considerados, assim o primeiro elemento da tripla é o mesmo

em ambos os lados da expressao.

\Caso 2: O valor do terceiro elemento na tripla ordenada. /
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ﬁ\feste caso, o terceiro elemento mno lado esquerdo é computador poh

max{ fi,min{ fo, f3}} e o terceiro elemento no lado direito é computado por

min{max{f1, fo}, max{f1, f3}}.
Subcaso 1: fi é maior ou igual a fs e f5. Entio

max{ fi, min{fz, fs}} = fi = min{f1, f1} = min{max{fy, fo}, max{fi, f3}}.
Subcaso 2: f > fi > f3. Entdo

max{fi, min{fz, fs}} = fi = min{f, f1} = min{max{fy, fo}, max{f1, f3}}.
Subcaso 3: fo > f3 > f1. Entao

max{ f1,min{fz, fs}} = f3 = min{fz, f3} = min{maz{f1, fo}, max{f1, f3}}.
Subcaso 4: f3 > fi > fo. Entao

max{ fi, min{fz, fs}} = f1 = min{f1, f3} = min{max{fy, fo}, max{fi, f3}}.

Subcaso 5: f3 > f2> f1. Entao

max{ f1, min{ fo, f3}} = fo = min{ fo, f3} = min{max{ f1, fo}, max{f1, f3}}.

Todos os casos foram considerados, assim o terceiros elementos das triplas ordenadas

tem o mesmos valores.

Dado que o primeiro e terceiro valor das triplas ordenadas tem sempre o mesmo
Qalor, todos devem ser iguais e a propriedade distributiva de A sobre v é valida. DJ

Teorema 4.3.19. Faca A, B e C serem elementos de NLi. A lei distributiva para v sobre A
€ vdlida, em outras palavras, Av (BAC) =nr, (AvB)A(Av ().

Gemonstmgdo. Faga A = (t1,41, f1), B = (t2,42, f2) and C = (ts,13, f3). Neste caso,\
a prova seré feita examinando os valores dos componentes das triplas geradas pelas

operagoes.
Caso 1: O valor do primeiro elemento nas triplas ordenadas.

No lado esquerdo, poderiamos ter max{t;, min{ts,%3}} e no lado direito poderiamos

ter min{max{t, ta}, max{t1,t3}}.

NS /




Capitulo 4. Logica Neutrosofica

77

/Subcaso 1: t1 é maior ou igual a to e t3. Entao \

max{t, min{te, t3}} = t1 = min{ty, t1} = min{maz{t1,t2}, max{ty,t3}}.
Subcaso 2: to > t1 > t3. Entao

max{ty, min{te, t3}} = t1 = min{ts, t1 } = min{max{t1,t2}, max{ty,ts}}.
Subcaso 3: to > t3 > t1. Entao

max{t1, min{te, t3}} = t3 = min{te, t3} = min{max{t1, o}, max{t1,t3}}.
Subcaso 4: t3 >t1 > to. Entao

max{ty, min{te, t3}} = t1 = min{ty, t3} = min{max{t1, to}, max{t1,t3}}.
Subcaso 5: t3 > t9 > t1. Entao

max{t1, min{te, t3}} = to = min{te, t3} = min{max{t1, to}, max{t1,t3}}.

Isto completa o caso de anélise e, consequentemente, segue que os primeiros valores

das triplas sao os mesmo em todos os casos.
Caso 2: Os valores do terceiro elemento nas triplas ordenadas.

No lado esquerdo, teriamos min{f;,max{fs, f3s}} e no lado direito teriamos

max{min{f1, fo}, min{f1, f3}}.
Subcaso 1: f1 é menor ou igual a f e f3. Entdo

min{ f1, max{f2, fs}} = f1 = max{f1, f1} = max{min{f1, fo}, min{fy, f3}}.
Subcaso 2: fs > f1 > f3. Entao

min{f1, max{fa, fs}} = f1 = max{f1, f3} = max{min{f1, fo}, min{f1, f3}}.
Subcaso 3: f3> f1 > f». Entio

min{ f1, max{fo, f3}} = f1 = max{ fo, f1} = max{min{ f1, fo}, min{ f1, f3}}.

Subcaso 4: f1> f2 > f3. Entao

K min{ f1, max{ fa, f3}} = fo = max{ fa, f3} = max{min{ f1, fo}, min{ f1, f3}}. /
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ﬂubcaso 5: fi1 > f3> fo. Entao \

min{ f1, max{ f2, f3}} = f3 = max{ fa, f3} = max{min{ f1, fo},min{f1, f3}}.

Isto completa os casos de anélise e, portanto, segue que os terceiros valores das triplas

sdo os mesmos em todos os casos. Consequentemente, as triplas sdo iguais em todos

Qs casos e Vv é distributivo sobre A. [y

Teorema 4.3.20. Faca A, B e C serem elementos de N Lo. A lei distributiva para A sobre v

nao € vdlida. Em outras palavras

AN(BVC) #nL, (ANB)V(AAC).

/Demonstmgio. Faga A = (0.04,0.0,0.96), B = (0.0,0.04,0.96) e C = (0.04,0.0,0.96)\

Entao

AAB=(0.0,0.04,0.96), A A C = (0.04,0.0,0.96) e Bv C = (0.04,0.04,0.92)

O lado esquerdo é entao
(0.04,0.0,0.96) A (0.04,0.04,0.92) = (0.0,0.04,0.96)
e o lado direito é

(0.0,0.04,0.96) v (0.04,0.0,0.96) = (0.04,0.04,0.92).
N 2/

Teorema 4.3.21. Faca A, B e C serem elementos de N Lo. A lei distributiva para v sobre A

nao € vdlida. Em outras palavras

AV (BAC) #nNL, (AVvB)A(Av ().

Gemonstmg&o. Faga A = (0.0,0.03,0.97), B = (0.04,0.0,0.96) e C = (0.04, 0.04,0.92).\

Entao

BAC =(0.0,0.04,0.96), Av B = (0.04,0.03,0.92) e Av C = (0.04,0.04,0.92)

\O lado esquerdo entao é (0.0,0.04,0.96) e o lado direito é (0.03,0.04,0.93). DJ
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Teorema 4.3.22. Faca A, B e C ser elementos de NLq. Entdo

i) AN(BVvC)=nr, (ANB)V(AAC).
ii) AV (BAC) =nr, (AVvB)A(Av(C).

Em outras palavras, as propriedades distributivas sao vdlidas em N Lq.

79

/Demonstmg:do.

~

i) Faca A = (t1,41, f1,u1), B = (t2,i2, fa,u2) e C = (t3,1i3, f3,u3). Visto que o valor
de u é computado com base nos valores de ¢, i e f, se pudermos mostrar que os trés

primeiros elementos sao verdadeiros, segue que os quartos elementos também devem

ser verdadeiros. Aqui, u=1-t—-i- f.

Bv C = (t = max{te,t3},i = max{is, i3}, f = min{ fo, f3},u)

AA(BVvC(C) =

(t = min{ty, max{ta,t3}},7 = max{i;, max{is,i3}}, f = max{fi, min{ fo, f3} },u)
AAB = (t=min{ty,te},i = max{iy, iz}, f = max{f1, fo},u)

AAC = (t =min{ty,t3},7 = max{iy, iz}, f = max{fi, f3},u)

(AAB) Vv (AAC) = (max{min{ty,to}, min{t1,t3}},

max{max{iy, s}, max{iy, i3} }, min{max{ f1, fo}, max{{ f1, fs}},u)
valores, assim os temos indeterminado de ambas as 4-tuplas sao iguais.
O restante da prova é baseada em anélise de casos de todas as possibilidades.
Caso 1: t; é menor do que ¢y e t3. Entao t; = min{t;, max{ts,t3}} e
t1 = max{min{¢y, to}, min{t1,t3}}.
e t3 e max{min{t1,¢o}, min{t;,¢3}} também é maior do que t9 e t3.

Caso 3: tg > 1 > t3. Entdo min{t;, max{ts,t3}} =t; e
max{min{ty,te}, min{ti,t3}} = ¢;.

Caso 4: t3>t1 > ty. Entéo min{tl, max{tg,tg}} =t e
max{min{ty,te}, min{ty,t3}} = t1.

o

Claramente, max{i;, max{ig,i3}} = max{max{ii,i2}, max{i,i3}} para todos os

Caso 2: t; é maior do que t3 and t3. Entao min{t;, max{te,t3}} é maior do que to

Portanto, os valores dos componentes verdade sao iguais para todas as possibilidades.

/
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/Caso 5: f1 ¢ maior do que f2 e f3. Entdo max{ fi,min{ fo, f3}} = f1 e
min{max{ f1, fo},max{f1, fs}} = f1.

f3 e min{max{ f1, fo}, max{ f1, f3}} também é o menor de f5 e fs.
max{f1, fs}} = f1.

Caso 8: fs =2 fi =2 fa Entao max{fi,min{fs, f3}} =
min{max{ f1, fo}, max{f1, fs}} = f1.

computado a partir dos trés primeiros, segue que eles sao iguais.

\ii) A prova é similar a de (i) e assim é omitida.

Caso 6: f; ¢ menor do que fs e f3. Entdo max{f;, min{fo, f3}} € o menor de fs e

Caso 7: fy > fi > f3. Entao max{f1,min{fz, fs}} = f1 e min{max{f1, fo},

Portanto, os valores dos componentes falsos sao iguais para todas as possibilidades.

Dado que os valore dos primeiros trés elementos das 4-tuplas sao iguais e o quarto é

~

e

D/

Teorema 4.3.23. Faca A, B e C serem elementos de IN Lo. Entao
i) AN(BVC) =iNL, (ANB)V(AAC).
it) AV(BAC) =in1, (AVB)A(AvC).

Em outras palavras, as propriedades distributivas sdo vdlidas em IN Lo.

[ Demonstracao. Aplique anéalise de casos similar & feita para o Teorema 4.3.22.

Teorema 4.3.24. Faca A, B e C serem elementos de PN Ly. Entdo

i) AN(BVC) =pnL, (ANB)V(AAC). i) Av(BAC)=pnr, (AVB)A(AvO).

Em outras palavras, as propriedades distributivas sao vdalidas em PN Lq.

[ Demonstracao. Aplique analise de casos similar & feita para o Teorema 4.3.22.

-

Definicao 4.3.4. Para muitas das propriedades que examinamos, nao existe distincdo entre

v e A. Se uma propriedade era verdadeira, entdo a propriedade com todas as instdncias de v

trocadas por A e todas as instdncias de A trocadas por v também eram verdadeiras.

Quando

uma dlgebra € definida com duas operagoes que podem ser intercambiadas deste modo, as duas

expressoes sao ditas serem duais uma da outra.
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Exemplo: As duas leis distributivas que foram verificadas nos teoremas anteriores sdo duais

uma da outra.

Definigao 4.3.5. Para qualquer conjunto S, se existe um elemento e € S e uma opera¢ao o

tal que xoe=eox =e para todo x € S, entao e édito se um elemento dominante para o em S.

Teorema 4.3.25. O elemento (0,0,1) € dominante para A em N Ly e nao existe outro elemento
(q,r,s) em NLy tal que (q,7,8) A (t,i,f) = (q,7,8) para todo (t,i,f) em NL)1. Em outras

palavras, (0,0,1) € o unico elemento dominante em N L;.

/Demonstmgdo. Claramente, (0,0,1) A (¢,1, f) = (0,0,1), visto que max{1, f} = 1. Os\
outros dois casos especiais de (1,0,0) e (0,1,0) podem ser eliminados dado que a
conjungao com (t,i, f), onde f é diferente de zero, produz um resultado com uma

terceira entrada diferente de zero.

Portanto, assuma que um elemento (¢,r,s) existe que que no minimo duas das

entradas na tripla sao diferentes de zero.

Caso 1: Suponha que 0 < ¢ < 1. Entao, existe um valor 0 < ¢ < g < 1 onde
(q,7,8) A(qk, 1, f) tem um primeiro valor na tripla de g;. Pela escolha de g, temo

uma contradigao.
Caso 2: Suponha que 0 < s < 1. Entao, existe um valor 0 < s < s < 1 onde
(q,7,8) A (t,i,s) tem um terceiro valor na tripla de s;. Pela escolha de si, temos

uma contradigao.

Dado que no minimo uma das duas entradas examinadas nos casos 1 e 2 deve ser

!iiferente de zero, nenhum elemento adicional pode existir. Dj

Teorema 4.3.26. O elemento (1,0,0) € dominante para v em N Lj e nao existe outro elemento
(q,7,8) em NLy tal que (q,r,s) Vv (t,i,f) = (q,r,8) para todo (t,i,f) em NLi. Em outras

palavras, existe somente um elemento dominante para v em N L.

[ Demonstracao. Similar a aquela do Teorema 4.3.25, assim, ela é omitida. O ]

Teorema 4.3.27.
i) (0,1,0) € o unico elemento dominante em N Lo para A.

ii) (0,1,0) € o unico elemento dominante em N Lo para V.
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Gemonstmg&o. \

(a) Claramente, (0,1,0) A (¢,7,f) = (0,1,0) para todo (t,i, f), dado que o termo

do meio do resultado é o maximo dos termos do meio. Suponha que existe outro

elemento dominante (¢1,141, f1) para A. Entao i < 1.0. Contudo, seria possivel entao

encontrar outro valor i5 tal que i1 < i9 < 1.0. Portanto,

(t1,91, f1) A (2,12, f2)

teria um termo do meio de i9, contradizendo a assuncao que (1,71, f1) é um termo

dominante.

\(b) Similar ao do item (a), e desta feita, é omitida. DJ

Teorema 4.3.28.

i) O elemento (0,0,1,0) € um elemento dominante para A em INL;.
it) O elemento (1,0,0,0) € um elemento dominante para v em INL;.
iit) O elemento (0,0,1,0) € um elemento dominante para A em IN L.

iv) O elemento (1,0,0,0) é um elemento dominante para v em IN Ly.

/Demonstmgdo. \

a) Faga A = (t,1i, f,u) ser um elemento de INL; e considere A A (0,0,1,0). Entao
min{¢,0} = 0,min{7,0} =0,max{f,1}=1en=1"0"0"1=0.

\b) — d) Estas provas sao similares a parte (a) e por isso sdo omitidas. DJ

Teorema 4.3.29. Assuma que existem valores mdzrimos para as componentes t, i e f das

triplas em PNL e chame-as de maxy, max; e maxy, respectivamente. Entao:

i) O elemento (0,max;,maxy) € um elemento dominante para A em PNL;.

ii) O elemento (maxy, max;,0) € um elemento dominante para v em PNLj.

Gemonstmgéo. \

i) Faca A = (t,14, f) ser um elemento de PN L; e considere A A (0, max;, maxys). Por

definicao, min{t,0} = 0, max{0, maz;} = maz; e max{f, maxs} = mazrs. Portanto,

o valor da conjuncao é (0, maz;, maxy).

ii) Faga A = (¢,14, f) ser um elemento de PN L; e considere AV (maxy, max;,0). Por

defini¢ao, max{t,max;} = maxy, max{0, maz;} = mazx; e min{f,0} = 0. Portanto, o

Qalor da disjungao é (max¢, maz;,0). DJ




Capitulo 4. Logica Neutrosofica 83

Definigao 4.3.6. Dado um conjunto S com operagao o e uma identidade E, se x € um elemento

1

qualquer, entio o elemento x~' ¢ o inverso de x se tox ' = E.

Definigao 4.3.7. Um mondide [S,o] com identidade E € um grupo se para todo elemento x

tem um inverso ' tal que zox ' = E.

Teorema 4.3.30.

(i) [NL1,V] nao é um grupo.

(ii) [N L1, A] nao € um grupo.
(i1i) [N Lo, V] nao é um grupo.
(iv) [N La, A] nao é um grupo.

/Demonstmgdo. \

(i) A tnica propriedade de um grupo que nao foi verificada ainda é a presenga de

inversos. Faga (t,i, f) € NLjy, onde t, i, f sao todos diferentes de zero. O inverso
com relagdo a Vv seria um elemento (t1,i1, f1) tal que (¢,4, f) v (t1,41, f1) = (0,0,1),
dado que (0,0,1) é a identidade para v. Contudo, pela definigao max{t,t;} = 0 se,
e somente se, t = t; = 0, contradizendo a escolha geral de ¢t. Portanto, nao existe tal

mverso.

(ii) Faca (t,i,f) € NLy, onde t, i, f sao diferentes de zero. O inverso com relagao
a A seria um elemento (t1,41, f1) tal que (¢,4, f) A (t1,41, f1) = (1,0,0), dado que
(1,0,0) é a identidade para A. Contudo, por definigao, min{t,¢;} = 1 se, e somente
se, t = t1 = 1, contradizendo a escolha geral de t. Consequentemente, nao existe

mverso.

Qs provas de (iii) e (iv) s@o similares e serao omitidas. D/

Teorema 4.3.31.

i) [INLy,A] nao € um grupo.
ii) [IN Lo, Vv] nao é um grupo.
iii) [IN Lo, A] nao é um grupo.

i) [IN Lg, V] nao é um grupo.
Se existem identidade para A e v em PNLj:

v) [PNL1,A] nao é um grupo.
vi) [PNL1,V] nao é um grupo.
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Gemonstmg&o. Ja foi provado que nao existe identidade para A ou v em IN Ll\
e nao existe identidade para A ou v em INLs. Dado que um conjunto deve ter

identidade para ele ser um grupo, os resultados de (i) — (iv) seguem imediatamente.

v) A identidade para A em PNLj é (max,0,0). Tome um elemento A = (t1,i1, f1)
em PNL; onde i é diferente de zero. Se este elemento tem um inverso
B = (ta,i2, f2), entao deve ser verdadeiro que maxi+ 1,i9 = 0. Isto é impossivel,

visto que 47 é diferente de zero.

&A prova de vi) é similar aquela dada para v) e serd omitida. DJ

Definicao 4.3.8. A cldssica definicao de uma dlgebra booelana € como seque.
Uma dlgebra booleana € um conjunto B no qual sdo definidas uma relagdo de equivaléncia "="

e duas operacoes "+" e "*" tais que as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(i) Para todo x ey em B, a+b e x *y também estao em B. (Fechamento)

(ii) Ezistem os elementos 0 e 1 em B tais que para todos x em B, x+0=0ex*1 = z.
(Identidade)

(i7i) Para todo x ey em B, z+y=y+x ex*y=yx*z. (Comutatividade)

(iv) Para todo x, y e z em B, x+(y*z)=(x+y)*(z+2) exx (y+2) =(zxy)+(x*2).
(Distributividade)

(v) Para todo x em B, existe outro elemento x' também em B, tal que x+xz' =1 e x » ' = 0.
(Leis de Complementariedade)

(vi) Eziste no minimo dois diferentes elementos em B.

(vii) Se x =y, entao para todo z em B, x+z=y+z ex*z=yx*z. (Principio de Substituicao)

Para nossos propésitos, tomaremos N L com nosso conjunto e a igualdade para significar que

(tvivf) = (tfvilafl)

se, e somente se, t =t1,1=11 e f = fi.

A operagao de A em N L sera a operagao + e A a operagao *. O elemento (0,0, 1) é a identidade

para Vv e (1,0,0) a identidade para A.

Teorema 4.3.32.

i) A dlgebra [N L1, A,vee] nao € uma dlgebra booleana.
ii) A dlgebra [N Lo, A,vee] nao é uma dlgebra booleana.
iii) A dlgebra [IN Ly, A vee] nao é uma dlgebra booleana.
iv) A dlgebra [IN Ly, A,vee] nao é uma dlgebra booleana.

v) A dlgebra [PN Ly, A vee] nao é uma dlgebra booleana.
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/Demonstmgdo. \

i) Foi provado no Teorema 4.3.30 que existem elementos em NL; que nado tem

inversos. Consequentemente, a propriedade (v) de uma algebra booleana nao é
valida. De fato, o resultado é até mais forte pelo fato de que nenhum elemento que

nao é uma identidade nao tem um inverso.

Qs provas de ii) a v) s@o idénticas a da parte (i). D/

Foi provado que a propriedade (v) de uma algebra booleana nao é valida para NLy. Com
excegao da propriedade (vii) de uma algebra booelana, foi provado que N L satisfaz todas as

outras, exceto a distributiva.

A prova de (vii) para NL; e NLg é um tanto facil, sendo o assunto do Teorema 4.3.33.

Teorema 4.3.33.
i) N Ly satisfaz o principio de substitui¢ao de uma dlgebra booleana. Em outras palavras, se
A, B e C sao elementos de NL1 e B =C, entdo

AVB=NL1AVC 6A/\B=NL1A/\C.

ii) N Ly satisfaz o principio de substitui¢ao de uma dlgebra booleana. Em outras palavras, se
A, B e C sao elementos de NLy e B =C, entdo

A\/B:NLQAVC EA/\BZNLQA/\C.

/Demonstmgdo. \

1) Fa’(;a A = (tlailafl)) B= (tQ)iZan) € C = (t3ai3af3)‘

AAB=

(1,41, f1) V (2,12, fo) = (max{t1,t2}, 1 - max{ty, t2} — min{ f1, fo}, min{ f1, f2})
t1,i1, f1) Vv (3,43, f3) = (max{t1, t3}, 1 - max{t1,t3} - min{ f1, f3}, min{ f1, f3})

Se tg =t3, i0 =13 € fo = f3, entao
(max{t1,to},1 — max{ty, to} — min{ f1, fo}, min{ f1, fo}) =
(maX{tlutS}J 1- maX{tlatS} - min{f17 f3}7 min{f17 f3})

A prova para A é similar, e assim sendo, é omitida.

Kﬁ) Similar a daquela de (i), e assim, é omitida. DJ
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Teorema 4.3.34.

i) INLy satisfaz o principio de substitui¢ao de uma dlgebra booleana. Em outras palavras, se
A, B e C sao elementos de INLy e B =C, entdo

A\/BZ]NLlA\/C eA/\BZINLlA/\C.

i1) IN Lo satisfaz o principio de substituicao de uma dlgebra booleana. Em outras palavras, se
A, B e C sao elementos de INLs ¢ B =C, entao

AVB=]NL2AVC 6A/\B=[NL2A/\C.

i11) PN Ly satisfaz o principio de substitui¢ao de uma dlgebra booleana. Em outras palavras,

se A, B e C sao elementos de PNL, e B =C, entao

AVB:PNLlAVC 6A/\B=PNL1A/\C.

[ Demonstracao. A prova de cada resultado é similar a do Teorema 4.3.33. O }

Consequentemente, com excecao das propriedade da inversa, N Lq satisfaz todas as proprieda-
des de uma algebra booleana. Visto que ela estd bem préxima de uma algebra booleana, N L
satisfaz varias outras propriedades comumente associadas com uma algebra booelana. N Lo
estd longe de uma algebra booelana, dado que ela nao satisfaz as propriedades distributivas.

INLy, INLs e PN Ly também sao muito similares a uma algebra booleana.

Teorema 4.3.35. N L satisfaz as leis de DeMorgan de distribucao da negacdo. Em outras

palavras, se A e B sao elementos de N Ly, entdo

(Z) —|(A\/B) =NL; —|A/\—|B
(’I/L) —|(A/\B) =NL; -Av-B.

Gemonstmgdo. Faga A = (t1,41, f1) € B = (to,12, f2). \

(i) =(A v B) = =(max{t1, ta},1 — max{t1, to} — min{ f1, fo}, min{ f1, fo}) =
(min{fy, fo}, 1 - max{t;,t2} — min{fy, fo}, max{ty, t2}) = (f1,i1,t1) A (fo,i2,t2) =
=(t1,11, f1) A =(ta, i, fo) = ~AA-B.

(11) _‘(A/\ B) = _‘(min{tlvt2}? 1 _min{tth} _max{flafZ}vmaX{flaf2}) =
(max{f1, fo},1 - min{ti,t2} —max{fi, fo}, min{ty,t2}) = (f1,41,%1) v (fo,d2,t2) =

!(tlyilafl)v_‘(t%i%h)=_‘AV_‘B- DJ
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Teorema 4.3.36. N Ly satisfaz as leis DeMorgan da distribuicao da negacdao. Em outras pa-

lavras, se A e B sao elementos de N Ly, entdo

7,) —\(A\/B) =NLs -AA-B.
Z’l) —|(A/\B) =NLs -AA-B.

/Demonstmg(io. Faga A = (t1,i1, f1) € B = (ta,i2, f2). \
i) AvB-=
(min{1 - max{iy, iz}, max{ty,t2}},

max{i1,is}, 1 —max{iy,i2} — min{l — max{iy, 2}, max{ty,t2}})

-(Av B) = (1 -max{i1,io} — min{l — max{iq, i2 }, max{ty,t2}},

max{iy, s}, min{1 — max{iy,io}, max{t;,ta}})
_‘A = (f17i17t1) _‘B = (f27i27t2)

-AA=B = (1-max{iy,iz} — min{1l - max{iy, iz}, max{t1,t2}}, max{iy,is},

min{1 — max{iy,i2}, max{ty,t2}})

Ku) A prova de (ii) é similar, e assim sendo, é omitida. D/

Teorema 4.3.37. INL; satisfaz as leis DeMorgan da distribuicao da megacdo. Em outras

palavras, se A e B sao elementos de IN Ly, entao

Z) ﬂ(A\/B) =INIL, -AA-B.
ZZ) —|(A/\B) =NLo —|A/\—|B.

/Demonstmg&o. \

Faca A= (t1,i1, f1,u1) e B = (t2,12, f2, u2).

i) Entao, Av B = (max{t1,t2}, min{iy, i}, min{ f1, fo}, computado u) e
-(AvV B) = (min{ f1, fo}, min{iy, i2 }, max{t1,t2}, computado u).

-A= (fl,il,tl,ﬂl), -B= (fQ,iQ,tQ,UQ) €
-A A =B = (min{ f1, fo}, min{éy,ia}, max{t1,t2}, computado u).

&ii) A prova é similar, sendo portanto, omitida. D/

Teorema 4.3.38. IN Ly satisfaz as leis DeMorgan de distribuicdo da negagdo. Em outras

palavras, se A e B sao elementos de IN Ly, entao
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Z) ﬁ(AVB) =INLy -An-B.
ZZ) —\(A/\B) =INL, -Av-B.

[ Demonstracao. Quase idéntica a do Teorema 4.3.37. ] J

Teorema 4.3.39. PN Ly satisfaz as leis DeMorgan de distribuicdo da megacao. Em outras

palavras, se A e B sao elementos de PN Ly, entdo

Z) ﬁ(AVB) =PNL; -AA-B.
ZZ) —\(A/\B) =PNL; -Av-B.

[ Demonstracao. Similar ao do Teorema 4.3.37. ] }

Definigao 4.3.9. Uma expressao em N L € dita ser bem formada se ela satisfaz as sequintes

propriedades:

(i) (t,i,f) ondet+i+ f=1.0 é bem formada.

(ii) As constantes T = (1,0,0), I =(0,1,0) e F'=(0,0,1) sao bem formadas.

(i1i) Se A € bem formada em N Ly, entao assim o é -=A.

(iv) Se A é bem formada, entao assim o € (A).

(v) Se A e B sao bem formadas em NLi, entdo assim o sao ANB e Av B.

(vi) Nada que nao possa ser formado usando as regras (i) — (v) em um nimero finito de vezes

€ bem formado.
Uma, defini¢ao similar pode ser usada para NLo, INLy, INLy e PNL;.

Lema 4.3.1. Se A e B sao elementos de N L1, entdo:

i) Se Av B=(1,0,0), entio ou A ou B € (1,0,0).

ii) Se AnB=(1,0,0), entao ou A ou B é (1,0,0).

iii) Se Av B =(0,0,1), entao ou A ou B € (0,0,1).

iv) Se AnB=(0,0,1), entao ou A ou B ¢ (0,0,1).

v) Se -A =(1,0,0), entdo A=(0,0,1). vi) Se ~A=(0,0,1), entao A=(1,0,0).

Demonstragao. Os resultados de i) a iv) sdo consequéncia das defini¢oes de v e A,

v) e vi) sao consequéncia da definigao de negagao. O

Teorema 4.3.40.

i) Se uma expressio bem formada A em N Ly € uma tautologia absoluta , entao A contém o
elemento (1,0,0).
ii) Se uma expressao bem formada A em N Ly é uma contradi¢ao absoluta , entao A contém o
elemento (0,0,1).
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/Demonstmgdo. Como sempre, a expressao A é construida usando os trés conectivos,\
{=,A,V}. A prova de ambas as partes sera combinada em uma, dado que o resultado

é similar.

Dado que A é bem formada em N L1, ela é construida usando um ntmero finito de
simbolos em {-, A, Vv}. Consequentemente, a prova sera por indugao sobre o niimero

de operacoes usadas para construir a expressao.

Passo béasico: Claramente se a expressdo A é uma tripla, entdo A é uma absoluta
tautologia se, e somente se, A = (1,0,0) e uma contradigao absoluta se, e somente
se, A=(0,0,1).

Passo indutivo: Assuma que para qualquer expressao A construida usando k ou
menos passos, se A é uma tautologia absoluta , entdo (1,0,0) aparece em A.
Também assuma que se A é construida da mesma maneira e é uma contradicao

absoluta , entao (0,0,1) aparece em A.

Faca A e B serem expressoes quaisquer satisfazendo as assuncgoes indutivas. Existe

quatro regras que podem ser aplicadas.
Caso 1: A regra iii) da definigdo de uma fbf é aplicada a A.

O tnico valor para A que pode produzir (1,0,0) é (0,0,1) e o tnico valor que
produz (0,0,1) é (1,0,0). Consequentemente, o tinico modo que —=A pode ser uma
tautologia absoluta é se A é uma contradi¢do absoluta e o tinico modo que —A pode
ser uma contradicdo absoluta se A ¢ uma absoluta tautologia. Aplicando a hipotese
de inducéao, segue que se —A é uma tautologia ou uma contradi¢do absoluta, isto

decorre porque A contém (1,0,0) ou (0,0,1).
Caso 2: A regra iv) da defini¢do de uma fbf é aplicada a A.

Dado que encerrando as expressoes em paréntesis ndao muda em nada o valor da
expressao, segue que (A) é uma tautologia ou contradigao absoluta porque A contém
(1,0,0) ou (0,0,1).

Caso 3: A regra v) da definigdo de uma fbf é aplicada para a forma A A B.

A partir do lema, temos que se a expressao € uma absoluta tautologia, entdo ou
A ou B é. Podemos entao aplicar a hipotese indutiva para concluir que se A A B
¢ uma absoluta tautologia, entdo ela contém o elemento (1,0,0). Raciocinio si-

milar ird produgzir o resultado comparavel para AAB sendo uma contradicao absoluta.

Gaso 4: A regra v) da definigdo de uma fbf é aplicada para a forma A v B. /
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ﬂ partir do lema, temos que se a expressao é uma tautologia absoluta , entdo Oh
A ou B é. Podemos entao aplicar a hipétese indutiva para concluir que se Av B
é uma tautologia absoluta , entdo ela contém o elemento (1,0,0). Raciocinio si-

milar ird produzir o resultado comparavel para Av B sendo uma contradi¢ao absoluta.

Consequentemente, pelo principio da indugdo matemaética, temos alcancado a con-

Qluséo desejada. DJ

O teorema para N Lo é similar, mas tem uma restrigdo adicional.

Lema 4.3.2. Se A e B sdo elementos de N Lo, entao:

i) Se Av B =(1,0,0), entdo A ou B € (1,0,0) e os termos do meio nas triplas de A e B sao
zero.

i1) Se AnB =(1,0,0), entao A ou B é (1,0,0) e os termos do meio nas triplas de A e B sao
zero.

iii) Se Av B =(0,0,1), entao A ou B € (0,0,1) e os temos do meio nas triplas de A e B sao
zero.

iv) Se ANB =(0,0,1), entao A ou B € (0,0,1) e os termos do meio na triplas de A e B sao
zero.

v) Se -A =(1,0,0), entao A=(0,0,1).

vi) Se -A =(0,0,1), entao A =(1,0,0).

Gemonstmg&o. (i) Se A ou B tem um termo do meio que nao é zero, entao pelh
defini¢do de v, o termo do meio da expressao deve ser diferente de zero. Com os
termos do meio iguais a zero, o primeiro termo é o méaximo dos dois primeiros

termos e o resulto segue.

K(iii) — (vi) As provas sao similares a de (i) e s@o omitidas. DJ

Teorema 4.3.41.

i) Se uma expressao bem formada A em NLg € uma tautologia absoluta, entao A contém o
elemento (1,0,0) e todos os termos do meio das triplas em A sao zero.
it) Se uma expressao bem formada A em N Lo é uma contradigao absoluta, entdo ela contém

o elemento (0,0,1) e todos os termos do meio em A sao zero.

{ Demonstrag¢ao. Similar ao do Teorema 4.3.40. O }
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Teorema 4.3.42.

i) Se A é um elemento de INLy e A=(1,0,0,0), entao A contém o elemento (1,0,0,0).

ii) Se A é um elemento de INLy e A=(0,0,1,0), entao A contém o elemento (0,0,1,0).
iii) Se A é um elemento de INLy e A =(1,0,0,0), entao A contém o elemento (1,0,0,0).
iv) Se A € um elemento de INLs ¢ A=(0,0,1,0), entao A contém o elemento (0,0,1,0).

[ Demonstracao. Similar ao do Teorema 4.3.40. O j

4.4 Definido outros Conectivos em Loégica Neutrosofica

Como foi mencionado nas segoes sobre logica classica, trivalente e fuzzy, é possivel definir
conectivos adicionais como abreviagoes para expressoes construidas usando {-, A, v}. Contudo,
¢ dificil definir igualdade logica quando se usa ntmeros reais, sendo a diferenca devida a erros
de arredondamento que podem levar a conclusao de desigualdade. Um problema similar ocorre
quando se usa desigualdade logica. Portanto, se estes conectivos serao definidos de maneira ttil,
deve haver um termo de erro que pode ser usado para definir uma regiao, "proxima o suficiente
para ser considerada igual". Por estas razoes, nao definiremos os operadores equivalentes de

equivaléncia e ou-exclusivo em NL; e N Ls.

Definicao 4.4.1. Se A e B sao elementos de NLy, entiao a implicagio A -Nr, B € uma

abreviagdo para -Av B.

Exemplo:
Se A=(.12,.24,.64) e B = (.45,.06,.49), entao:
A —>np, B=(.64,.24,.12) v (.45,.06, .49) = (.64,.24, .12).

Definicao 4.4.2. Se A e B sao elementos de N Ly, entio a implicagio A -N1, B € uma

abreviagdo para -Av B.

Exemplo:
Se A=(.12,.24,.64) e B = (.45,.06,.49), entao:
A —>np, B =(.64,.24,.12) v (.45,.06,.49) = (.64,.24,.12)

Definicao 4.4.3. Se A e B sao elementos de INLy, entao a implicagio A -in1, B € uma

abreviagcao para -Av B.

Exemple:

Se A =(.12,.24,.34,.30) e B = (.45,.06,.29,.20), ento:

A >n1, B =(.34,.24,.12,.30) v (.45,.06,.29, .20) = (.45,.06,.12, .37)
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Definicao 4.4.4. Se A e B sao elementos de IN Lo, entio a implicacio A »in, B € uma

abrevia¢do para -Av B.

Exemplo:

Se A =(.12,.24,.34,.30) e B = (.45,.06,.29,.20), entdo:
A >inp, B =(.34,.24,.12,.30) v (.45,.06,.29, .20) = (.45,.23, .12, .20)

Definicao 4.4.5. Se A e B sao elementos de PN Ly, entao a implicagio A -pnr, B € uma

abreviagao para -A v B.

Exemplo:

Se A=(.12,.24,.74) e B = (.42,.06,.59), entao:
A >pyr, B =(.74,.24,.12) v (45,.06,.59) = (.74, .24, .12)

Definicao 4.4.6. Se A e B sao elementos de NLy, entao a negagao conjunta {Nr, € uma

abreviagao para -(A v B).
Exemplo:
Se A = (.12, .24, .64) and B = (.45, .06, .49), entao:
Alnp, B=-(Av B) = -(.45,.06,.49) = (.49, .06, .45).

Definicao 4.4.7. Se A e B sao elementos de N Ly, entao a negag¢ao conjunta {Nr, € uma

abreviagao para -(Av B).
Exemplo:
Se A = (.12, .24, .64) and B = (.45, .06, .49), entao:
Alnp, B=-(Av B) =-(.45,.24,.31) = (.31,.24, 45)

Definicao 4.4.8. Se A e B sao elementos of INLy, entao a negagao conjunta \inr, € uma

abreviagao para -(Av B).
Exemplo:
Se A =(.12,.24,.34,.30) e B = (.45,.06,.29, .20), entio:
Alinr, B=-(Av B) =-(.45,.06,.29,.30) = (.29,.06, .45, .30)

Definicao 4.4.9. Se A e B sao elementos of IN Ly, entdo a negagao conjunta \inr, € uma

abreviagao para -(Av B).
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Exemplo:
Se A =(.12,.24,.34,.30) e B = (.45,.06,.29,.20), entao:
AliNL, B=-(AvV B) =-(.45,.06,.29,.20) = (.29, .06, .45, .20).

Definicao 4.4.10. Se A e B are elementos de PN Ly, entao a negagao conjunta \pnr, € uma

abreviagao para -(Av B).
Exemplo:
Se A=(.12,.24,.74) e B = (.42,.06,.59), entao:
Alpnr, B=-(Av B) = ~(.42,.24,.59) = (.59, .24, .42).

Definigao 4.4.11. Se A e B sao elementos de N Ly, entiao a negagao alternativa |Nr, € uma

abreviagao para -(A A B).
Exemplo:
Se A =(.12,.24,.64) e B = (.45,.06,.49), ento:
A|nr, B=-(AAB)=-(.12,.24, .64) = (.64,.24,.12)

Definigao 4.4.12. Se A e B sao elementos de N Ly, entiao a negagao alternativa N1, € uma

abreviagao para -(A A B).
Exemplo:
Se A=(.12,.24,.64) e B = (.45,.06,.49), entao:
Alnr, B=-(AAB)=-(.12,.24, .64) = (.64,.24,.12).

Definigao 4.4.13. Se A e B sao elementos de IN Ly, entao a negagao alternativa |ng,, € uma

abreviagao para -(A A B).
Exemplo:
Se A =(.12,.24,.34,.30) e B = (.45, .06, .29, .20), entao:
Aling, B =—(AAB) =-(.12,.06,.34,.48) = (.34,.06,.12, 48).

Definigao 4.4.14. Se A e B sao elementos de IN Ly, entao a negagao alternativa |rnr, €

uma abreviagdo para -(A A B).
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Exemplo:
Se A =(.12,.24,.34,.30) e B =(.45,.06,.29,.20), entao
A |iNL, B=-(AAB)=-(.12,.34,.34,.20) = (.34, .34,.12, .20).

Definigao 4.4.15. Se A e B sao elementos de PN La, entao a negagao alternativa |pnr, €

uma abreviagdo para -(A A B).

Exemplo:
Se A=(.12,.24,.74) e B = (.42,.06,.59), entao:
A |pnr, B=-(AAB)=-(.12,.24,.74) = (.74, .24, .12).

Teorema 4.4.1. Os conectivos de nega¢do conjunta e alternativa para NLi, NLo, INLq,

INLs e PNLq sao comutativos. Contudo, a implicacdo nao é.

Gemonstmgdo. Dado que a negagao conjunta (A | B) é uma abreviagao parh
-(A v B) e a negagao alternativa (A | B) ¢ uma abreviagdo para -(A A B) e
ambos os operadores vV e A sdo comutativos, o resultado segue. Contudo, a im-

plicagao (A — B) ¢ uma abreviagao para (-~AV B), que nao é o mesmo que (-BV A).

Se estes trés adicionais conectivos serao usados em NLi, NLo, INLy, INLsy €
PN Ly, entao a regra v) da definicdo de uma expressao bem formada poderia ser

modificada para

v) Se A ¢ B s@o bem formadas em Ny, entdo assim o sao AAB, Av B, A - B,

KAILBeA|B. DJ

4.5 Implementando os Conectivos Neutroséficos em Programas

de Computador

A seguinte classe em Java é uma implementacao dos elementos de N L.

/%

This class is an implementation of the elements of the Neutrosophic Logic
(NL). It was developed by Charles Ashbacher 12/31/2000.

*/

public class NLElement {
private float truthvalue;
private float indeterminatevalue;

private float falsevalue;
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/ *

This function is called when a new instance is created. The values are checked
for conformance to the rule that the values must sum to 1.0. Since floating
point addition is not precise, the test allows for some inaccuracy.

*/

public NLElement (float tvalue, float ivalue, float fvalue)

{
float test;
test = Math.abs(1.0f - (tvalue+ivalue+fvalue));
if (test < 0.00001f) {
truthvalue = tvalue;
indeterminatevalue = ivalue;
falsevalue = fvalue;
}
else {
System.out.println("The inputs do not satisfy the criteria that they
sum to 1.0");
System.out.println("The object has been set to indeterminate");
truthvalue = falsevalue = 0.0f;
indeterminatevalue = 1.0f;
}
}
/ %

This function is used to update the contents of an NL element. The values are
checked for conformance to the rule that the values must sum to 1.0. Since
floating point addition is not precise, the test allows for some inaccuracy.
*/
public void updatevalues(float tvalue, float ivalue, float fvalue)
{

float test;

test = Math.abs(1.0f - (tvalue + ivalue + fvalue));

if (test < 0.00001f) {

truthvalue = tvalue;
indeterminatevalue = ivalue;
falsevalue = fvalue;
}
else {
System.out.println("The inputs do not satisfy the criteria that they
sum to 1.0");
System.out.println("The object has been set to indeterminate");
truthvalue = falsevalue = 0.0f;
indeterminatevalue = 1.0f;
}
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public float gettrue ()
{

return truthvalue;

public float getindeterminate ()
{

return indeterminatevalue;

public float getfalse ()
{

return falsevalue;

public void printvalues ()

{
System.out.println("The truth value is "+truthvalue);
System.out.println("The indeterminate value is "+indeterminatevalue);
System.out.println("The false value is "+falsevalue);

}

O programa Java seguinte contém fungoes que implementam os conectivos A, vV, =, =, | e |

para a logica N L.

/*

This program implements the connectives defined in the NL1 logic. It was
written by Charles Ashbacher 12/31/2000. The names of the function should be
self -explanatory as to which connective it implements.

*/

public class UsingNLElement
{
public static NLElement NLand(NLElement nlel, NLElement nle2)
{
float nleltrue, nlelfalse;
float nle2true, nle2false;
float assigntrue, assignfalse;
nleltrue = nlel.gettrue();
nlelfalse = nlel.getfalse();
nle2true = nle2.gettrue();
nle2false = nle2.getfalse();

if (nleltrue >= nle2true)
{

assigntrue = nle2true;
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if(nlelfalse >= nle2false)

{

assignfalse = nlelfalse;
}
else
{

assignfalse = nle2false;
}

NLElement tempNL = new NLElement (assigntrue, 1.0f -

assignfalse), assignfalse);

return tempNL;

public static NLElement NLor (NLElement nlel,
{

float nleltrue, nlelfalse;

float nle2true, nle2false;

float assigntrue, assignfalse;

nleltrue = nlel.gettrue();

nlelfalse = nlel.getfalse();

nle2true = nle2.gettrue();

nle2false = nle2.getfalse();

if (nleltrue >= nle2true)

{

assigntrue = nleltrue;
}
else
{

assigntrue = nle2true;
1

if(nleifalse >= nle2false)

{

assignfalse = nle2false;
}
else
{

assignfalse = nlelfalse;
}

(assigntrue +

NLElement nle2)

NLElement tempNL = new NLElement (assigntrue, 1.0f -

assignfalse), assignfalse);

return tempNL;

(assigntrue +

97
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public static NLElement NLnegation(NLElement nlel)

{
float assigntrue = nlel.getfalse();
float assignfalse = nlel.gettrue();
NLElement tempNL = new NLElement (assigntrue, 1.0f - (assigntrue +
assignfalse), assignfalse);
return tempNL;
}

public static NLElement NLimplication(NLElement nlel, NLElement nle2)

{
NLElement nle3 = NLnegation(nlel);
NLElement nle4 = NLor(mnle3, nle2);
return(nled);

}

public static NLElement NLjointdenial (NLElement nlel, NLElement nle2)

{
NLElement nle3 = NLor(mlel, nle2);
NLElement nle4 = NLnegation(nle3);
return (nle4);

}

public static NLElement NLaltdenial (NLElement nlel,NLElement nle2)

{
NLElement nle3 = NLand(nlel,nle2);
NLElement nle4=NLnegation(nle3);
return (nle4);

}

public static void main(String args[])

{
NLElement nlel = new NLElement (0.2f, 0.3f, 0.5f);
NLElement nle2 = new NLElement(0.1f, 0.3f, 0.6f);
NLElement nle3;
nle3 = NLand(nlel, nle2);

System.out.println("The original values are ");

nlel.printvalues ();

nle2.printvalues () ;

System.out.println("The result of NL and is ");
nle3.printvalues ();

nle3=NLor (nlel, nle2);

System.out.println("The result of NL or is ");
nle3.printvalues ();

nle3 = NLnegation(nlel);

System.out.println("The result of NL negation is ");
nle3.printvalues () ;

nle3 = NLimplication(nlel, nle2);
System.out.println("The result of NL implication is ");

nle3.printvalues () ;
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nle3 = NLjointdenial(nlel, nle2);

System.out.println("The result of NL joint denial is ");
nle3.printvalues () ;

nle3 = NLaltdenial (nlel, nle2);

System.out.println("The result of NL alternative denial is ");

nle3.printvalues () ;

A saida neste caso é

The original values are

The truth value is .2

The indeterminate value is .3
The false value is .5

The truth value is .1

The indeterminate value is .3
The false value is .6

The result of NL and is

The truth value is .1

The indeterminate value is .3
The false value is .6

The result of NL or is

The truth value is .2

The indeterminate value is .3
The false value is .5

The result of NL negation is
The truth value is .5

The indeterminate value is .3
The false value is .2

The result of NL implication is
The truth value is .5

The indeterminate value is .3
The false value is .2

The result of NL joint denial is
The truth value is .5

The indeterminate value is .3
The false value is .2

The result of NL alternative denial is
The truth value is .6

The indeterminate value is .3

The false value is .1

O seguinte cédigo Java implementa os elementos da Logica Neutrosofica Intuicionista.
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/* Written by Charles Ashbacher June, 2002. x/
public class INLElement

{

private float truthvalue;

private float indeterminatevalue;

private float falsevalue;

private float unknownvalue;

public INLElement (float tvalue, float ivalue, float fvalue, float uvalue)

{
float test;
test = Math.abs(1.0f - (tvalue + ivalue + fvalue + uvalue));
if (test < 0.00001f)

{
truthvalue = tvalue;
indeterminatevalue = ivalue;
falsevalue = fvalue;
unknownvalue = uvalue;

}

else

{
System.out.println("The inputs do not satisfy the criteria that they

sum to 1.0");

System.out.println("The object has been set to unknown");
truthvalue = falsevalue = indeterminatevalue = 0.0f;
unknownvalue = 1.0f;

}

}

public void updatevalues(float tvalue, float ivalue, float fvalue, float

uvalue)

float test;

test = Math.abs(1.0f - (tvalue + ivalue + fvalue + uvalue));

if (test < 0.00001f) {

truthvalue = tvalue;
indeterminatevalue = ivalue;
falsevalue = fvalue;
unknownvalue = uvalue;
¥
else {
System.out.println("The inputs do not satisfy the criteria that they
sum to 1.0");
System.out.println("The object has been set to unknown");
truthvalue = falsevalue = indeterminatevalue = 0.0f;
unknownvalue = 1.0f;
}
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public float gettrue()
{

return truthvalue;

public float getindeterminate ()

{

return indeterminatevalue;

public float getfalse ()
{

return falsevalue;

public float getunknown ()
{

return unknownvalue;

public void printvalues ()

{

System.out.println("The truth value is " + truthvalue);

System.out.println("The indeterminate value is

>

System.out.println("The false value is " + falsevalue);

System.out.println("The unknown value is " + unknownvalue);

System.out.println ("

101

" + indeterminatevalue)

O seguinte programa Java contém funcoes que implementam os conectivos A, vV, =, =, | e |

para a légica INL;.

/* Written by Charles Ashbacher,

public class UsingINLElement

{

public static INLElement INLland(INLElement nlel,

{

June, 2002. */

float nleltrue, nlelfalse;
float nle2true, nle2false;

float assigntrue, assignfalse, assignindeterminate,

float nlelindeterminate,

nle2indeterminate;

INLElement nle2)

assignunknown;

// Get the values of the components needed in the computation

nleltrue = nlel.gettrue();

nleifalse = nlel.getfalse();

nlelindeterminate = nlel.getindeterminate();

nle2true = nle2.gettrue();
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nle2false = nle2.getfalse();

nle2indeterminate = nle2.getindeterminate ();

// Compute the and
assigntrue = getMin(nleltrue, nle2true);

assignfalse = getMax(nlelfalse, nle2false);

assignindeterminate = getMin(nlelindeterminate, nle2indeterminate);
assignunknown = 1.0f - assigntrue - assignfalse - assignindeterminate;
INLElement tempNL = new INLElement (assigntrue, assignindeterminate,

assignfalse, assignunknown);

return tempNL;

public static INLElement INL2and(INLElement nlel, INLElement nle2)

{

float nleltrue, nlelfalse;
float nle2true, nle2false;
float assigntrue, assignfalse, assignindeterminate, assignunknown;

float nlelunknown ,nle2unknown;

// Get the values of the components needed in the computation
nleltrue = nlel.gettrue();

nlelfalse = nlel.getfalse();

nlelunknown = nlel.getunknown();

nle2true = nle2.gettrue();

nle2false = nle2.getfalse();

nle2unknown = n1e2.getunknown();

// Compute the and
assigntrue = getMin(nleltrue, nle2true);

assignfalse = getMax(nlelfalse, nle2false);

assignunknown = getMin(nlelunknown, nle2unknown) ;
assignindeterminate = 1.0f - assigntrue - assignfalse - assignunknown;
INLElement tempNL = new INLElement (assigntrue, assignindeterminate,

assignfalse, assignunknown);

return tempNL;

public static INLElement INLlor (INLElement nlel, INLElement nle2)

{

float nleltrue, nlelfalse;
float nle2true, nle2false;
float nlelindeterminate, nle2indeterminate;

float assigntrue, assignfalse, assignindeterminate, assignunknown;

// Get the values to be used in the computation
nleltrue = nlel.gettrue();

nlelfalse = nlel.getfalse();

nlelindeterminate = nlel.getindeterminate ();

nle2true = nle2.gettrue();
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nle2false = nle2.getfalse();
nle2indeterminate = nle2.getindeterminate ();
// Compute the or
assigntrue = getMax(nleltrue, nle2true);
assignfalse = getMin(nlelfalse, nle2false);
assignindeterminate = getMin(nlelindeterminate, nle2indeterminate);
assignunknown = 1.0f - assigntrue - assignfalse - assignindeterminate;
INLElement tempNL = new INLElement (assigntrue, assignindeterminate,
assignfalse, assignunknown);
return tempNL;
}
public static INLElement INL2or (INLElement nlel, INLElement nle2)
{
float nleltrue, nlelfalse;
float nle2true, nle2false;
float nlelunknown, nle2unknown;
float assigntrue, assignfalse, assignindeterminate, assignunknown;
// Get the values to be used in the computation
nleltrue = nlel.gettrue();
nlelifalse = nlel.getfalse();
nlelunknown = nlel.getunknown();
nle2true = nle2.gettrue();
nle2false = nle2.getfalse();
nle2unknown = nle2.getunknown();
// Compute the or
assigntrue = getMax(nleltrue, nle2true);
assignfalse = getMin(nlelfalse, nle2false);
assignunknown = getMin(nlelunknown, nle2unknown) ;
assignindeterminate = 1.0f - assigntrue - assignfalse - assignunknown;
INLElement tempNL = new INLElement (assigntrue, assignindeterminate,
assignfalse, assignunknown);
return tempNL;
}

// The definition of the negation is the same for INL1 and INL2,
// so there is only one negation operation.
public static INLElement INLnegation(INLElement nlel) {

float assigntrue = nlel.getfalse();

float assignfalse = nlel.gettrue();

float assignindeterminate = nlel.getindeterminate();
float assignunknown = nlel.getunknown();
INLElement tempNL = new INLElement (assigntrue, assignindeterminate,

assignfalse, assignunknown);

return tempNL;
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public static INLElement INLlimplication(INLElement nlel, INLElement nle2)
{

INLElement nle3
INLElement nle4

INLnegation(nlel);
INLior(nle3, nle2);

return(nled) ;

public static INLElement INL2implication(INLElement nlel, INLElement nle2)
{

INLElement nle3 = INLnegation(nlel);

INLElement nle4 = INL2or(mnle3,nle2);

return(nle4d);

public static INLElement INL1jointdenial (INLElement nlel, INLElement nle2)
{

INLElement nle3 INLior (nlel, nle2);
INLElement nle4 = INLnegation(nle3);

return (nle4);

public static INLElement INL2jointdenial (INLElement nlel, INLElement nle2)
{

INLElement nle3 = INL2or(mlel, nle2);

INLElement nle4 = INLnegation(nle3);

return (nle4);

public static INLElement INLlaltdenial (INLElement nlel, INLElement nle2)
{

INLElement nle3 = INLland(nlel, nle2);

INLElement nle4 = INLnegation(nle3);

return (nle4);

public static INLElement INL2altdenial (INLElement nlel, INLElement nle2)
{

INLElement nle3 INL2and (nlel, nle2);
INLElement nle4 = INLnegation(nle3);

return (nle4);

public static float getMin(float x1, float x2)
{
float theMin;

if ( x1 >= x2)
{
theMin = x2;
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else

theMin = x1;
}

return theMin;

public static float getMax(float x1,float x2)

{

float theMax;

if (x1 >= x2)

{

theMax = x1;
}
else
{

theMax = x2;
}

return theMax;

public static void main(String args[])

{

INLElement nlel = new INLElement(0.3f, 0.1f, 0.5f, 0.1F);
INLElement nle2 = new INLElement (0.1f,0.3f,0.2f,0.4f);
INLElement nle3;

nle3 = INLliand(nlel, nle2);

System.out.println("The original values are ");
nlel.printvalues () ;

nle2.printvalues () ;

System.out.println("The result of INL and is ");
nle3.printvalues () ;

nle3 = INLior(nlel,nle2);

System.out.println("The result of INL or is ");
nle3.printvalues () ;

nle3 = INLnegation(nlel);

System.out.println("The result of NL negation is ");
nle3.printvalues () ;

nle3 = INLlimplication(nlel, nle2);
System.out.println("The result of NL implication is ");
nle3.printvalues () ;

nle3 = INLljointdenial(nlel, nle2);
System.out.println("The result of NL joint denial is ");
nle3.printvalues () ;

nle3 = INLlaltdenial(nlel, nle2);

System.out.println("The result of NL alternative denial is

nle3.printvalues();

")
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Note que existe operagoes separadas para os conectivos em INLy e INLos. A saida quando
este programa é executado, onde os tinicos conectivos usados sao aqueles para INLq, é como

segue.

The original values are
The truth value is 0.3
The indeterminate value is 0.1
The false value is 0.5

The unknown value is 0.1

The truth value is 0.1
The indeterminate value is 0.3
The false value is 0.2

The unknown value is 0.4

The result of NL and is

The truth value is 0.1

The indeterminate value is 0.1
The false value is 0.5

The unknown value is 0.29999998

The result of NL or is
The truth value is 0.3
The indeterminate value is 0.1
The false value is 0.2

The unknown value is 0.4

The result of NL negation is
The truth value is 0.5

The indeterminate value is 0.1
The false value is 0.3

The unknown value is 0.1

The result of NL implication is
The truth value is 0.5

The indeterminate value is 0.1
The false value is 0.2

The unknown value is 0.20000002

The result of NL joint denial is
The truth value is 0.2

The indeterminate value is 0.1
The false value is 0.3
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The unknown value is 0.4

The result of NL alternative denial is
The truth value is 0.5

The indeterminate value is 0.1

The false value is 0.1

The unknown value is 0.29999998

Se a fungao main é modificada como segue, onde os conectivos para I N Ly sao usados:

public static void main(String args[])

{
INLElement nlel = new INLElement (0.3f, 0.1f, 0.5f, 0.1F);
INLElement nle2 = new INLElement(0.1f, 0.3f, 0.2f, 0.4f);
INLElement nle3;
nle3 = INL2and(nlel, nle2);
System.out.println("The original values are ");
nlel.printvalues();
nle2.printvalues () ;
System.out.println("The result of NL and is ");
nle3.printvalues () ;
nle3 = INL2or(nlel, nle2);
System.out.println("The result of NL or is ");
nle3.printvalues () ;
nle3 = INLnegation(nlel);
System.out.println("The result of NL negation is ");
nle3.printvalues () ;
nle3 = INL2implication(nlel, nle2);
System.out.println("The result of NL implication is ");
nle3.printvalues () ;
nle3 = INL2jointdenial (nlel, nle2);
System.out.println("The result of NL joint denial is ");
nle3.printvalues () ;
nle3 = INL2altdenial(nlel, nle2);
System.out.println("The result of NL alternative denial is ");
nle3.printvalues () ;

}

A saida é como segue:

The original values are
The truth value is 0.3
The indeterminate value is 0.1
The false value is 0.5

The unknown value is 0.1

The truth value is 0.1
The indeterminate value is 0.3

The false value is 0.2
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The unknown value is 0.4

The result of NL and is

The truth value is 0.1

The indeterminate value is 0.29999998
The false value is 0.5

The unknown value is 0.1

The result of NL or is
The truth value is 0.3
The indeterminate value is 0.4
The false value is 0.2

The unknown value is 0.1

The result of NL negation is
The truth value is 0.5

The indeterminate value is 0.1
The false value is 0.3

The unknown value is 0.1

The result of NL implication is

The truth value is 0.5

The indeterminate value is 0.20000002
The false value is 0.2

The unknown value is 0.1

The result of NL joint denial is
The truth value is 0.2

The indeterminate value is 0.4
The false value is 0.3

The unknown value is 0.1

The result of NL alternative denial is
The truth value is 0.5
The indeterminate value is 0.29999998
The false value is 0.1

The unknown value is 0.1

O codigo seguinte implementa os elementos da Logica Neutrosofica Paraconsistente.

/* Written by Charles Ashbacher June, 2002. */
public class PNLElement {

private float truthvalue;
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private float indeterminatevalue;

private float falsevalue;

public PNLElement (float tvalue,
{

float ivalue, float fvalue)

float test = tvalue + ivalue + fvalue;

if (test >= 1.0)

{
truthvalue = tvalue;
indeterminatevalue = ivalue;
falsevalue = fvalue;
}
else
{
System.out.println("The inputs do not satisfy the criteria that
the sum be greater than or equal to 1.0");
System.out.println("The object has been modified to have a high
indeterminate value");
truthvalue = tvalue;
falsevalue = fvalue;
indeterminatevalue = 1.0f;
}

public void updatevalues(float tvalue,

{

float ivalue, float fvalue)

float test = tvalue + ivalue + fvalue;

if (test >= 1.0)

{
truthvalue = tvalue;
indeterminatevalue = ivalue;
falsevalue = fvalue;
}
else
{
System.out.println("The inputs do not satisfy the criteria that
the sum be greater than or equal to 1.0");
System.out.println("The object has been set to have a high
indeterminate value");
truthvalue = tvalue;
falsevalue = fvalue;
indeterminatevalue = 1.0f;
}

public float gettrue() {

return truthvalue;
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public float getindeterminate ()
{

return indeterminatevalue;

public float getfalse ()
{

return falsevalue;

public void printvalues ()

{
System.out.println("The truth value is "+truthvalue);
System.out.println("The indeterminate value is "+indeterminatevalue);
System.out.println("The false value is "+falsevalue);
System.out.println(" ");

}

O seguinte programa em Java contém fungoes que implementam os conectivos A, v, =, >, | e
| da logica PNL.

/* Written by Charles Ashbacher, June, 2002. x*/
public class UsingPNLElement
{
public static PNLElement PNLand (PNLElement nlel, PNLElement nle2)
{
float nleltrue, nlelfalse;
float nle2true, nle2false;
float assigntrue, assignfalse, assignindeterminate;

float nlelindeterminate, nle2indeterminate;

// Get the values of the components needed in the computation
nleltrue = nlel.gettrue();

nlelfalse = nlel.getfalse();

nlelindeterminate = nlel.getindeterminate();

nle2true = nle2.gettrue();

nle2false = nle2.getfalse();

nle2indeterminate = nle2.getindeterminate ();

// Compute the and

assigntrue = getMin(nleltrue ,nle2true);

assignfalse = getMax(nlelfalse, nle2false);

assignindeterminate = getMax(nlelindeterminate, nle2indeterminate);
PNLElement tempNL = new PNLElement (assigntrue, assignindeterminate,

assignfalse);

return tempNL;
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public static PNLElement PNLor (PNLElement nlel, PNLElement nle2)

{

float nleltrue, nlelfalse;
float nle2true, nle2false;
float nlelindeterminate, nle2indeterminate;

float assigntrue, assignfalse, assignindeterminate;

// Get the values to be used in the computation
nleltrue = nlel.gettrue();

nlelifalse = nlel.getfalse();

nlelindeterminate = nlel.getindeterminate();
nle2true = nle2.gettrue();

nle2false = nle2.getfalse();

nle2indeterminate = nle2.getindeterminate();

// Compute the or

assigntrue=getMax(nleltrue ,nle2true);

assignfalse=getMax(nlelfalse ,nle2false);

assignindeterminate=getMin(nlelindeterminate ,nle2indeterminate) ;

PNLElement tempNL = new PNLElement (assigntrue, assignindeterminate,
assignfalse);

return tempNL;

public static PNLElement PNLnegation(PNLElement nlel)

{

float assigntrue = nlel.getfalse();

float assignfalse = nlel.gettrue();

float assignindeterminate = nlel.getindeterminate();

PNLElement tempNL = new PNLElement(assigntrue, assignindeterminate,
assignfalse);

return tempNL;

public static PNLElement PNLimplication(PNLElement nlel, PNLElement nle2)

{

PNLElement nle3
PNLElement nle4

return(nle4) ;

PNLnegation(nlel);
PNLor (nle3, nle2);

public static PNLElement PNLjointdenial (PNLElement nlel, PNLElement nle2)

{

PNLElement nle3 PNLor (nlel, nle2);
PNLElement nle4 = PNLnegation(nle3);

return (nled);

public static PNLElement PNLaltdenial (PNLElement nlel, PNLElement nle2) {

PNLElement nle3 = PNLand(nlel, nle2);



112 4.5. Implementando os Conectivos Neutrosoficos em Programas de Computador

PNLElement nle4 = PNLnegation(nle3);

return (nle4);

public static float getMin(float x1,float x2)
{
float theMin;

if (x1 >= x2)
{
theMin = x2;

theMin = x1;
}

return theMin;

public static void main(String args[])

{
PNLElement nlel = new PNLElement (0.6f, 0.1f, 0.5f);
PNLElement nle2 = new PNLElement (0.1f, 0.5f, 0.7f);
PNLElement nle3;
nle3 = PNLand(nlel, nle2);
System.out.println("The original values are ");
nlel.printvalues () ;
nle2.printvalues () ;
System.out.println("The result of NL and is ");
nle3.printvalues ();
nle3 = PNLor(nlel, nle2);
System.out.println("The result of NL or is ");
nle3.printvalues ();
nle3 = PNLnegation(nlel);
System.out.println("The result of NL negation is ");
nle3.printvalues () ;
nle3 = PNLimplication(nlel, nle2);
System.out.println("The result of NL implication is ");
nle3.printvalues();
nle3 = PNLjointdenial(nlel, nle2);
System.out.println("The result of NL joint denial is ");
nle3.printvalues () ;
nle3 = PNLaltdenial (nlel, nle2);
System.out.println("The result of NL alternative denial is ");
nle3.printvalues () ;

}

A saida quando este programa é executado é como segue:

The original values are
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truth value is 0.6
indeterminate value

false value is 0.5

truth value is 0.1
indeterminate value

false value is 0.7

result of NL and is
truth value is 0.1
indeterminate value

false value is 0.7

result of NL or is
truth value is 0.6
indeterminate value

false value is 0.7

result of NL negation is

truth value is 0.5

indeterminate value is O.

false value is 0.6

result of NL implication i

truth value is 0.5

is

is

is

is

indeterminate value is 0.1

false value is 0.7

result of NL joint denial is

truth value is 0.7

indeterminate value is 0.1

false value is 0.6

result of NL alternative denial is

truth value is 0.7

indeterminate value is 0.5

false value is 0.1
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Nosso préoximo passo na andlise dos elementos de NL é impor uma relagao de ordenacao

R neles. Ao considerar a definigdo de tal relagdo para N L, o valor verdade é considerado

mais significante do que todos os outros, com o valor indeterminado minimo. Com isto como
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consideragao principal, o seguinte é a definicao de uma relagao de ordem em NL;.

Definigao 4.6.1. Faca (t1,11, f1) € (t2,42, fo) serem elementos de NLy. Entao (t1,i1, f1) <nL,

(to,i2, f2) se uma das sequintes condigoes € verdadeira:

(i) t1 <tg
(i) t1 =t2 e f1 < fo

A expressao (t1,1i1, f1) <nr, (2,12, f2) € usada se t1 =ta, i1 =iz e f1 = fo pi (t1,01, f1) >NI,

(t2,12, f2).

Em outras palavras, uma elementos em N L1 € maior do que outro se seu valor verdade € maior

ou se seu valor falso € maior se os valores verdade sdo iguais.

Esta definicdo é consistente com a ideia de que um elemento é maior do que outro se ele é
conhecido com grande precisao do que o outro. Em geral, o raciocinio é executado aplicando
o que é conhecido ser verdadeiro, de modo é que o primeiro ponto de énfase. No caso onde
os valores verdade sao iguais, o interesse estd em qual é mais preciso, que seria a maior soma

parate f.

Para N Lo, o valor indeterminado é considerado o mais significante, com o valor falso sendo o

menos significante.

Definigao 4.6.2. Faca (1,11, f1) e (t2,92, f2) serem elementos de N La. Entao (t1,11, f1) <NL,

(to,i2, f2) se uma das sequintes condigoes € verdadeira:

i) iy <ig
ii)i1=i2 ety <ty

A expressao (t1,11, f1) <NL, (t2,92, f2) € usada se t; =ta, i1 =iz € f1 = fa ou (t1,i1, f1) <NL,

(t2,12, f2).

Em outras palavras, um elemento em N Lo € maior do que outros e seu valor indeterminado €

maior ou se seu valor verdade € maior se os valores indeterminados sao iguais.

Definigao 4.6.3. Fa¢a (t1,i1, f1,u1) and (t2,i2, fo,u2) serem elementos de INLy. Entao

(t1,i1, fi,u1) <iNL, (t2,i2, fo,us) se uma das sequintes condigoes é verdadeira:

i) t1 < ta.

ii) t1 =tg e f1 < fa.

iii) t = to, f1=fo € i1 <io.

A expressao (t1,11, f1,u1) <inL, (2,92, fo,us) € usada se t; =ta, iy =12, f1 = fa € uy =uz ou

(t1,01, fi,u1) <inp, (t2,92, f2,u2).
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Definigao 4.6.4. Faca (t1,i1, f1,u1) and (t2,i2, f2,u2) serem elementos de INLs. Entao

(t1,71, f1,u1) <ivL, (t2,i2, fo,us) se uma das sequintes condigoes é verdadeira:

Z) t1 <tg.
i’i) t1=1ty e f1 < fg.
ZZZ) t1 =19, f1 = f2 eup <ug.

A expressao (t1,i1, f1,u1) <INL, (2,12, f2,u2) € usada se ty = ta, iy =i, f1 = fo e up =uy ou
(t1,11, f1,u1) <INL, (t2,i2, f2,u2).

Defini¢ao 4.6.5. Faca (t1,11, f1) € (t2,i2, f2) serem elementos de PN Ly. Entao (t1,i1, f1) <pNL,

(to,i2, f2) se uma das sequintes condigoes € verdadeira:

i) t1 < tg.
ii) t1 =1ty € f1 < fg.
iii) t1 =12, f1 = f2 e 11 <19.

A eacpressdo (tl,il,fl) SPNLl (tQ,iQ,fQ) € suada se tl = tg, il = ig € f1 = f2 ou (tl,il,fl,ul) <
(2,12, f2,u2).

Teorema 4.6.1.

a) A relagao de ordem (<) como definida em NLj é
(i) nao reflexiva

(11) assimétrica

(#1) transitiva

(iv) conectada

b) A relagao de ordem (<) como definida em N Ly é
(v) nao reflexiva

(vi) assimétrica

(vii) transitiva

(viii) conectada

c) A relagao de ordem (<) como definida em INL; é
(iz) nao reflexiva

(z) assimétrica

(zi) transitiva

(zit) conectada

d) A relagao de ordem (<) como definida em IN Ly é
(ziii) nao refleziva
(ziv) assimétrica

(zv) transitiva
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(zvi) conectada

e) A relagao de ordem (<) como definida em PNLy é
(zvii) nao reflexiva

(zviit) assimétrica

(ziz) transitiva

(xx) conectada

/Demonstmgdo. \

(i) Se (N L1,<) nao fosse nao reflexiva, entdo haveria um elemento (¢, 1, f) tal que

(t,i,f) < (L3, f)

Claramente, nao é possivel para t <t ou f < f, assim isto é impossivel.

ii) Assuma que existem elementos (t1,i1,f1) e (t2,i2,f2) tal que (t1,i1,f1) <

(t2,d2, f2) e (t1,i1, f1) < (t2,i2, f2).

Caso 1: t] £t

Por definicao, isto poderia significar que t; < tg t; > t9, que é impossivel.
Caso 2: t1 =t9

Por defini¢éo, isto significaria que fi < fo e f1 > fo que é impossivel.
Portanto, < em N L; é assimétrica.

iii) Faca (t1,i1, f1) < (to,i2, f2) e (to,i2, f2) < (ts3,i3, f3). Existem varios casos a

considerar.
Caso 1: t1 = tg = t'g,

Consequentemente, as desigualdades implicam que fi1 < fo e fo < f3, 0o que pela

transitividade de < sobre niimeros reais produz f; < f3. Portanto, pela defini¢do

(tlai17f1)<(t3ai37f3)'
Caso 2: t; =ty ety <t3

Entao, t1 < t3 e (t1,11, f1) < (t3,13, f3) por definigao.

N /
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/Caso 3: t1 <ty ety=1t3 \

Entao, t1 < t3 e (t1,i1, f1) < (t3,13, f3) por defini¢ao.
Caso 4: t1 <ty ety <ts

Pela transitividade de < sobre ntmeros reais, segue que t; < t3 e

(tlyibfl) < (t37i37f3) por deﬁnigéo.

iv) Faga (t1,i1, f1) e (t2,i2, f2) serem elementos de NL;. Se eles nao sao iguais,

entao existem dois casos.
Caso 1: t1 =ty e fl * f2

Pela propriedade de tricotomia dos niimeros reais, entao segue que f1 > fo ou f1 < fo.
Se f1 > fg, entao (tl,il,fl) > (tQ,iQ,fQ) € se f1 < f2 entao (tl,il,fl) < (tg,iz,fg).

Caso 2: t1 # 19

Pela propriedade de tricotomia novamente, isto significaria que t1 > to ou t1 < ta. Se

t1 > ta, entao (t1,41, f1) > (t2,i2, f2) e se ty < tg, entdo (11,41, f1) < (t2,42, f2).
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\As provas de (b) até (e) sao similares e sdo omitidas.

~J

Teorema 4.6.2. Se A € um elemento de NLy, entio A<y, (1,0,0) e A >nr, (0,1,0). Isto

significa, € claro, que os elementos de N Ly tem um limite superior e inferior.

Faga A = (t1,i1, f1). Se t1 =1, entdo A = (1,0,0) e se t; < 1, entdo A < (1,0,0) por

definigao. Se i1 = 1.0, entao A = (0,1,0) e se i1 # 1.0, entdo um ou ambos, t; ou fi,

¢ maior do que zero;. Em outro caso, isto faria A > (0,1,0).

Teorema 4.6.3. Se A € um elemento de NLa, entdo A<np, (0,1,0) e A >nr, (0,0,1). Isto

significa, € claro, que os elementos de N Lo tem um limite superior e inferior.

Demonstragao. Faga A = (t1,i1, f1). Se i1 =1, entdo A = (0,1,0) e se i; < 1, entao
A< (0,1,0) por defini¢ao. Se fi = 1.0, entdao A =(0,0,1) e se f; # 1.0, entdo um ou

ambos, i1 ou t1, ¢ maior do que zero. Em outro caso, isto faria A > (0,1,0).

O
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Teorema 4.6.4.

i) Se A € um elemento de INLy, entao A <inr, (1,0,0,0) e A >;nz, (0,1,0,0). Consequen-
temente, os elementos de IN L1 tem wm limite superior e inferior.
ii) Se A é um elemento de IN Lo, entao A <inr, (1,0,0,0) e A >rnr, (0,0,0,1). Consequen-

temente, os elementos de IN Ly tem wm limite superior e inferior.

[ Demonstragao. O resultado é consequéncia direta da defini¢ao de <;nr, e <inp,. O }

Teorema 4.6.5. Se o valor de verdade em PN Ly € limitado por max;, entao PN L1 tem tanto

um limite superior quanto inferior.

Demonstragao. Faga A = (1,11, f1) ser um elemento de PN L. Dado que t; < maxy,
segue que A <pnr, (maz,0,0). Por definigdo dos elementos de PN Ly, t1 +i1 + f1 >
1.0, assim A <pnr, (0,0,1). O

4.7 Regras de Inferénia em NL1

A Logica Neutrosofica pode ser usada para construir um sistema de raciocinio onde premissas
podem ser usadas para inferir ou justificar conclusoes. Para comegar este processo, é necessério

definir o que se entende por inferir e a notacao usada para a representar.

Definigao 4.7.1. Suponha A = (t1,i1, f1) € que A - B = (to,12, f2) em NLyi. Entao podemos

inferir B com os valoresB = (3,13, f3) onde

tg =tg sety > f1
t3=0.0 se f1 <t
f3=f2 se fa<ty
f3=0.0 se fo > t;
i5=1.0 - 13— f3

Esta regra de inferéncia € a regra modus ponens para NLy (M PN Ly ).

A justificativa para esta regra é como segue. Comece com os valores para A = (t1,41, f1) € a

definicao da implicacdo em termos da negacgdo e conjuncao.
A—-B=-AvB-= (tg,ig,fg)

Se B = (t3,13, f3), entdo max{ f1,t3} = to e min{ty, f3} = fo. Se to > f1, entdo segue que ty = t3.
Contudo, se f1 < t9, entdo nao temos informacao sobre t3 assim ndo fazemos assungoes e fa-
zemos ser igual a zero. Se fy < t1, entao segue que f3 = fo. Novamente, se fo > t1, nao temos
informacao sobre o valor de f3, de modo que o fazemos ser igual a zero. A computagao de i3

é feita do modo usual tomando a diferenca de 1.0.
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Exemplos:

Faga A =(1,0,0) e A— B =(1,0,0). Entao podemos inferir B = (1,0,0) aplicando M PNL.
Isto é consistente com a regra modus ponens para a logica classica, ode se A e A - B sao

verdadeiros, podemos inferir que B também é verdadeiro.

Se A =(0,0,1) e A > B =(1,0,0), entao a definigdo poderia produzir B = (1,0,0). Isto
também é consistente com a regra da logica classica que uma hipotese falsa pode ser usada

para provar nada.

Definigao 4.7.2. Suponha que A = (t1,i1,f1) e que A - B = (ta,i2, fo) em NLo. Entao

podemos inferir B com os valores B = (ts, i3, f3) onde

13 =12 se ig > 11

13=1.0 se 11 > 1

t3 =0.0 se13=1.0

tg =19 seto >t eta<1l—13
t3=0.0 seto>1—-143 outas <1—13
fz3=1.0-13—13

Esta regra de inferéncia € a regra modus ponens para N Lo (M PN Lj).

A justificativa para esta regra é similar a daquela de M PN L;. Comece com os valores para

A = (t1,41, f1) e a definigao da implicagdo em termos da negagao e conjungao.
A->B=-AvB-= (tQ,iQ,fQ)

Se i1 > i3, entdo nao sabemos nada sobre o valor de i3, assim o fazemos igual a 1.0.

A computacgao do valor verdade é dado por
Inll’l{l - ’L'3, max{tl, tg}} = tQ

Se to <ty e to <1 —13, segue que o valor de ty é aquele de t3. Nada pode ser inferido sobre o

valor de t3 para os outros casos, assim o fazemos igual a 0.0.

Faca A = (1,11, f1,u1) e A - B = (ta,1i9, f2,us) serem elementos de INL;. Usando a forma
alternativa da implicagdo, fazendo B = (t3,1i3, f3,us3) e aplicando as definigdes de = e v para
INL;, temos

(fi,i1,t1,u1) v (t3,13, f3,u3) = (t2,i2, fo, u2)

assim,

max{tl, tg} = t2

min{iy, i3} =iy
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min{ f1, f3} = fo

ug=1-ta—1ia - fo

Que nos d4 um modo natural de definir modus ponens em I N L.

Definigao 4.7.3. Dado A = (t1,i1, f1,u1) e A — B = (ta,i2, f2,u2) elementos de IN Ly, pode-

mos inferir B = (t3, i3, f3,us3) com os sequintes valores

t3 =t sety <ty
t3=0.0 sety <ty
13 =19 S€ 19 > 1]
13 =0.0 se ig > 11
fa=f2se faz fi
f3=0.0 se fo> f1
uz=1-t3-i3-f3

Esta regra de inferéncia € a regra modus ponens para INL; (MPINL; ).
A justificativa para esta definicdo de modus ponens é similar a daquela para NLi e N Ls.

Definigao 4.7.4. Dado A = (t1,i1, f1,u1) e A = B = (ta,12, fo,us) serem elementos de IN Lo,

podemos inferir B = (t3, i3, f3,u3) com os sequintes valores

t3 =t seto 21t
t3=0.0 se ty <ty
U3 = Uz se Uz < Uy
uz = 0.0 se ug > uq
fa=fase fa< fi
f3=0.0 se fo> fy
iz=1-t3-u3z—f3

Esta regra de inferéncia € a regra modus ponens para INLy (MPIN Ly ).

As diferencas nas defini¢oes de modus ponens para INLj e IN Lo sao devidas aos diferentes
papéis que as partes desconhecidas e indeterminadas encena. Para IN L, o desconhecido é o
valor computado a partir de todos os outros e, portanto, tem a menor significaincia. Em I N Lo,

o valor indeterminado que é computado a partir de todos os outros.

Faga A = (t1,i1, f1) e A = B = (t2,12, f2) serem elementos de PN L;. Usando a forma equiva-
lente da implicagao (-A Vv B) e fazendo B = (3,13, f3), aplicando as defini¢goes dos conectivos,

temos as seguintes expressoes.

max{tl, tg} = tg

max{iy,i3} = is
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min{ f1, f3} = fo

Que fornece a justificativa para as definicoes de modus ponens em PN L.

Definigao 4.7.5. Dado A = (t1,i1,f1) e A = B = (ta,i9, f2) elementos de PN Ly, podemos

inferir B = (ts, i3, f3) com os sequintes valores

ts3 =12 seto 21

t3=0.0 setag <ty

f3=fase fa<fi

J3=0.0 se fa> f1

i3 = max{1.0 — t3 — f3, max{i1,i2}}

Neste caso, dado que a soma dos valores deve ser no minimo 1.0, segue que o potencial para as
) )
porgoes verdadeira e falsa serem zero requer que as defini¢des do valor indeterminado produza

um valor que é no minimo 1.0.

4.8 Teorias Formais em Loégica Neutrosofica

Definigao 4.8.1. O sequinte € a defini¢ao da teoria formal LN Ly em ldgica neutrosdfica.

a) O congunto de simbolos {-~,v,A,—,(,),T,F, A, B,---}, onde os simbolos A, B, -+ sao abre-
viagoes da forma (t,i, f) ondet+i+ f=1.0 e as constantes T, I e F que sao abreviagoes
para (1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1), respectivamente.

b)
1) As constantes T, I e F sao bem formadas.
2) Os simbolos A, B, ... sio bem formados.
3) Se A € bem formado, entio também o sao —A e (A).
4) Se A e B sao bem formadas, entao o sao Av B, ANB e A— B.

5) Somente expressoes que podem ser formadas usando as regras 1—4 sao bem formadas.
c) Se A e B sao bem formadas, entio o que seque sao os axiomas de LN L.

1) A— (Av B) tem o valor (1,0,0). LNLy s, (Azioma 1, LNL;)
2) (AnB) — A tem o valor (1,0,0). LNLja, (Azioma 2, LNL;)
3) (AAB) - B tem o valor (1,0,0). LNLja, (Azxioma 3, LNL;)

d) A dnica regra de inferéncia é MPNLy (Modus Ponens NLj).

Definigao 4.8.2. A teoria formal LN Ly pode ser definida tomando as propriedade de (a)-(c)

de LN Ly com renomeagao adequada e sequindo a sequinte defini¢ao alternatica de (d).

d) A dnica regra de inferéncia é M PN Ly. (modus ponens N Ly )
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Definigao 4.8.3. O que seque é a definicdo da teoria formal N L1 na ldgica neutrosdfica.

a) O conjunto de simbolos {-,v,A,—,(,),T,F,A,B,...}, onde os simbolos A,B,... sio
abreviagao para 4-tuplas da forma (t,i, f,u) onde t+i+ f+u=1.0 e as constantes T, I,
F eU sao abreviagoes para (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) €(0,0,0,1), respectivamente.
b)
1) As constantes T, I, F' e U sao bem formadas.
2) Os simbolos A, B, ... sao bem formados.
3) Se A € bem formado, entdao também o sao -A e (A).
4) Se A e B sao bem formadas, entao também o sao Av B, ANB e A— B.

5) Somente expressoes que podem ser formadas usando as regras 14 sao bem formadas.

c) Se A e B sao bem formadas, entdo o que seque sao os axiomas de NLj.
1) A— (Av B) tem o valor (1,0,0,0). NLy, (Azioma 2, NL;)
2) (AnB) — A tem o valor (1,0,0,0). NLy,, (Azioma 2, NL1)
8) (AAB) — B tem o valor (1,0,0,0). NL1,, (Azioma 3, NL;)

d) A dnica regra de inferéncia é MPN Ly (modus ponens NLj).

Definigao 4.8.4. A teoria formal IN Ly pode ser definida tomando as propriedade de (a)-(c)

de ILN Ly com adequada renomeagao e a sequinte defini¢ao alternativa de (d).
d) A dnica regra de inferéncia é MPIN Ly. (modus ponens IN Ls)
Definigao 4.8.5. O que seque e a defini¢ao da teoria formal PN Ly na logica neutrosdfica.

a) O conjunto de simbolos {=,V,A,—,(,), A, B,...}, onde os simbolos A, B, ... siao abrevi-

agoes para triplas da forma (t,i, f) onde t +i+ f > 1.0.

b)
1) Os simbolos A, B, ... sao bem formados.
2) Se A € bem formado, assim o € =A e (A).
3) Se A e B sao bem formadas, entao assim o sio Av B, ANB e A— B.

4) Somente expressoes que podem ser formadas usando as regras 1-4 sao bem formadas.
c) Se A e B sao bem formadas, entio o que seque sao os axiomas de PN L.
1) A - (Av B) tem um valor onde o componente verdade é maior ou igual a 1.0.

PNLy,, (Azioma 1, PNL;)

2) (AAB) - A tem um valor onde o componente verdade é maior ou igual a 1.0.

PNL,,, (Azioma 2, PNLy)

3) (AAB) - B tem um valor onde o componente verdade é maior ou igual a 1.0.
PNL,,, (Azioma 3, PNL;)
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d) A tnica regra de inferéncia é MPPNL; (modus ponens PN L ).

Teorema 4.8.1. Se A — B tem o valor (1,0,0) em LNLy (LNLy) e A+ F, entao podemos
inferir B=(1,0,0) em LNLy (LN L3).

/Provaz Faga A = (t,i,f) # F ser um elemento arbitrario de LN L. Consequente\
mente, f deve ser menor do que 1, assim por M PN L1 o primeiro elemento da tripla
de B é o primeiro elemento de A - B, que é 1. Por definicdo, os outros dois valores
da tripla devem ser zero e B = (1,0,0). Dada que a defini¢gdo de M PN Lo é a mesma

daquela de M LN L, para o os componentes verdade e falsidade, o teorema também

Q verdadeiro para LN Lo. /

Corolario: Faga A e B serem elementos de LN Ly (LN Ly).
i) Se A # F, entao podemos inferir (Av B) =T.

ii) Se (A A B) # F, entao podemos inferir A=T.

iii) Se (A A B) # F, entdao podemos inferir B =T.

/ Prova: N

i) Aplique o teorema 4.8.1 em LN Ly, (LNLy, ).
ii) Aplique o teorema 4.8.1 em LNLy, (LNLa, ).
iii) Aplique o teorema 4.8.1 em LNL1, (LNLs, ).

o /

Teorema 4.8.2. Se A — B tem o valor (1,0,0,0) em NL; (NLs) e A+ F, entdao nds podemos
inferir B = (1,0,0,0) em NLy (NLs).

/Prova: Faga A = (t,i, f,u) # F ser um elemento arbitrario de NL;. Consequenx
temente, f deve ser menor do que 1, assim, por M PN L, o primeiro elemento da
quéadrupla de B é o primeiro elemento de A — B, que é 1. Por defini¢cao, os outros
trés valores da 4-tupla devem ser zero e B = (1,0,0,0). Visto que a definigao de

MPN Lo é a mesma daquela de M PN Lq para os componentes verdade e falsidade,

KO teorema também é verdadeiro para N Lo. J

Teorema 4.8.3. Se A - B tem um valor verdadeiro que € maior ou igual a 1.0 em PNLj e
o valor falso de A € menor do que 1.0, entdo podemos inferir que B tem um valor verdadeiro

mator ou tqual a 1.0.

Prova: Faca A = (t,i, f) onde f < 1.0, entdo o valor verdade de =A deve ser menor
do que 1.0. Consequentemente, dado que o valor verdade de =A v B é maior ou igual

a 1.0, segue de M PPN Ly que o valor de B deve ser maior ou igual a 1.0.




124 4.8. Teorias Formais em Logica Neutrosofica

Os Teoremas 4.8.1, 4.8.2 e 4.8.3 apontam algumas das dificuldades que existem quando se
define axiomas para a logica neutrosofica. Assinalando aos axiomas o valor de (1,0,0), tudo o
que necessitamos sao antecedentes diferentes de zero para provar que a consequéncia é T'. isto

é um resultado mais forte do que queremos ou esperamos.

Exemplo: Construa a teoria formal LN L5 usando a definigado de LN L1, com excegao de que

o seguinte lista de axiomas deve ser usada.

(A— (B~ A)) tem o valor T. LNLiz,, (Axioma Ay, LNL;)
(A->(B->C))~>((A->B)~>(A~C))) tem o valor T. LNLi3, (Axioma Ay, LNLy)
((=B—-A4) > ((-B— A) > B)) tem o valor T. LNL13, (Axioma A3, LN L)

Teorema 4.8.4. Se A, B e C sao elementos de LN L1s:

i) Se A+ F, entao (B — A) tem o valor T.
ii) Se (A—-(B—-C))# F, entao ((A— B) - (A—-C)) tem o valor T
iii) Se (=B - -=A) # F, entao ((-B - A) - B) tem o valor T.

[ Prova: Idéntica a daquela do teorema 4.8.1. }

Teorema 4.8.5. Se A, B e C sao elementos de LN Ly:

i) Se A+ T, entao ((A—-B) > (A—C)) tem o valor T.
ii) Se BT ou C # F, entao ((A - B) - (A— C)) tem o valor T.
iii) Se B# F ou A# T, entao ((-B - A) - B) tem o valor 7T

~

Demonstracao.

i) Dado que A # T', podemos aplicar a definigdo dos conectivos vee e = para concluir
que =AV (B — C) nao é F. Dado que isto é uma abrevia¢ao para A - (BAC), esta
expressao também néo é F. Aplicamos entdo o Teorema 4.8.4 com LN Lo 4, bara
inferir que ((A - B) - (A - C)) tem o valor 7.

ii) Se B # T ou C # F, entao —-A v (=B v C) nao é falso. Esta expressao
¢ uma abreviagao para A - (B — (), assim ela também nao ¢é falsa. Podemos

entao aplicar o Teorema 4.8.4 para concluir que ((A - B) - (A — C)) tem o valor 7.

iii) Se B # F,entao -B + T ese A + F, entao -A # T. Consequentemente, Bv-A # F

e por abreviagdo de =B — A # F'. Podemos aplicar o Teorema 4.8.4 com LN Lo A5
Qara concluir que ((-B - A) - B) tem o valor 7. DJ
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O conjunto alternativo de axiomas LNngAl, LNngA2 e LNngA3 também pode ser usado
para criar teorias formais adicionais com NLi, NLy e PNL;. Dado que todos sao baseados
na representacao de A - B como —AV B e envolvem o valor de T, o teorema 4.8.5 é verdadeiro

para NLy, NLy e PNLj, onde a lista de axiomas pe trocada por

(A—- (B - A)) tem o valor T
(A-(B-C))->((A->B)—>(A—-(C))) tem o valor T.
((-B—--A) - ((-B—- A) - B)) tem o valor T.

4.9 Raciocinio em Légica Neutrosoéfica

Definigao 4.9.1. Se A e B sao expressoes bem formadas em LNLy, LNLo, INLy, INLo
ou PNLy, entao B € dita ser uma consequéncia de A, denotado por A + B, se o valor da
expressao B pode ser inferida para ser maior ou igual a daquela da expressao A. Uma expressao

equivalente poderia ser que B pode ser inferida de A. A expressdo
A

somente € vdlida quando A =T. No outro caso de A+ B, A € a hipdtese e B a conclusiao. A

sequéncia de passos que comecam com A e levam a B € conhecida como uma prova.

Definigao 4.9.2. Se A e B sao expressoes bem formadas em PN Ly, entio B é dita ser uma
consequéncia de A, denotado por A+ B, se o valor da expressdo B pode ser inferido para ser
maior ou igual a da expressio de A. Uma expressao equivalente seria que B pode ser inferida
a partir de A. A expressao

FA

somente € vdlida quando o valor verdade de A é maior ou igual a 1.0.

Teorema 4.9.1. Se A é um elemento de LNLy, LNLy, INLy, INLy ou PNLy, entdao

(i) A+ A
(1i)) Av Ar A
(11i) AnA+ A
(v) Ar Av A
(v)Ar ANA
(vi) A+ --A
(vit) ~—=A+ A
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/Demonstmgda. (Somente para LNLy). \

i) Dado que A <y, A, a definigao ¢é satisfeita.

ii) Foi provado que Av A = A, assim o problema simplifica-se para o caso (i).
iii) Foi provado que AA A = A, assim o problema simplifica-se para o caso (i).
iv) Similar ao caso (ii).

v) Similar ao caso (iii).

(
(
(
(
(
(

vi) Foi provado que -—A = A, assim o problema simplifica-se para o caso (i).

\(Vii) Similar ao caso (vi). DJ

Teorema 4.9.2. Se A, B ¢ C sao elementos de LNLy, LNLo, INL1, INLy ou PN Ly entdo

o operador + €

i) A+ A. (Reflexividade.)
ii) Se A+ B e B+ A, entao B = A. (Anti-simetria)
iii) Se A+ B e B+ C, entao A+ C. (Transitividade)

/Demonstmg&o. (Somente para LN Ly). \

i) Este é o resultado do Teorema 4.9.1 parte (i).

ii) Se A+ B, entdao A <y1, B ese B+ A, entdo B <y, A. Isto é valido se, e
somente se, A = B.

iii) Se A + B, entao a expressao A pode ser usada para inferir que o valor de B ¢é
maior ou igual a A. Se B+ C, entao a expressao B pode ser usada para inferir que
o valor de C' é maior ou igual a B. Primeiro execute os passos que comegam em A
e levam a B. Depois disto executando os passos que comecam em B e levam a C.
A combinagao sera entdo uma sequéncia de passos que comecam em A e levam a C.

KConsequentemente, A pode ser usado para inferir C' e A+ C. O J

Teorema 4.9.3. Se A ¢ qualquer fof de LN Ly ou LN Lo.

(i) (0,1,0) - A.

(ii) A+ (1,0,0).

(ii) (1,0,0) - A se, e somente se, A =(1,0,0).

(iv) Se A = (t,i,f), entao (0,0,1) - A se, e somente se, t >0.0 ou A=(0,0,1).

Demonstracao. Prova somente para LN Ly, a prova para LN Ly é similar.

(i) Dado que (0,1,0) <yr, 4 para todo A em LN Ly, o resultado é imediato.
(ii) Dado que (1,0,0) > A para todo A em LN Ly, o resultado é imediato.
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/(iii) (Se) Dado que (1,0,0) > A com igualdade se, e somente se, A = (1,0,0), o\
resultado é imediato. (Somente se) Se A = (1,0,0) o resultado segue do teorema
anterior.

(iv) (Se) Assuma que (0,0,1) — A e suponha que t =0.0 e A # (0,0,1). Entao i > 0.0
e f < 1.0. Por definigao, A < (0,0,1) e nao pode ser inferido a partir de (0,0,1).
Consequentemente, ¢t deve ser maior do que zero ou A = (0,0,1). (Somente se) Se

\t> 0.0 ou A =(0,0,1), entdao A >(0,0,1) e (0,0,1) - A. DJ

Teorema 4.9.4. Se A ¢é qualquer fbf de IN L.

(i) (0,0,0,1) + A.

(ii) A+ (1,0,0,0).

(i) (1,0,0,0) - A se, e somente se, A=(1,0,0,0).

(iv) Se A = (t,i, f,u) entao (0,0,1,0) - A se, e somente se, t >0.0 ou A=(0,0,1,0).

/Demonstragdo. \

i) Dado que (0,0,0,1) <;rnr, A para todo A em IN Ly, o resultado é imediato.

ii) Dado que (1,0,0,0) >77nr, A para todo A em IN Ly, o resultado é imediato.

iii) (Se) Dado que (1,0,0,0) >rn7, A com igualdade se, e somente se, A = (1,0,0,0),
o resultado é imediato. (Somente se) Se A = (1,0,0,0) o resultado segue do teorema
anterior.

iv) (Se) Assuma que (0,0,1,0) - A e suponha que t = 0.0 e A # (0,0,1,0). Entao,
i>0.0 e f<1.0. Por definicao, A <rrnr, (0,0,1,0) e ndo pode ser inferido a partir
de (0,0,1,0). Consequentemente, ¢ deve ser maior do que zero ou A = (0,0,1,0).
(Somente se) Se t > 0.0 ou A = (0,0,1,0), entdo A >rrnz, (0,0,1,0) e (0,0,1,0) +

2 2

Teorema 4.9.5. If A is any wff of INL2.

(i) (0,1,0,0) + A.

(i) A+ (1,0,0,0).

(1) (1,0,0,0) - A se, e somente se, A=(1,0,0,0).

(iv) Se A =(t,i, f,u) entao (0,0,1,0) - A se, e somente se, t >0.0 ou A=(0,0,1,0).

Demonstracao.

i) Dado que (0,1,0,0) <rrnr, A para todo A em IN Ly, o resultado é imediato.

As provas de (ii) a (iv) sao similares a aquela do Teorema 4.9.4. O
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Teorema 4.9.6. Se A ¢ qualquer fbof de PNL;:

(i) (0,0,0) - A.

(ii) Se existe um valor mdzimo t,ax para o valor verdade em PN Ly, entio A+ (tnax,0,0,0).

Demonstracao.

i) Dado que (0,0,0) <pnr, A para todo A em PN Ly, o resultado é imediato.

ii) Se tpaxr ¢é o maior valor possivel para o componente verdade, entdo
(tmazx,0,0,0) >pnr, A para todo A em PNL;. O

A estratégia usada na prova das vérias secoes do teorema anterior podem ser generalizadas, o

que é ponto do proximo teorema.

Teorema 4.9.7. Suponha que A e B sao bem formadas em LNLy. Se A =N, B, entio A+ B
e B+ A. O mesmo resultado permanece para LNLy, INL1, INLy ¢ PN L.

Demonstracao. Assuma que A =yy, B. Por definicao, isto significa que os valores
das expressoes ¢ o mesmo. Dado que o valor de B é maior ou igual a A. A+ B por
defini¢do. Dado que a igualdade é reflexiva, a segunda inferéncia também permanece.
As provas para LN Lo, INLy, INLy e PN Ly sdo similares e sdo omitidas. OJ

Corolario: Se A, B e C sdo bem formadas em LN Lq, entdo todas as inferéncias seguintes

sao validas:

(i) AvB+ BV A.

(i) ANB+ BAA.

(iii) (AvB)vCr+Av (Bv().

(iv) (AAB)ACHANAN(BAC).

(v) (AvB)AA+ A.

(vi) (AAB) Vv A+ A.

(vii) (1,0,0) A A+ A.

(viii) (0,0,1) v A+ A,

(ix) (0,0,1) A A - (0,0, 1).

(x) (1,0,0) v A+ (1,0,0).

(xi) AN(BVC)+=(AAB)V(AANC).
(xii)) (AAB)V(AAC)-AAN(BvVC).
(xiii) AV(BAC)F(AvB)A(AvV ().
(xiv) (AVvB)A(AvC)+Av(BAC).
(xv) =(AvB)+-AA-B.

(xvi) ~AA-B+-(Av B).

(xvil) =(AAB)+-Av-B.

(xviil) =Av =B+ -(AAB).
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Foérmulas similares, apesar de nao serem todas, também sao validas em LN Lo, INLq, IN Lo
e PNL;.

Demonstracao. Todas estas inferéncias sao consequéncias dos teoremas ja provados

com relagao as propriedades algébricas de LN L;. O

Teorema 4.9.8. Se A e B sdo bem formadas em LN L;:

i) Se A<pnr, B, entio A+ (Av B).

ii) Se A>pnr, B, entio A+ (Av B) se, e somente se, (Av B) = A.
iii) Se A<pnp, B, entio A+ (AA B).

i) Se A>pnrL, B, entao A+ (AA B) se, e somente se, (AAB) = A.

/Demonstmgdo. Faga A = (t1,i1,f1), B = (ta,i2,f2), AV B = (t3,i3, f3) e\
AN B = (ta,ia, fa).

i) Caso 1: ty > t;.
Entao t3 =ty >t; e (AVB)>A.

Caso 2: t1=ta e f1 < f2.
Entao, t3 =t e f3 = f1, que significa que (Av B) = A.

ii)

(Se) Caso 1: t1 > to.
Entao t3 =t; e (AVv B) < A se, e somente se, f3 < f1. Dado que f3 = min{fy, fo},
isto pode ocorrer se f1 = f3. Isto faria (Av B) = A.

Caso 2: t1 =t9

Isto significaria também que t3 = t1 e se reduz ao caso 1.

(Somente se) Se (Av B) = A, entao isto se reduz a A + A, que foi provado no
Teorema 4.9.2.

iii) Caso 1: to >t
Entao t3 = t1 e f3 = max{fi, fo} < f1. Portanto, pela definigao, (A A B) > A.

Caso 2: t9 =1

Entao t3 =t e isto se reduz ao caso 1.

- /
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(i) N

(Se) Caso 1: t; >ty
Entao t3 = min{ty,ta} = ta <t; e segue que (AA B) < A.

Caso 2: t; =ty e f1 > fo.
Entao f3 = max{fl,fg} = f1 e A= (A/\B)

(Somente se) Se (A A B) = A, entao isto se reduz a A + A, que foi provado no
Teorema 4.9.2.

Podemos pensar do Theorema 4.9.8 como aquele que permite "adicionar matéria", na
medida em que ele nos permite inferir uma expressao que é maior do que a original.

Estes teoremas podem, de fato, serem generalizados para um nimero arbitrario de

adigoes. ]
N /

Teorema 4.9.9. Se A<y, B; para todo By, Bs, ..., By, entdo

i) A (Av By Vv Bav...vByg).
it) A (ANByABaA...ABy).

Gemonstmg&o. A prova iré confiar nos resultados anteriores expressos em corolérios.\
Faca A = (t1,i1, f1) e (Av B1Vv By V...V By) = (t2,i2, f2).

i) Pelo corolario 1, t; é o maior de todos os primeiros elementos das triplas em

(Av ByVvByv...v By). Existem dois casos a considerar:

Caso 1: t; nao é o maior dos primeiros elementos das triplas. Entao t5 > t1 e

A<y, (AvBiv Byv...v By), o que implica
A+ (AvByvByv...vBy)

Caso 2: t; é igual ao maior dos primeiros elementos da triplas. Entao fi < fo e

A<nr, (AvBiv Byv...V By), o que implica
A+ (AvByvByv...vBy)

ii) Por hipotese, dado que A < B; para todo i, t; ¢ o menor dos primeiros elementos
em (AAByAByA...ABy) e segue que t = to. Dado que fi deve ser menor ou igual a
todas as terceiras entradas nas triplas em (AAByABaA...ABy), fa > fi. Portanto,
K(A/\Bl/\BQ/\.../\Bk)ZAGAI—(A/\Bl/\BQ/\.../\Bk). DJ
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Teorema 4.9.10. Se A e B sdo bem formadas em LN Lo

i) Se A<pnL, B, entio A+ (Av B).

ii) Se A>pnr, B, entio A+ (Av B) se, e somente se, (Av B) = A.
iii) Se A<pnrL, B, entdo A+ (AAB).

i) Se A>rnrp, B, entao A+ (AA B) se, e somente se, (AAB) = A.

Demonstracao. A prova é similar a aquela do Theorema 4.9.8 e também é baseada
na definigdo da desigualdade em LN Ls. O

Resultados similares a aqueles dos Teoremas 4.9.8 e 4.9.9 também sao validos para IN L,
INLy, e PNLy. As provas de todas sao baseadas nas defini¢oes de ordenacdo dos elementos

na teoria formal.

Definicao 4.9.3. Faca x1,%9,...,2,y serem elementos de N Li. Entao, y pode ser inferido do
conjunto de expressées H = x1,x9,...,xk, escrito x1,x2,...,Tk - Y, se dadas as erpressoes em
H, y tem um valor maior ou igual a min{xy,xa,...,x}. Os elementos em H sao conhecidos

como hipotese. Neste caso, o operador de desigualdade usado para computar o minimo €

SNL;-
Definicoes similares podem ser escritas com N L; substituida por NLo, INL1, INLy ou PNLj.

Teorema 4.9.11. Faga {x1,x2,23,...,x} ser qualquer conjunto de expressoes em NLy (N Ls)

e para as expressoes no conjunto x; = (t;,4;, f;), 1 <i < k.

i) T1,%2,X3, ..., T x4, for alli, 1 <i<k.
ii) x1,T2,x3,...,2k, (0,1,0) -y, para qualquer expressao y.
ii1) x1, 2,23, ..., 2k - (0,1,0).
W) T1,x2,T3,..., Tk - (T1AT2A .. ATE).
v) x1,T2,23,..., T (L1 VX2 V...V IL).
/Demonstmgdo. \
i) Dado que x; > min{xy,x2,...,z}, o resultado é imediato.

ii) Dado que y > (0,1,0) para todo y em NL; (NLs2), o resultado é imediato.

iii) Dado que x; > (0,1,0) para todo 1 <i <k, o resultado ¢ imediato.

iv) Por definigdo, (x1 A x2 A ... Ax) = (t,4,f), onde t = min{ty,ta,...,tx} €
f = max{f1, fo,..., fx}. Faca z; = min{xy,z9,...,21}, onde x; = (t;,i;, f;). Pela
defini¢ao da ordenagao dos elementos t =t; e f > f;, que produz (t,4, f) > (ti, 4, fi)-
v) Por definigdo, (x1 v xa Vv ...V xzr) = (t,4,f), onde t = max{ty,ta,...,tx} €

Kf =min{ f1, fa,..., fr}. Existem dois casos a considerar. /
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/Caso 1: Os valores de t1,t9,...,t; nao sao todos iguais. Entao existe um méximh
tmax e um minimo t,,in, onde t,,axr > t,in. Claramente, t = t,,ax e o valor
verdade de min{xy,z9,...,x} deve ser t,in. Consequentemente, o valor de

(x1VaaVv...vag) deve ser maior do o valor minimo da hipotese.

Caso 2: Os valores de tq,to, ..., sdo todos iguais. Entao a hipotese com o menor
valor serd a expressao com o menor valor para o componente falso. A expressao
(x1VvaaVv...vay) terd um valor verdade correspondente comum a todas as hipoteses

e um valor falso igual a aquele da hipo6tese tendo o menor componente falso. Isto

significa que min{x1,z9,..., 25} = (x1 VX2 V...V L), que satisfaz a defini¢ao de
aneréncia. Dj
Teorema 4.9.12. Fa¢a {x1,22,23,...,Tk} serem quaisquer expressées em INLj e para as

expressoes no conjunto x; = (t;, 4, fi,u;), 1 <i<k.

i) X1,T2,X3,..., Tk - z;, para todo i, 1 <i<k.
i) 1,22,%3,...,%k, (0,0,0,1) -y, para qualquer expressao y.
iii) T1,2,L3y..., Tk = (0,0,0, 1).
W) x1,x2, T3, ...,k - (L1 ATIA ... ATE).
V) T1,X9,T3,..., T+ (T1 VT2V ...V TE).
Demonstra¢ao. Similar ao Theorema 4.9.11. O
Teorema 4.9.13. Faca {x1,x2,23,...,2%} serem quaisquer conjunto de expressoes em I N Ly

e para as expressoes no conjunto x)i = (t;,i;, fi,ui), 1 <i<k.

i) X1,T2,X3,. .., ki, para todo i, 1 <i<k.
it) 1,22,%3,...,2k, (0,1,0,0) -y, para qualquer expressao y.
ZZZ) L1,L2,L3y..., Tk = (0, 1,0,0).
W) x1,x2,23, ...,k (T AZIA ... ATE).
U) X1,22,L3y...,Tf ($1V$2V...Vaj‘k).
Demonstracao. Similar a do Theorema 4.9.11. ]
Teorema 4.9.14. Faca {x1,x2,T3,...,x} ser qualquer expressao em PN Ly e para as expres-

soes no congunto x; = (t;, i;, fi,u;), 1 <i<k.

i) T1,%2,X3,. ..,k F X3, para todo i, 1 <i<k.

ii) x1,%2,23,...,2k, (0,0,0) -y, para qualquer expressao y.

i11) Se eziste um valor mdzimo (tmay) para o valor verdade de uma expressao em PN Ly, entdo
x1, 22,23, ..., T+ (tmax,0,0).

W) x1,x9,T3, ...,k (T1 AZIA ... ATE).

U) L1,L2,L3y..., T = (.1‘1V$2V...V$k).
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[ Demonstra¢do. Similar a do Theorema 4.9.11. O ]
Teorema 4.9.15. Suponha que {x1,z2,x3,...,2k,y,2} sao expressoes em NLj e adicional-
mente, suponha que T1,T2,%3,...,T - Yy €y = z. Entdo x1,x9,23,...,7 - 2. Resultados

similares também sao verdadeiros em NLs, INLy, INLy e PNL;.

Demonstra¢ao. Dado que min{xi,z2,23,...,25} < y = 2z, seque que
min{xy,xe,23,..., 2} < z € X1,T2,x3,...,T, — 2z por definicdo. A prova em ou-

tras teorias é idéntica dado que ela é baseada somente na habilidade de ordenar os

elementos. 0
Teorema 4.9.16. Faca {x1,T2,3,..., Tk, Y1,Y2,---,Yn, 2} serem expressoes em N Ly. Assuma
que para todo i, 1 <i<n, x1,T2,T3,..., Tk, - Y; € QU Y1,Y2,...,Yn - 2. Entdo x1,x2,x3,: Tp, -

z. Resultados similares também sao verdadeiros em NLg, INL1, INLy ¢ PNLq.

Demonstragao. De x1, 29,3, ..., Tk, - Y;, segue que min{xy,x2,23,...,2;} < y; para
todo 1 <i<nedey,y2,...,yn + 2z, min{yi,y2,%, yn} < 2. Consequentemente, dado

que < é transitiva em LN Ly, segue que x1,%2,23,...,Tk + 2. L]
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Logica neutrosofica ¢ um novo tipo de logica nao classi-
ca surgida em meados dos anos 90 do século passado,
sendo uma extensao/generalizacao das logicas trivalen-
tes que usam um valor indeterminado, logica fuzzy e in-
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minacio diretamente em seu arcabouco tedrico.
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devotado a ldgica neutrosodfica. Neste, os muitos aspec-
tos da logica neutrosodfica sao pormenorizados de manei-
ra clara e objetiva.
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