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الدراسة    : الملخص  هذه  النتروسوفيكية   نقدم في  الخطية  الفضاءات  النتروسوفيكية  أو)النيوتروسوفكية(  تعريف  الخطية  للفضاءات  بالإضافة   ،

أما الجزء    بالجداء الداخلي النتروسوفيكي،الخاصة    المبرهنات بعض    تقديم  تروسوفيكي، وذلك من خلالناخلي المفهوم الجداء الد   نقدم المنظمة، كما  

تروسوفيكي، وتعريف الجملة المتعامدة والمنظمة لمجموعة  نالثاني من هذه الدراسة، سنعرض فيه تعريف تعامد شعاعيين نتروسوفيكيين في فضاء  

نتروسوفيكية من فضاء شعاعي   لإينأشعة  نتروسوفيكياً  نقدم طريقة جرام شميدث  أشعة  تروسوفيكي، وأخيراً  لجملة  جاد جملة متعامدة منظمة 

 تروسوفيكية الخاصة اعتماداً على طريقة جرام شميدث نتروسوفيكياً. نتروسوفيكية وفتح المجال لدراسة الدوال الن

 

Abstract: In this paper, we present the definition of neutrosophic linear spaces, In addition to the neutrosophic 

normed linear spaces. We also introduce concept of the neutrosophic inner product , This is done by presenting 

some of the theorem for of the neutrosophic inner product, As for the second of this paper, we will present the 

orthogonality of two neutrosophic vectors of neutrosophic space, And the definition of an orthogonal and 

orthonormal systemof a set of neutrosophic vectors from a neutrosophic vector space, We present the 

Gram-Schmidt neutrosophy method for finding an orthogonal orthonormal systemof a set of neutrosophic 

vectors, and it opened the way for the study neutrosophic property functions based on the Gram-Schmidt 

neutrosophy method.    
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 مقدمة  .1

، ثم ظهرت العديد أو)النيوتروسوفيكي( تروسوفيكين( إلى المنطق الFuzzyمفهوم المنطق الضبابي ) 1995عام  فلورنتين سمارنداكة  عمم         

أنظوور مووثلا  والجبوور التوبولوجيووا فروعهووا س سوويمامن الأبحاث في هذا المنطق الجديد في شتى أنواع العلوووم وخاصووة فووي الرياضوويات بجميوو  

تووارة  الصوود  عوونكووق قضووية  تفُصحواللاتحديد حيث  ،والغموض ،إن العالم الذي يحيط بنا تتسم أحداثه ووقائعه بالتناقض  .[4]،[3]،[2]،[1]

لذلك برزت حاجتنا لمنطق جديد يعكس حقيقة رؤيتنا النسبية لهذا الواقوو . هووذا المنطووق هووو المنطووق  .التحديدعدم وعن الكذب تارة أخرى وعن 

ث يأخذ هذا ي، بح[5]تم بالحياد هوالذي يدرس وي 1995عام  فلورنتين سمارنداكةالذي أسسه العالم الأمريكي   )النيوتروسوفيكي(  تروسوفيكينال

 (𝐹)بدرجات والخطأ   (𝑇)طيف الحياد، حيث يأخذ هذا المنطق كق بيان بثلاث أبعاد هي الصح  المنطق بعين اسعتبار كق فكرة م  نقيضها م 

,𝑇) بالصيغة بدرجات، ويمكننا أن نعبر عن ذلك (𝐼)بدرجات والحياد  𝐼, 𝐹) وهذا يعطي وصفاً أد  من المنطق الضبابي والمنطق العادي. 

جورج قدمها   التي لنظرية المجموعات الكلاسيكية كتعميم الكلاسيكية أو)الهشة(تروسوفيكية  نتروسوفيك المجموعات النمنطق ال  من  تانبثق    

تناول أول كتوواب قدمووه حيث  ،وفق هذا المنطق على يد البروفيسور المصري أحمد سلامة وفريق من الباحثين  ،والمجموعات الحدسية  ،كانتور

كلاسوويكية نتروسوفكية نقاط  عُرفتفيما بعد و .[13] بشكق مفصق الكلاسيكيةالمجموعة النتروسوفكية  مفهوم 2015عام    سمارنداكة  سلامة و

العديد من المفاهيم ووض  أسس لرياضيات  سلامةأدخق لقد  .[7] كلاسيكية مغلقةنتروسوفكية في توصيف مجموعات  تواستخدم ،[6] جديدة

 ،ففووي مجووال التوبولوووجي ،القوورار واتخاذودعم  ،ونظم المعلومات ،واسحتماست ،واسحصاء  ،جديدة وتطبيقات متعددة في مجال علوم الحاسب

هذا وعرض الباحث  .[20-13] نداكقدم العديد من اسبحاث التطبيقية بمشاركة سمار فقد ،واسجتماع ،وعلم النفس   ،واسحصاء  ،وعلوم الحاسب

 ، [8]  "دراسة تكامق دالة السمك النتروسوفيكية"بعنوان  IJNSفي مجلة  مقالوتم نشر  مك النتروسوفيكية السُ لتكامق دالة   تعريفا ملاذ الأسود  
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النتروسوفيكية فقد قام الباحثان الدكتور ريوواض وفيما يتعلق بالأعداد العقدية  ،ةيدة لمعادست تفاضلية نتروسوفيكيوتطبيقها في تعريف أنماط جد

، وقام الباحث [9]يالحميدو والأستاذ مياس اسماعيق بدراسة هذه الأعداد، حيث قام الباحثان بتعريف الصيغة القطبية للعدد العقدي النتروسوفيك

حووول و .Neutrosophic Knowledge [10]ملاذ الأسود أيضاً بدراسة الأعداد العقدية النتروسوفيكية، من خوولال نشوور بحووث فووي مجلووة 

 .[12] نوقشت به هذه المفاهيم بشكق مفصق بجامعة كرايوفا، رومانيا ادولي اتنظيم مؤتمرفقد تم  المفاهيم السمارانداكية في نظرية الأعداد

الدراسة      هذه  النتروسوفيكية  نقدمفي  الخطية  الفضاءات  المنظمة،  أو)النيوتروسوفكية(  تعريف  النتروسوفيكية  الخطية  للفضاءات  بالإضافة   ،

نعرض تعريف تعامد شعاعيين نتروسوفيكيين في فضاء نتروسوفيكي، والجملة المتعامدة والمنظمة    . كماتروسوفيكي ناخلي الالد   مفهوم الجداءو

نتروسوفيكياً لإيجاد جملة متعامدة منظمة لجملة  وأخيراً نقدم طريقة جرام شميدث    . لمجموعة أشعة نتروسوفيكية من فضاء شعاعي نتروسوفيكي

 . تروسوفيكية أشعة ن

 تمهيد  .2

في هذا القسم سنشير إلى مفهوم الفضاءات الخطية النتروسوفيكية، والفضاءات الخطية النتروسوفيكية المنظمة. وبعد ذلك سنقدم مجموعة من      

 المنظمة النتروسوفيكية، كمفهوم الجداء الداخلي النتروسوفيكي، والتعامد النتروسوفيكي في فضاء  والخطية بالفضاءات الخطيةالمفاهيم المتعلقة  

لووة الجداء الداخلي النتروسوفيكي، بالإضافة للجمق المتعامدة المنظمة نتروسوفيكياً، وتعريف لطريقة جرام شميدث نتروسوووفيكياً فووي إيجوواد جم

𝑥)، ولمجموعووة نتروسوووفيكية غيوور خاليووة 𝑋متعامدة منظمة نتروسوفيكياً، م  ذكر بعض الأمثلة التوضيحية. خلال هووذا البحووث تشووير  + 𝐼) 

𝑥‖العدد أما ، 𝑋 لعنصر من + 𝐼‖  نسميه نظيم العنصر(𝑥 + 𝐼). 

 العدد الحقيقي النتروسوفيكي: [12] :1التعريف 

𝑤يعرف العدد الحقيقي النتروسوفيكي بالعلاقة      = 𝑎 + 𝑏𝐼  حيث أن𝑎  و𝑏  أعداد حقيقة و𝐼 م  الأخذ بعين اسعتبار أن عنصر اللاتحديد .

0. 𝐼 = 𝐼𝑛و  0 = 𝐼  لجمي  قيم𝑛 .مثال ذلك: الموجبة 

𝑤 = 7− 9𝐼 ,𝑤 = −11 = −11 + 0𝐼 

 قسمة عددين حقيقيين نتروسوفيكيين: [12] :2التعريف 

𝑤1ليكن     = 𝑎1 + 𝑏1𝐼  و𝑤2 = 𝑎2 + 𝑏2𝐼 :عندئذ يكون 

𝑤1
𝑤2
=
𝑎1 + 𝑏1𝐼

𝑎2 + 𝑏2𝐼
=
𝑎1
𝑎2
+
𝑎2𝑏1 − 𝑎1𝑏2
𝑎2(𝑎2 + 𝑏2)

𝐼 …… (1) 

 :1الملاحظة 

√𝐼 = ∓𝐼 , 𝐼2 = 𝐼, 0. 𝐼 = 0 

 الفضاء الخطي النتروسوفيكي: :3التعريف 

  تسُوومىوالثانيووة  (+)الجموو   تسُوومى. الأولووى 𝑋 عمليتين جديتين على عناصر  . فإذا أمكننا تعريفمجموعة نتروسوفيكية غير خالية  𝑋لتكن     

.)الضرب بعدد   بحيث يتحقق ما يأتي: (

𝑥)من أجق أي عنصرين  أوسً: + 𝐼), (𝑦 + 𝐼)  من𝑋  يجب أن ينتمي(𝑥 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼)  إلى𝑋:ًوأيضا . 

(1).  (𝑥 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼) = (𝑦 + 𝐼) + (𝑥 + 𝐼); ∀(𝑥 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼) ∈ 𝑋  

(2).  (𝑥 + 𝐼) + ((𝑦 + 𝐼) + (𝑧 + 𝐼)) = ((𝑥 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼)) + (𝑧 + 𝐼) 

𝑥)وذلك  أياً كان. + 𝐼), (𝑦 + 𝐼), (𝑧 + 𝐼) ∈ 𝑋. 

(3).  ∀(𝑥 + 𝐼) ∈ 𝑋, ∃𝜃 + 𝐼 ∈ 𝑋 ∶ (𝑥 + 𝐼) + (𝜃 + 𝐼) = (𝑥 + 𝐼) 

(4).  ∀(𝑥 + 𝐼) ∈ 𝑋, ∃ − (𝑥 + 𝐼) ∈ 𝑋 ∶ (𝑥 + 𝐼) + (−(𝑥 + 𝐼)) = (𝜃 + 𝐼) 

𝜃)العنصر   + 𝐼)   يسمى العنصر الصفري )صفر الفضاء( وهو وحيد في حال وجوده، والعنصر−(𝑥 + 𝐼)  يسمى العنصر النظير للعنصر

(𝑥 + 𝐼)  وهو وحيد من أجق كق(𝑥 + 𝐼). 

𝑥)من أجق أي  ثانياً:   + 𝐼)    من𝑋  وأي عددλ  موون𝐾  حيووث (𝐾  فووإن )مجموعووة الأعووداد الحقيقيووة النتروسوووفيكية أو العقديووة النتروسوووفيكية

λ(𝑥 + 𝐼)  هو عنصر في𝑋 :ًوأيضا 

(1). λ . (𝜇(𝑥 + 𝐼)) = (λ . 𝜇)(𝑥 + 𝐼); ∀(𝑥 + 𝐼) ∈ 𝑋,∀λ, 𝜇 ∈ 𝐾  

(2). (λ + 𝜇) . (𝑥 + 𝐼) = λ . (𝑥 + 𝐼) + 𝜇 . (𝑥 + 𝐼); ∀(𝑥 + 𝐼) ∈ 𝑋, ∀λ, 𝜇 ∈ 𝐾  

(3). λ . ((𝑥 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼)) = λ . (𝑥 + 𝐼) + λ . (𝑦 + 𝐼) 
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; ∀(𝑥 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼) ∈ 𝑋,∀ λ, ∈ 𝐾  

(4).  1. (𝑥 + 𝐼) = (𝑥 + 𝐼); ∀(𝑥 + 𝐼) ∈ 𝑋  

,𝑋)عندئذ نسمي الثلاثية  + , .  خطياً نتروسوفيكياً.فضاءً  (

𝐾إذا كانت  = 𝑅  فضاء خطياً حقيقياً نتروسوفيكياً، وإذا كانت سمي𝐾 = 𝐶  فضاء خطياً عقدياً نتروسوفيكياً.سمي 

 : )الفضاء الخطي النتروسوفيكي المنظم(:4التعريف 

𝑥)عن فضاء خطي نتروسوفيكي أنه منظم إذا أمكن أن نقرن كق عنصريقُال   + 𝐼)  من𝑋  بعدد حقيقي نتروسوفيكي نرمووز لووه بووالرمز‖𝑥 +

𝐼‖𝑋  ًونكتب اختصارا‖𝑥 + 𝐼‖ :بحيث تتحقق الشروط الآتية 

(1).  ‖𝑥 + 𝐼‖ ≥ 0; ∀(𝑥 + 𝐼) ∈ 𝑋, ‖𝑥 + 𝐼‖ = 0 ⇔ 𝑥 + 𝐼 = 0  

(2).  ‖λ(𝑥 + 𝐼)‖ = |λ|‖𝑥 + 𝐼‖; ∀(𝑥 + 𝐼) ∈ 𝑋,∀λ ∈ 𝐾 

(3).  ‖(𝑥 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼)‖ ≤ ‖𝑥 + 𝐼‖ + ‖𝑦 + 𝐼‖;∀(𝑥 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼) ∈ 𝑋 

 بمتراجحة المثلث نتروسوفيكياً. (3)تسمى العلاقة الأخيرة 

𝑥‖أما العدد  + 𝐼‖  نسميه نظيم العنصر(𝑥 + 𝐼). 

 

 : )الجداء الداخلي النتروسوفيكي(:5التعريف 

 فضاء شعاعياً حقيقياً نتروسوفيكياً. نسمي التطبيق: 𝐸ليكن    

〈 , 〉 ∶ 𝐸 × 𝐸 → 𝑅 

;  (𝑥 + 𝐼, 𝑦 + 𝐼) → 〈𝑥 + 𝐼, 𝑦 + 𝐼〉 

 بحيث تتحقق الشروط الآتية:

(1).  〈𝑥 + 𝐼, 𝑥 + 𝐼〉 ≥ 0, 〈𝑥 + 𝐼, 𝑥 + 𝐼〉 = 0 ⇔ 𝑥 + 𝐼 = 𝜃  

(2).  〈λ(𝑥 + 𝐼), 𝑧 + 𝐼〉 = λ〈𝑥 + 𝐼, 𝑧 + 𝐼〉 

(3).  〈(𝑥 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼), 𝑧 + 𝐼〉 = 〈𝑥 + 𝐼, 𝑧 + 𝐼〉 + 〈𝑦 + 𝐼, 𝑧 + 𝐼〉 

𝑥)حيث  + 𝐼), (𝑦 + 𝐼), (𝑧 + 𝐼) ∈ 𝐸  وλ ∈ 𝑅  بجداء داخلي نتروسوفيكي في،𝐸. 

 :1المبرهنة 

 هو فضاء منظم نظيمه يولد بالجداء الداخلي ويعطى بالعلاقة: 𝐸كق فضاء حقيقي نتروسوفيكي    

‖𝑥 + 𝐼‖ = √〈𝑥 + 𝐼, 𝑥 + 𝐼〉 

 البرهان:

𝑥〉من الواضح أن المساواة السابقة لها معنى لأن:     + 𝐼, 𝑥 + 𝐼〉 ≥  دوماً. ولنتحقق من موضوعات النظيم نجد: 0

(1).  ‖𝑥 + 𝐼‖ = 〈𝑥 + 𝐼, 𝑥 + 𝐼〉 ≥ 0  

 ولدينا:

𝑥 + 𝐼 = 𝜃 ⇔ 〈𝑥 + 𝐼, 𝑥 + 𝐼〉 = 0 ⇔ √〈𝑥 + 𝐼, 𝑥 + 𝐼〉 = 0 ⇔ ‖𝑥 + 𝐼‖ = 0 

(2).  ‖λ(𝑥 + 𝐼)‖ = √〈λ(𝑥 + 𝐼), λ(𝑥 + 𝐼)〉 = √λ2〈(𝑥 + 𝐼), (𝑥 + 𝐼)〉 = |λ|√〈𝑥 + 𝐼, 𝑥 + 𝐼〉 = |λ|‖𝑥 + 𝐼‖ 

(3).  ‖(𝑥 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼)‖2 = 〈(𝑥 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼), (𝑥 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼)〉

= 〈(𝑥 + 𝐼), (𝑥 + 𝐼)〉 + 2〈(𝑥 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼)〉 + 〈(𝑦 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼)〉

≤ 〈(𝑥 + 𝐼), (𝑥 + 𝐼)〉 + 2√〈(𝑥 + 𝐼), (𝑥 + 𝐼)〉 〈(𝑦 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼)〉 + 〈(𝑦 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼)〉

= (‖𝑥 + 𝐼‖ + ‖𝑦 + 𝐼‖)2 

 :1المثال 

 :𝐸 أثبت صحة المتطابقة الآتية في   

(‖𝑥 + 𝐼‖ + ‖𝑦 + 𝐼‖)2 + (‖𝑥 + 𝐼‖ − ‖𝑦 + 𝐼‖)2 = 2(‖𝑥 + 𝐼‖2 + ‖𝑦 + 𝐼‖2) 

 الحل:

𝑙1 = (‖𝑥 + 𝐼‖ + ‖𝑦 + 𝐼‖)
2 + (‖𝑥 + 𝐼‖ − ‖𝑦 + 𝐼‖)2 

𝑙1 = 〈(𝑥 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼), (𝑥 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼)〉 + 〈(𝑥 + 𝐼) − (𝑦 + 𝐼), (𝑥 + 𝐼) − (𝑦 + 𝐼)〉 
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𝑙1 = 〈(𝑥 + 𝐼), (𝑥 + 𝐼)〉 + 2〈(𝑥 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼)〉 + 〈(𝑦 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼)〉 + 〈(𝑥 + 𝐼), (𝑥 + 𝐼)〉

− 2〈(𝑥 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼)〉 + 〈(𝑦 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼)〉 

𝑙1 = 2(〈(𝑥 + 𝐼), (𝑥 + 𝐼)〉 + 〈(𝑦 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼)〉) 

𝑙1 = 2(‖𝑥 + 𝐼‖
2 + ‖𝑦 + 𝐼‖2) = 𝑙2 

 :2المثال 

 تعطى بالعلاقة: هو فضاء متري نتروسوفيكي مسافته𝐸 أثبت أن الفضاء النتروسوفيكي المنظم 

𝑑(𝑥 + 𝐼, 𝑦 + 𝐼) = ‖(𝑥 + 𝐼) − (𝑦 + 𝐼)‖; (𝑥 + 𝐼), (𝑦 + 𝐼) ∈ 𝐸  

 الحل:

𝑥)ليكن  + 𝐼), (𝑦 + 𝐼), (𝑧 + 𝐼) ∈ 𝐸 :ولنتحقق من موضوعات المسافة 

(1).  𝑑(𝑥 + 𝐼, 𝑦 + 𝐼) = ‖(𝑥 + 𝐼) − (𝑦 + 𝐼)‖ > 0  

 ولدينا:

𝑑(𝑥 + 𝐼, 𝑦 + 𝐼) = 0 ⇔ ‖(𝑥 + 𝐼) − (𝑦 + 𝐼)‖ = 0 ⇔ (𝑥 + 𝐼) − (𝑦 + 𝐼) = 0 ⇔ (𝑥 + 𝐼) = (𝑦 + 𝐼) 

(2).  𝑑(𝑥 + 𝐼, 𝑦 + 𝐼) = ‖(𝑥 + 𝐼) − (𝑦 + 𝐼)‖ = ‖(−1)((𝑦 + 𝐼) − (𝑥 + 𝐼))‖ = |λ|√〈𝑥 + 𝐼, 𝑥 + 𝐼〉

= |−1|‖(𝑦 + 𝐼) − (𝑥 + 𝐼)‖ = ‖(𝑦 + 𝐼) − (𝑥 + 𝐼)‖ = 𝑑(𝑦 + 𝐼, 𝑥 + 𝐼) 

(3). 𝑑(𝑥 + 𝐼, 𝑧 + 𝐼) = ‖(𝑥 + 𝐼) − (𝑧 + 𝐼)‖ = ‖(𝑥 + 𝐼) − (𝑦 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼) − (𝑧 + 𝐼)‖

≤ ‖(𝑥 + 𝐼) − (𝑦 + 𝐼)‖ + ‖(𝑦 + 𝐼) − (𝑧 + 𝐼)‖ = 𝑑(𝑥 + 𝐼, 𝑦 + 𝐼) + 𝑑(𝑦 + 𝐼, 𝑧 + 𝐼) 

 :3المثال 

,𝑎]فضاء شعاعياً نتروسوفيكياً لتواب  حقيقيووة نتروسوووفيكية مسووتمرة علووى المجووال   𝑉ليكن   𝑏]  أي𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 ولوويكن ،〈𝑓, 𝑔〉 =

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥   على جداءً داخليا𝑉 :وبفرض أن 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝐼) + 2 

𝑔(𝑥) = 3(𝑥 + 𝐼) − 2 

,𝑓〉أوجد  𝑔〉  حيث𝑥 ∈ [0,1]. 

 الحل:

〈𝑓, 𝑔〉 = ∫𝑓(𝑥)

1

0

𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫((𝑥 + 𝐼) + 2)

1

0

(3(𝑥 + 𝐼) − 2)𝑑𝑥 

〈𝑓, 𝑔〉 = ∫(3(𝑥 + 𝐼)2 − 2(𝑥 + 𝐼) + 6(𝑥 + 𝐼) − 4)

1

0

𝑑𝑥 

〈𝑓, 𝑔〉 = ∫(3𝑥2 + 6𝑥𝐼 + 𝐼 + 4𝑥 + 4𝐼 − 4)

1

0

𝑑𝑥 

〈𝑓, 𝑔〉 = ∫(3𝑥2 + (6𝐼 + 4)𝑥 + 5𝐼 − 4)

1

0

𝑑𝑥 

〈𝑓, 𝑔〉 = [𝑥3 + (3𝐼 + 2)𝑥2 + (5𝐼 − 4)𝑥]0
1  

〈𝑓, 𝑔〉 = 1 + 3𝐼 + 2 + 5𝐼 − 4 

〈𝑓, 𝑔〉 = −1 + 8𝐼 

 (: )التعامد في فضاءات الجداء الداخلي النتروسوفيكي6التعريف 

𝑢)ليكن     + 𝐼)  و(𝑣 + 𝐼)  شعاعين من فضاء جداء داخلي(𝑉, 〈 , 𝑢). نقول إن الشعاع  (〈 + 𝐼)  يعامد الشعاع(𝑣 + 𝐼) :إذا كان 
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〈𝑢 + 𝐼, 𝑣 + 𝐼〉 = (𝑢 + 𝐼)(𝑣 + 𝐼) = 0 = 0 + 0𝐼 

 :4مثال ال

 أثبت تعامد الشعاعين الآتيين:  

𝑢 + 𝐼 = (7 + 𝐼, 0), 𝑣 + 𝐼 = (0,2 + 𝐼) 

 الحل:

〈𝑢 + 𝐼, 𝑣 + 𝐼〉 = (𝑢 + 𝐼)(𝑣 + 𝐼) = (7 + 𝐼)(0) + (0)(2 + 𝐼) = 0 + 0 = 0 

 

 :5مثال ال

 تعامد الشعاعين الآتيين:أثبت 

𝑢 + 𝐼 = (1 + 𝐼, 2 + 𝐼,−3 − 𝐼, 4 + 𝐼), 𝑣 + 𝐼 = (3 + 𝐼, 4 + 𝐼, 1 + 𝐼, −2 − 𝐼) 

 الحل:

〈𝑢 + 𝐼, 𝑣 + 𝐼〉 = (𝑢 + 𝐼)(𝑣 + 𝐼) = (1 + 𝐼)(3 + 𝐼) + (2 + 𝐼)(4 + 𝐼) + (−3 − 𝐼)(1 + 𝐼) + (4 + 𝐼)(−2 − 𝐼) 

〈𝑢 + 𝐼, 𝑣 + 𝐼〉 = 3 + 5𝐼 + 8 + 7𝐼 − 3 − 5𝐼 − 8 − 7𝐼 = 0   

 الجملة النتروسوفيكية المتعامدة المنظمة()  :7التعريف 

𝑢1}قول عن الجملة     + 𝐼, 𝑢2 + 𝐼, …… , 𝑢𝑛 + 𝐼 } :إذا كانت كق اشعتها غير صفرية وكانت هذه الأشعة متعامدة مثنى مثنى أي 

〈𝑢𝑖 + 𝐼, 𝑢𝑗 + 𝐼〉 = 0 ; 𝑖 ≠ 𝑗 

 ونقول إنها منظمة إذا كان:

〈𝑢𝑖 + 𝐼, 𝑢𝑗 + 𝐼〉 = 1 ; 𝑖 = 𝑗 

 نتروسوفيكي(:: )المسقط القائم لشعاع نتروسوفيكي على شعاع 8التعريف 

𝑢)ليكن      + 𝐼)   و(𝑣 + 𝐼)   شعاعين نتروسوفيكين غير صفريين من𝑉  نسمي الشعاع .
〈𝑢+𝐼,𝑣+𝐼〉

〈𝑣+𝐼,𝑣+𝐼〉
(𝑣 + 𝐼)  المسقط القائم للشعاع(𝑢 + 𝐼)  

𝑣)على الشعاع   + 𝐼)   ونرمز له بالرمز𝑃𝑟𝑣+𝐼(𝑢 + 𝐼)  :ونكتب 

𝑃𝑟𝑣+𝐼(𝑢 + 𝐼) =
〈𝑢 + 𝐼, 𝑣 + 𝐼〉

〈𝑣 + 𝐼, 𝑣 + 𝐼〉
(𝑣 + 𝐼) 

 ة جرام شميدث في التعامد نتروسوفيكياً(: )خوارزمي9التعريف 

𝑢1}إذا كانت     + 𝐼, 𝑢2 + 𝐼, …… , 𝑢𝑛 + 𝐼 }  قاعدة للفضاء النتروسوفيكي𝑉 :وإذا كان 

𝑣1 + 𝐼 = 𝑢1 + 𝐼 

𝑣2 + 𝐼 = 𝑢2 + 𝐼 − 𝑃𝑟𝑣1+𝐼(𝑢2 + 𝐼) 

𝑣3 + 𝐼 = 𝑢3 + 𝐼 − 𝑃𝑟𝑣1+𝐼(𝑢3 + 𝐼) − 𝑃𝑟𝑣2+𝐼(𝑢3 + 𝐼) 

 .................................................... 

𝑣𝑛 + 𝐼 = 𝑢𝑛 + 𝐼 − 𝑃𝑟𝑣1+𝐼(𝑢𝑛 + 𝐼)−. . . . . . . . . . . . −𝑃𝑟𝑣𝑛−1+𝐼(𝑢𝑛 + 𝐼) 

 فإن الجملة:

{𝑤1 =
𝑣1 + 𝐼

‖𝑣1 + 𝐼‖
, 𝑤2 =

𝑣2 + 𝐼

‖𝑣2 + 𝐼‖
, … , 𝑤𝑛 =

𝑣𝑛 + 𝐼

‖𝑣𝑛 + 𝐼‖
} 

 .𝑉تشكق قاعدة منظمة متعامدة للفضاء النتروسوفيكي 

 :4المثال 

 لتكن القاعدة النتروسوفيكية:  

{
𝑢1 + 𝐼 = (1 + 𝐼, 1 + 𝐼, 1 + 𝐼), 𝑢2 + 𝐼 = (0,1 + 𝐼, 1 + 𝐼)

𝑢3 + 𝐼 = (0,0,1 + 𝐼)
} 

 باستخدام خوارزمية جرام شميدث نتروسوفيكياً. 𝑤𝑖. أوجد القاعدة المنظمة المتعامدة 𝑅3للفضاء النتروسوفيكي 

 الحل:
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𝑣1 + 𝐼 = 𝑢1 + 𝐼 = (1 + 𝐼, 1 + 𝐼, 1 + 𝐼) 

𝑣2 + 𝐼 = 𝑢2 + 𝐼 − 𝑃𝑟𝑣1+𝐼(𝑢2 + 𝐼) = 𝑢2 + 𝐼 −
〈𝑢2 + 𝐼, 𝑣1 + 𝐼〉

〈𝑣1 + 𝐼, 𝑣1 + 𝐼〉
(𝑣1 + 𝐼) 

𝑣2 + 𝐼 = (0,1 + 𝐼, 1 + 𝐼) −
2(1 + 𝐼)2

3(1 + 𝐼)2
(1 + 𝐼, 1 + 𝐼, 1 + 𝐼) 

𝑣2 + 𝐼 = (0,1 + 𝐼, 1 + 𝐼) −
2 + 6𝐼

3 + 9𝐼
(1 + 𝐼, 1 + 𝐼, 1 + 𝐼) 

𝑣2 + 𝐼 = (0,1 + 𝐼, 1 + 𝐼) −
2

3
(1 + 𝐼, 1 + 𝐼, 1 + 𝐼) 

𝑣2 + 𝐼 = (0,1 + 𝐼, 1 + 𝐼) − (
2

3
+
2

3
𝐼,
2

3
+
2

3
𝐼,
2

3
+
2

3
𝐼) 

𝑣2 + 𝐼 = (
−2

3
−
2

3
𝐼,
1

3
+
1

3
𝐼,
1

3
+
1

3
𝐼) 

𝑣3 + 𝐼 = 𝑢3 + 𝐼 − 𝑃𝑟𝑣1+𝐼(𝑢3 + 𝐼) − 𝑃𝑟𝑣2+𝐼(𝑢3 + 𝐼) 

𝑣3 + 𝐼 = 𝑢3 + 𝐼 −
〈𝑢3 + 𝐼, 𝑣1 + 𝐼〉

〈𝑣1 + 𝐼, 𝑣1 + 𝐼〉
(𝑣1 + 𝐼) −

〈𝑢3 + 𝐼, 𝑣2 + 𝐼〉

〈𝑣2 + 𝐼, 𝑣2 + 𝐼〉
(𝑣2 + 𝐼) 

𝑣3 + 𝐼 = (0,0,1 + 𝐼) −
(1 + 𝐼)2

3(1 + 𝐼)2
(1 + 𝐼, 1 + 𝐼, 1 + 𝐼)

−
(
1
3 +

1
3 𝐼)

(1 + 𝐼)

(
2
3 +

2
3 𝐼)

2

+ 2(
1
3 +

1
3 𝐼)

2 (
−2

3
−
2

3
𝐼,
1

3
+
1

3
𝐼,
1

3
+
1

3
𝐼) 

𝑣3 + 𝐼 = (0,0,1 + 𝐼) − (
1

3
+
1

3
𝐼,
1

3
+
1

3
𝐼,
1

3
+
1

3
𝐼) −

1

2
(
−2

3
−
2

3
𝐼,
1

3
+
1

3
𝐼,
1

3
+
1

3
𝐼) 

𝑣3 + 𝐼 = (0,
−1

2
−
1

2
𝐼,
1

2
+
1

2
𝐼) 

 ومنه:

𝑤1 + 𝐼 =
𝑣1 + 𝐼

‖𝑣1 + 𝐼‖
=
(1 + 𝐼, 1 + 𝐼, 1 + 𝐼)

√3(1 + 𝐼)2
=
(1 + 𝐼, 1 + 𝐼, 1 + 𝐼)

√3 + 9𝐼
 

𝑤1 + 𝐼 = (
1 + 𝐼

√3+ 9𝐼
,
1 + 𝐼

√3 + 9𝐼
,
1 + 𝐼

√3 + 9𝐼
) 

𝑤2 + 𝐼 =
𝑣2 + 𝐼

‖𝑣2 + 𝐼‖
=
(
−2
3
−
2
3
𝐼,
1
3
+
1
3
𝐼,
1
3
+
1
3
𝐼)

√2
3
+ 2𝐼

 

𝑤2 + 𝐼 =

(

 

−2
3 −

2
3 𝐼

√2
3
+ 2𝐼

,

1
3 +

1
3 𝐼

√2
3
+ 2𝐼

,

1
3 +

1
3 𝐼

√2
3
+ 2𝐼)

  

𝑤3 + 𝐼 =
𝑣3 + 𝐼

‖𝑣3 + 𝐼‖
=
(0,
−1
2 −

1
2 𝐼,
1
2 +

1
2 𝐼)

√1
2 +

3
2 𝐼

 

𝑤3 + 𝐼 =

(

 0,

−1
2 −

1
2 𝐼

√1
2 +

3
2 𝐼

,

1
2 +

1
2 𝐼

√1
2+

3
2 𝐼)
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 إذن:  

{𝑤1 + 𝐼,𝑤2 + 𝐼, 𝑤3 + 𝐼} 

𝑅3تشكق قاعدة منظمة متعامدة للفضاء النتروسوفيكي  ∪ 𝐼:ويمكن التحقق من ذلك كما يأتي . 

〈𝑤1 + 𝐼,𝑤1 + 𝐼〉 = ‖𝑤1 + 𝐼‖
2 = (√

3(1 + 𝐼)2

3 + 9𝐼
)

2

=
3+ 9𝐼

3 + 9𝐼
= 1 

〈𝑤2 + 𝐼,𝑤2 + 𝐼〉 = ‖𝑤1 + 𝐼‖
2 =

(
2
3 +

3
2 𝐼)

2

+ 2(
1
3 +

1
3 𝐼)

2

2
3 + 2𝐼

=

2
3 + 2𝐼

2
3 + 2𝐼

= 1 

〈𝑤3 + 𝐼,𝑤3 + 𝐼〉 = ‖𝑤1 + 𝐼‖
2 =

2(
1
2 +

1
2 𝐼)

2

1
2
+
3
2
𝐼

=

1
2
+
3
2
𝐼

1
2
+
3
2
𝐼
= 1 

 فالجملة منظمة.إذن 

 ولدينا:

〈𝑤1 + 𝐼,𝑤2 + 𝐼〉 =
(1 + 𝐼) (

−2
3
−
3
2
𝐼) + 2(1 + 𝐼) (

1
3
+
1
3
𝐼)

√3 + 9𝐼√
2
3 + 2𝐼

=

−2
3 −

2
3 𝐼 −

2
3 𝐼 −

2
3 𝐼 +

2
3 +

2
3 𝐼 +

2
3 𝐼 +

2
3 𝐼

√3 + 9𝐼√
2
3 + 2𝐼

=
0

√3+ 9𝐼√
2
3 + 2𝐼

= 0 

〈𝑤1 + 𝐼, 𝑤3 + 𝐼〉 =
0 + (1 + 𝐼) (

−1
2 −

1
2 𝐼) +

(1 + 𝐼) (
1
2+

1
2 𝐼)

√3+ 9𝐼√
1
2 +

3
2 𝐼

=

−1
2 −

1
2 𝐼 −

1
2 𝐼 −

1
2 𝐼 +

1
2 +

1
2 𝐼 +

1
2 𝐼 +

1
2 𝐼

√3+ 9𝐼√
1
2 +

3
2 𝐼

=
0

√3 + 9𝐼√
1
2
+
3
2
𝐼

= 0 

〈𝑤2 + 𝐼,𝑤3 + 𝐼〉 =
0 + (

1
3
+
1
3
𝐼) (

−1
2
−
1
2
𝐼) + (

1
3
+
1
3
𝐼) (

1
2
+
1
2
𝐼)

√2
3
+ 2𝐼√

1
2
+
3
2
𝐼

=

−1
6
−
1
6
𝐼 −

1
6
𝐼 −

1
6
𝐼 +

1
6
+
1
6
𝐼 +

1
6
𝐼 +

1
6
𝐼

√2
3
+ 2𝐼√

1
2
+
3
2
𝐼

=
0

√2
3
+ 2𝐼√

1
2
+
3
2
𝐼

= 0 

 إذن فالجملة متعامدة.
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