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وسوفيكية، كما    الملخص:  وسوفيكية، بالإضافة لمجموع المتسلسلة العددية النتر ي هذه الدراسة سيتم عرض تعريف المتسلسلة العددية النتر
ف 

مفهوم   تقديم  العددية  سيتم  المتسلسلة  لتقارب  الاختبارات  بعض  عرض  خلال  من  وذلك  وسوفيكية،  النتر العددية  للمتسلسلة  التقارب 

وسوفيكية، و تعريف مفهومي التقارب النقطي   ي من هذه الدراسة، سنعرض فيه تعريف لمتسلسلات الدوال النتر
وسوفكية، أما الجزء الثان  و  النتر

وسوفيكية وإيجاد نصف قطر التقارب ودراسة نشر ماك لوران للدوال  التقارب المنتظم لهذه المتتاليات ، إضافة لتعريف متسلسلات القوى النتر

وسوفيكية.  وسوفيكية، وفتح المجال لدراسة نشر فورييه للدوال النتر  النتر

 

وسوفيكي : الكلمات الرئيسيّة ، المتتالية النتر وسوفيك  ، جذر العدد النتر وسوفيك    النتر
 .ةالعدد الحقيقر

 

 مقدمة .1

ي )  1995عام    F.Smarandache  فلورنتر  سمارانداكة عمم ، ثم ظهرت  Fuzzyمفهوم المنطق الضبان  وسوفيكي ( إلى المنطق النتر

التبولوجيا   ي 
ف  سيما  لا  فروعها  بجميع  الرياضيات  ي 

ف  وخاصة  العلوم  أنواع  شتر  ي 
ف  الجديد  المنطق  هذا  ي 

ف  الأبحاث  من  العديد 

[ [. إن العالم الذي يحيط بنا تتسم أحداثه ووقائعه بالتناقض والغموض واللاتحديد حيث تفسح كل قضية بالصدق ومرة  4[،]3[،]2[،]1والجت 

وس الذي  وفيكي  بالكذب باللا تحديد. لذلك برزت حاجتنا لمنطق جديد يعكس حقيقة رؤيتنا النسبية لهذا الواقع. هذا المنطق هو المنطق النتر

وفيسور الأمريكي فلورنتت   سمارنداكة ]يدرس و  [(، بحث يأخذ هذا المنطق بعت   الاعتبار كل فكرة مع  5ي  هتم بالحياد )للتوسع انظر أبحاث الت 

( بدرجات، ويمكننا  I( بدرجات والحياد )F( بدرجات والخطأ )Tنقيضها مع طيف الحياد، حيث يأخذ هذا المنطق كل بيان بثلاث أبعاد هي الصح )

وسوفيك المجموعات  T,I,Fعن ذلك بالشكل )  أن نعت   ي والمنطق العادي، ثم انبثق عن منطق النتر  أدق من المنطق الضبان 
ً
( وهذا يعطي وصفا

وفيسور المصري أحمد سلامة وفريق من الباحثت     وسوفيكية الهشة كتطوير لنظرية المجموعات الكلاسيكية وفق هذا المنطق على يد الت  النتر

وفيسور المصري أحمد سلامة عام  . كما قد 2014عام   الت  وسوفيكية     2013م  النتر النقط  انتماء    الكريسب دراسة حول مفهوم  وعرف مفهوم 

وسوفيكية هشة]عنصر  وسوفيكية الكريسب و   A. A. Salamaسلامة    , ويعتت  [6 ما لمجموعة نتر وقدم وآخرون    أول من قدم نظرية الفئات النيتر

  ] .24- 12 المراجع[ حاسب ونظم المعلومات كما ف  العديد من التطبيقات ف  علوم ال 

ي مجلة  
وسوفيكية وتم نشر مقال ف  بعنوان دراسة تكامل دالة    IJNSوقام الباحث ملاذ الأسود بعرض تعريف تكامل لدالة السمك النتر

وسوفيكية] وسوفيكية فقد  7السمك النتر ، وفيما يتعلق بالأعداد العقدية النتر
ً
وسوفيكيا ي تعريف أنماط جديدة لمعادلات تفاضلية نتر

[، وتطبيقها ف 

الصيغة القطبية للعدد العقدي    قام الباحثان الدكتور رياض الحميدو والأستاذ مياس اسماعيل بدراسة هذه الأعداد، حيث قام الباحثان بتعريف

[ وسوفيكي ي مجلة  8النتر
وسوفيكية، من خلال نشر بحث ف  النتر العقدية   بدراسة الأعداد 

ً
أيضا الباحث ملاذ الأسود   Neutrosophic[، وقام 

Knowledge  [9وسوفيكية يعتت  هذا العمل هو الأول من نوعه بدراسة هكذا نوع م ي  [،أما فيما يتعلق بالمتسلسلات النتر
ا تم ف  ن المتتاليات، أخت 

ي نظرية الأعداد بجامعة كرايوفا، رومانيا] 1997العام 
 [. 10تنظيم مؤتمر دولىي حول المفاهيم السمارانداكية ف 

 :  تمهيد .2

وسوفيكية العددية المنتهية. وبعد ذلك سنقدم   وسوفيكية العددية، والمتتالية النتر ي هذا القسم سنشت  إلى مفهوم المتسلسة النتر
ف 

وسوفيكية، ومجموع متسلسلتت    مج وسوفيكية العددية، كدراسة تقارب المتسلسلة العددية النتر موعة من المفاهيم المتعلقة بالمتسلسلة النتر
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وسوفيكية، ودراسة التقارب النقطي والمنتظم لهذ وسوفيكية، وتعريف متسلسلات الدوال الحقيقية النتر وسوفيكيتسن، وجداء السلاسل النتر ه  نتر

وسوفيكية، مع ذكر بعض الأمثلة التوضيحية. خلال هذا البحث تشت  الدوال  للدوال النتر
ً
وسوفيكيا  ، إضافة لتعريف نشر تايلور ونشر ماك لوران نتر

A  _∑وسوفيكية غت  خالية، و وسوفيكية العددية  (a_n+I)▒∞^(n=1)لمجموعة نتر  . للمتسلسلة النتر

 

:  [𝟏𝟏]. 1التعريف  وسوفيكي ي النتر
 العدد الحقيقر

وس        وفيكي بالعلاقة   ي النتر
𝑤يعرف العدد الحقيقر = 𝑎 + 𝑏𝐼   حيث أن𝑎   و𝑏   أعداد حقيقة و𝐼  مع الأخذ بعت   الاعتبار عنصر         اللاتحديد .

.0أن  𝐼 = 𝐼𝑛و  0 = 𝐼  لجميع قيم𝑛  .مثال ذلك:  الموجبة 

𝑤 = 1 − 2𝐼 , 𝑤 = −3 = −3 + 0𝐼 

:  [𝟏𝟏]. 2التعريف  وسوفيكيي    قسمة عددين حقيقيي   نتر

𝑤1ليكن  = 𝑎1 + 𝑏1𝐼  و𝑤2 = 𝑎2 + 𝑏2𝐼  :عندئذ يكون 

𝑤1

𝑤2
=

𝑎1 + 𝑏1𝐼

𝑎2 + 𝑏2𝐼
=

𝑎1

𝑎2
+

𝑎2𝑏1 − 𝑎1𝑏2

𝑎2(𝑎2 + 𝑏2)
𝐼 … … (1) 

𝐼√: 1الملاحظة  = ∓𝐼 , 𝐼2 = 𝐼, 0. 𝐼 = 0. 

وسوفيكية: 3التعريف   : المتسلسلة العددية النتر

𝑎𝑛)لتكن  + 𝐼)  :وسوفيكية. نسمي المجموع غت  المنته  متتالية من الأعداد الحقيقية النتر

∑(𝑎𝑛 + 𝐼)

∞

𝑛=1

= (𝑎1 + 𝐼) + (𝑎2 + 𝐼) + ⋯ + (𝑎𝑛 + 𝐼) + ⋯  … … (2) 

وسوفيكية ونسمي  𝑎1بمتسلسلة عددية نتر + 𝐼, 𝑎2 + 𝐼, … , 𝑎𝑛 + 𝐼  حدود هذه المتسلسلة أما𝑎𝑛 + 𝐼  .فهو الحد العام للمتسلسلة 

∑لتكن  : 4التعريف  (𝑎𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1  وسوفيكية ما. نسمي المتتالية 𝐴𝑛)متسلسلة عددية نتر + 𝐼)  :المعرفة بالشكل 

𝐴1 + 𝐼 = 𝑎1 + 𝐼 

𝐴2 + 𝐼 = (𝑎1 + 𝐼) + (𝑎2 + 𝐼) 

 ............................................... 

𝐴𝑛 + 𝐼 = (𝑎1 + 𝐼) + (𝑎2 + 𝐼) + ⋯ + (𝑎𝑛 + 𝐼) 

∑بمتتالية المجاميع الجزئية للمتسلسلة   (𝑎𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1 . 

∑نقول عن المتسلسلة   :5التعريف   (𝑎𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1   إنها متقاربة إذا كانت متتالية المجاميع الجزئية لها(𝐴𝑛 + 𝐼)   متقاربة وفيما عدا ذلك

 نقول إنها متباعدة. ونكتب: 

lim
𝑛→∞

(𝐴𝑛 + 𝐼) = 𝐴 + 𝐼 

𝐴نسمي  + 𝐼  مجموع المتسلسلة∑ (𝑎𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1. 

 :1المثال 

وسوفيكية: أوجد مجموع المتسلسلة   النتر

∑
1

(𝑛 + 𝐼)(𝑛 + 𝐼 + 1)

∞

𝑛=1

 

 الحل: 

 لدينا: 

𝑎𝑛 + 𝐼 =
1

(𝑛 + 𝐼)(𝑛 + 𝐼 + 1)
=

1

(𝑛 + 𝐼)
−

1

(𝑛 + 𝐼 + 1)
 

 نشكل متتالية المجاميع الجزئية نجد: 

𝐴𝑛 + 𝐼 = (
1

1 + 𝐼
−

1

2 + 𝐼
) + (

1

2 + 𝐼
−

1

3 + 𝐼
) + ⋯ + (

1

𝑛 + 𝐼
−

1

𝑛 + 𝐼 + 1
) 

𝐴𝑛 + 𝐼 =
1

1 + 𝐼
−

1

𝑛 + 𝐼 + 1
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 ومنه: 

lim
𝑛→∞

(𝐴𝑛 + 𝐼) = lim
𝑛→∞

(
1

1 + 𝐼
−

1

𝑛 + 𝐼 + 1
) =

1

1 + 𝐼
= 1 −

1

2
𝐼 

1إذن فالمتسلسلة متقاربة ومجموعها يساوي   −
1

2
𝐼. 

 :2المثال 

وسوفيكية:   أوجد مجموع المتسلسلة الهندسية النتر

∑(𝑎 + 𝐼)𝑞𝑛−1

∞

𝑛=1

; 𝑎 ≠ 0 

 الحل: 

 نشكل متتالية المجاميع الجزئية نجد: 

𝐴𝑛 + 𝐼 = 𝑎 + 𝐼 + (𝑎 + 𝐼)𝑞 + (𝑎 + 𝐼)𝑞2 + ⋯ + (𝑎 + 𝐼)𝑞𝑛−1 … … (3) 

ب الطرفت   بالعدد   نجد:  𝑞−نصر 

−𝑞(𝐴𝑛 + 𝐼) = −𝑞(𝑎 + 𝐼) − (𝑎 + 𝐼)𝑞2 − (𝑎 + 𝐼)𝑞3 + ⋯ − (𝑎 + 𝐼)𝑞𝑛 … … (4) 

 نجد:  (4)و  (3)بجمع العلاقتت   

(𝐴𝑛 + 𝐼) − 𝑞(𝐴𝑛 + 𝐼) = (1 − 𝑞𝑛)(𝑎 + 𝐼) 

(1 − 𝑞)(𝐴𝑛 + 𝐼) = (1 − 𝑞𝑛)(𝑎 + 𝐼) 

𝐴𝑛 + 𝐼 = (𝑎 + 𝐼)
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
 

 ونمت   الحالات الآتية: 

(1) :|𝑞| < limعندئذ  1
𝑛→∞

𝑞𝑛 =  ومنه:  0

lim
𝑛→∞

(𝐴𝑛 + 𝐼) =
𝑎 + 𝐼

1 − 𝑞
 

ي هذه الحالة تكون 
وسوفيكية متقاربة ومجموعها يساويإذن ف   المتسلسلة الهندسية النتر

𝑎+𝐼

1−𝑞
𝑎حيث   + 𝐼  حدها الأول و𝑞 .أساسها 

(2) :|𝑞| > limعندئذ  1
𝑛→∞

𝑞𝑛 =  ومنه:  ∞

lim
𝑛→∞

(𝐴𝑛 + 𝐼) = ∞ 

وسوفيكية متباعدة.  ي هذه الحالة تكون المتسلسلة الهندسية النتر
 إذن ف 

(3) :𝑞 = ∑عندئذ نحصل على المتسلسلة  1 (𝑎 + 𝐼)𝑞𝑛−1∞
𝑛=1  .وهي متباعدة 

(4) :𝑞 =  عندئذ نحصل على المتسلسلة:  1−

∑(𝑎 + 𝐼)𝑞𝑛−1

∞

𝑛=1

= (𝑎 + 𝐼) − (𝑎 + 𝐼) + (𝑎 + 𝐼) − (𝑎 + 𝐼) + ⋯ 

ي هذه الحالة أن متتالية المجاميع الجزئية للمتسلسلة الناتجة ليس لها نهاية معينة:  
 نلاحظ ف 

limفردي ينتج أن:  𝑛من أجل 
𝑛→∞

(𝐴𝑛 + 𝐼) = (𝑎 + 𝐼). 

ي ينتج أن:  𝑛ومن أجل  limزوج 
𝑛→∞

(𝐴𝑛 + 𝐼) = 0. 

وسوفيكية ذوات الحدود الموجبة:   بعض اختبارات التقارب للمتلسلات العددية النتر

 : )اختبار المقارنة الأول(. 1هنة المت  

∑لتكن   (𝑎𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1   و∑ (𝑏𝑛 + 𝐼)∞

𝑛=1   وس وفيكيتت   ذوات حدود موجبة وليكن 𝑎𝑛متس لس لتت   عدديتت   نتر + 𝐼 < 𝑏𝑛 + 𝐼  من أجل أي

𝑛 ∈ 𝑁  :عندئذ 

∑تقارب المتسلسلة  -1 (𝑏𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1  يؤدي إلى تقارب المتسلسلة∑ (𝑎𝑛 + 𝐼)∞

𝑛=1. 

∑تباعد المتسلسلة  -2 (𝑎𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1  يؤدي إلى تباعد المتسلسلة∑ (𝑏𝑛 + 𝐼)∞

𝑛=1. 
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هنة  (. 2المت  ي
 : )اختبار المقارنة الثان 

∑لتكن   (𝑎𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1   و∑ (𝑏𝑛 + 𝐼)∞

𝑛=1  وس         وفيكيتت   ذوات حدود موجبة وبفرض أن limمتس         لس         لتت   عدديتت   نتر
𝑛→∞

(𝑎𝑛+𝐼)

(𝑏𝑛+𝐼)
= 𝑀 + 𝐼 

 عندئذ إذا كانت: 

1- 0 < 𝑀 <  فالمتسلسلتت   من طبيعة واحدة.  ∞

2- 𝑀 = ∑و    0 (𝑏𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1    متق    ارب    ة ف     ن∑ (𝑎𝑛 + 𝐼)∞

𝑛=1    متق    ارب    ة، وإذا ك    ان    ت∑ (𝑏𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1    متب    اع    دة ف     ن∑ (𝑎𝑛 + 𝐼)∞

𝑛=1 

 متباعدة. 

3- 𝑀 = ∑و    ∞ (𝑎𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1    متق    ارب    ة ف     ن∑ (𝑏𝑛 + 𝐼)∞

𝑛=1    متق    ارب    ة، وإذا ك    ان    ت∑ (𝑏𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1    متب    اع    دة ف     ن∑ (𝑎𝑛 + 𝐼)∞

𝑛=1 

 متباعدة. 

هنة   : )اختبار المقارنة الثالث(. 3المت 

∑لتكن   (𝑎𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1   و∑ (𝑏𝑛 + 𝐼)∞

𝑛=1   وس      وفيكيتت   ذوات حدود موجبة وبفرض أن متس      لس      لتت   عدديتت   نتر
𝑎𝑛+1+𝐼

𝑏𝑛+1+𝐼
≤

𝑏𝑛+1+𝐼

𝑎𝑛+1+𝐼
وذلك   

𝑛أيا كان  ∈ 𝑁  :عندئذ ف ن 

∑إذا كانت  -1 (𝑏𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1  متقاربة ف ن∑ (𝑎𝑛 + 𝐼)∞

𝑛=1  .متقاربة 

∑إذا كانت  -2 (𝑏𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1  متباعدة ف ن∑ (𝑎𝑛 + 𝐼)∞

𝑛=1  .متباعدة 

هنة  (. 4المت   : )اختبار دالامبت 

∑لتكن  (𝑎𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1   :وسوفيكية. عندئذ  متسلسلة عددية نتر

limإذا كانت  -1
𝑛→∞

𝑎𝑛+1+𝐼

𝑎𝑛+𝐼
= 𝑙 + 𝐼 < 1 + 𝐼  .فالمتسلسلة متقاربة 

limإذا كانت  -2
𝑛→∞

𝑎𝑛+1+𝐼

𝑎𝑛+𝐼
= 𝑙 + 𝐼 > 1 + 𝐼  .فالمتسلسلة متباعدة 

limإذا كانت  -3
𝑛→∞

𝑎𝑛+1+𝐼

𝑎𝑛+𝐼
= 𝑙 + 𝐼 = 1 + 𝐼  .حالة شك 

هنة  (. 5المت  ي
 : )اختبار كوش 

∑لتكن  (𝑎𝑛 + 𝐼)∞
𝑛=1   :وسوفيكية. عندئذ  متسلسلة عددية نتر

limإذا كانت  -1
𝑛→∞

√(𝑎𝑛 + 𝐼)𝑛
= 𝑙 + 𝐼 < 1 + 𝐼  .فالمتسلسلة متقاربة 

limإذا كانت  -2
𝑛→∞

√(𝑎𝑛 + 𝐼)𝑛
= 𝑙 + 𝐼 > 1 + 𝐼  .فالمتسلسلة متباعدة 

limإذا كانت  -3
𝑛→∞

√(𝑎𝑛 + 𝐼)𝑛
= 𝑙 + 𝐼 = 1 + 𝐼  .حالة شك 

 :3المثال 

 ادرس تقارب أو تباعد المتسلسلة: 

∑
1 + 𝐼

𝑛!

∞

𝑛=1

 

 

 الحل: 
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𝑎𝑛+1 + 𝐼

𝑎𝑛 + 𝐼
=

1 + 𝐼
(𝑛 + 1)!

1 + 𝐼
𝑛!

=
1 + 𝐼

(𝑛 + 1)𝑛!
.

𝑛!

1 + 𝐼
=

1 + 𝐼

1 + 𝐼

1

(𝑛 + 1)
=

1

(𝑛 + 1)
 

وسوفكيت   نجد أن:  (1) لأنه من العلاقة  وحسب تعريف قسمة عددين نتر

1 + 𝐼

1 + 𝐼
= 1 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1 + 𝐼

𝑎𝑛 + 𝐼
= lim

𝑛→∞

1

(𝑛 + 1)
= 0 = 0 + 0𝐼 < 1 + 𝐼 

 حسب اختبار دالامبت  فالمتسلسلة متقاربة. 

 :4المثال 

 ادرس تقارب أو تباعد المتسلسلة: 

∑
1 + 𝐼

2𝑛

∞

𝑛=1

 

 الحل: 

𝑎𝑛+1 + 𝐼

𝑎𝑛 + 𝐼
=

1 + 𝐼
2𝑛+1

1 + 𝐼
2𝑛

=
1 + 𝐼

2𝑛+1
.

2𝑛

1 + 𝐼
=

1 + 𝐼

1 + 𝐼
.
1

2
=

1

2
 

وسوفيكيت   نجد أن:  (1) لأنه من العلاقة  وحسب تعريف قسمة عددين نتر

1 + 𝐼

1 + 𝐼
= 1 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1 + 𝐼

𝑎𝑛 + 𝐼
= lim

𝑛→∞

1

2
=

1

2
=

1

2
+ 0𝐼 < 1 + 𝐼 

 حسب اختبار دالامبت  فالمتسلسلة متقاربة. 

وسوفيكية(.  :6التعريف   )متسلسسلات الدوال الحقيقية النتر

ة  (𝑓𝑛)لتكن  وسوفيكية معرفة على الفتر  . نسمي المجموع غت  المنته: 𝑋متتالية دوال حقيقية نتر

𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + ⋯ + 𝑓𝑛(𝑥) + ⋯ 

وسوفيكية ة  بمتسلسلة دوال حقيقية نتر  . نرمز لهذا المجموع بالشكل: 𝑋معرفة على الفتر

∑ 𝑓𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

= 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + ⋯ + 𝑓𝑛(𝑥) + ⋯ ; ∀𝑥 ∈ 𝑋  

ة  (𝑓𝑛)لتكن  :7التعريف  وسوفيكية معرفة على الفتر :  (𝐹𝑛). نسمي متتالية الدوال 𝑋متتالية دوال حقيقية نتر ي
 المعرفة على النحو الآنر

𝐹1(𝑥) = 𝑓1(𝑥) 

𝐹2(𝑥) = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) 

 ............................................... 

𝐹𝑛(𝑥) = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + ⋯ + 𝑓𝑛(𝑥) 

∑بمتسلسلة المجاميع الجزئية لمتسلسلة الدوال  𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1 ة     .𝑋على الفتر

وسوفيكية:  :8التعريف   التقارب النقطي لمتسلسلة الدوال النتر

∑نقول عن متس لس لة الدوال   𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1 ة     . إذا وفقط إذا كانت نهاية متتالية المجاميع الجزئية لها متقاربة نقطيا  𝑋إنها متقاربة نقطيا على الفتر

ة   أي إذا كانت:  𝑋على الفتر

lim
𝑛→∞

𝐹𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥);  𝑥 ∈ 𝑋  

وسوفيكية ونكتب:  𝑓(𝑥)نسمي الدالة   بدالة المجموع لمتسلسلة الدوال النتر



Neutrosophic knowledge, Vol. 2, 2021     52  

 

 

Malath F. Alaswad,   
وسوفكية  المتسلسلاتدراسة ف  النتر  

∑ 𝑓𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

= 𝑓(𝑥) 

وسوفيكية:  :9التعريف   التقارب المنتظم لمتسلسلة الدوال النتر

∑نقول عن متس                لس                ل ة ال دوال   𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1 ة     . إذا وفقط إذا ك ان ت نه اي ة متت الي ة المج اميع الجزئي ة له ا متق ارب ة 𝑋إنه ا متق ارب ة ب انتظ ام على الفتر

ة بانتظام    أي إذا كانت:  𝑋على الفتر

lim
𝑛→∞

𝐹𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑓𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

;  𝑥 ∈ 𝑋  

وسوفيكية(: 10التعريف   : )متسلسلات القوى النتر

وسوفيكية  ∑ندعو كل متسلسلة دوال نتر 𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  ة وسوفيكية صحيحة معرفة على الفتر  . بالشكل: 𝑋حدودها عبارة عن دوال نتر

𝑓0 = 𝑎0 , 𝑓1 = 𝑎1(𝑥 − 𝑥0), … , 𝑓𝑛 = 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0), … ; ∀𝑥 ∈ 𝑋 

وسوفيكية  : ونكتب بمتسلسلة قوى نتر

𝑎0 + 𝑎1(𝑥 − 𝑥0) + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛 + ⋯ = ∑ 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛

∞

𝑛=1

; ∀𝑥 ∈ 𝑋  

ي أي من الشكل  𝑥0أما 𝑥 أعداد حقيقية غت  متعلقة ب  𝑎𝑛 حيث
وسوفيكي حقيقر 𝑥0فهو عدد نتر = 𝑎 + 𝑏𝐼. 

 

وسوفيكية: 11التعريف   : نصف قطر تقارب متسلسلة القوى النتر

ي من أجلها المتسلسلة  𝑥مجموعة كل القيم الموجبة ل  𝐷إذا كانت 
∑والتر 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛∞

𝑛=1 

ρمتقاربة ومحدودة من الأعلى فعندئذ نعرف العدد  = 𝑠𝑢𝑝𝐷  بأنه نصف قطر التقارب للمتسلسلة∑ 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛∞
𝑛=1. 

 :2الملاحظة 

ρمجموعة خالية ف ن  𝐷إذا كانت  - = 0. 

ρمجموعة محدودة من الأعلى ف ن  𝐷إذا لم تكن  - = +∞. 

0إذا كانت  - < ρ < اجحة:  𝑥عندئذ متسلسلة القوى متقاربة من أجل جميع قيم  ∞+  الموجبة المحققة للمتر

|𝑥 − 𝑥0| < 𝜌 ⟹  −𝜌 < 𝑥 − 𝑥0 < 𝜌 

ة التقارب للمتسلسلة هي  𝜌−)أي أن فتر + 𝑥0 , 𝜌 + 𝑥0) .ثم ندرس التقارب عند أطراف المجال . 

 ويحسب نصف قطر التقارب بإحدى الطرق الآتية: 

(1).  𝜌 = lim
𝑛→∞

1

√|𝑎𝑛|𝑛
 

(2).  𝜌 = lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
| 

 :5المثال 

 أوجد نصف قطر تقارب المتسلسلة الآتية ومجال تقارب  ها: 

∑
(𝑥 − 𝐼)𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

 

 الحل: 

 لدينا: 

𝑎𝑛 =
1

𝑛
⟹ 𝑎𝑛+1 =

1

𝑛 + 1
 

𝜌 = lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
| = lim

𝑛→∞
|

1
𝑛
1

𝑛 + 1

| = lim
𝑛→∞

|
𝑛 + 1

𝑛
| = 1 

𝜌إذن:  = 1. 
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 ومنه: 

|𝑥 − 𝐼| < 𝜌 ⟹  −𝜌 < 𝑥 − 𝐼 < 𝜌 ⟹ −𝜌 + 𝐼 < 𝑥 < 𝜌 + 𝐼 

⟹ −1 + 𝐼 < 𝑥 < 1 + 𝐼 

ة:  ي الفتر
 ندرس التقارب عند طرف 

(−1 + 𝐼 , 1 + 𝐼) 

𝑥من أجل  -1 = 1 + 𝐼  نحصل على المتسلسلة∑
1

𝑛
∞
𝑛=1  .وهي متباعدة 

𝑥من أجل  -2 = −1 + 𝐼  نحصل على المتسلسلة∑
(−1)𝑛

𝑛
∞
𝑛=1  .وهي متقاربة 

1−]وبالتالىي ف ن مجال التقارب هو:  + 𝐼 , 1 + 𝐼[. 

 :6المثال 

 المتسلسلة الآتية ومجال تقارب  ها: أوجد نصف قطر تقارب 

∑
(𝑥 − (1 + 𝐼))

𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

 

 الحل: 

 لدينا: 

𝑎𝑛 =
1

𝑛
⟹ 𝑎𝑛+1 =

1

𝑛 + 1
 

𝜌 = lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
| = lim

𝑛→∞
|

1
𝑛
1

𝑛 + 1

| = lim
𝑛→∞

|
𝑛 + 1

𝑛
| = 1 

𝜌إذن:  = 1. 

 ومنه: 

|𝑥 − (1 + 𝐼)| < 𝜌 ⟹  −𝜌 < 𝑥 − 1 − 𝐼 < 𝜌 ⟹ −𝜌 + 𝐼 < 𝑥 < 𝜌 + 𝐼 

⟹ 𝐼 < 𝑥 < 2 + 𝐼 

ة:  ي الفتر
 ندرس التقارب عند طرف 

(𝐼 , 2 + 𝐼) 

𝑥من أجل  -1 = 2 + 𝐼  نحصل على المتسلسلة∑
1

𝑛
∞
𝑛=1  .وهي متباعدة 

𝑥من أجل  -2 = 𝐼  نحصل على المتسلسلة∑
(−1)𝑛

𝑛
∞
𝑛=1  .وهي متقاربة 

, 𝐼]وبالتالىي ف ن مجال التقارب هو:  2 + 𝐼[. 

 :7المثال 

 أوجد نصف قطر تقارب المتسلسلة الآتية ومجال تقارب  ها: 

∑
(𝑥 − 2𝐼)𝑛

𝑛2

∞

𝑛=1

 

 الحل: 

 لدينا: 

𝑎𝑛 =
1

𝑛2
⟹ 𝑎𝑛+1 =

1

(𝑛 + 1)2
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𝜌 = lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
| = lim

𝑛→∞
|

1
𝑛2

1
(𝑛 + 1)2

| = lim
𝑛→∞

|
(𝑛 + 1)2

𝑛2
| = 1 

𝜌إذن:  = 1. 

 ومنه: 

|𝑥 − 2𝐼| < 𝜌 ⟹  −𝜌 < 𝑥 − 2𝐼 < 𝜌 ⟹ −𝜌 + 2𝐼 < 𝑥 < 𝜌 + 2𝐼 

⟹ −1 + 2𝐼 < 𝑥 < 1 + 2𝐼 

ة:  ي الفتر
 ندرس التقارب عند طرف 

(−1 + 2𝐼 , 1 + 2𝐼) 

𝑥من أجل  -1 = 1 + 2𝐼  نحصل على المتسلسلة∑
1

𝑛2
∞
𝑛=1  .وهي متقاربة 

𝑥من أجل  -2 = −1 + 2𝐼   نحصل على المتسلسلة∑
(−1)𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1  .وهي متقاربة 

1−]وبالتالىي ف ن مجال التقارب هو:  + 2𝐼 , 1 + 2𝐼]. 

وسوفيكية ذات الأسس السالبة(12التعريف   : )متسلسلات القوى النتر

وس  وفيكية ذات الأس  س الس  البة ∑من الش  كل   متس  لس  لة القوى النتر 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)−𝑛∞
𝑛=1   وس  وفيكية ذات أس  س ويمكن ردها إلى متس  لس  لة نتر

𝑥موجبة وذلك بفرض  − 𝑥0 =
1

𝑦
∑فنحصل على متسلسلة من الشكل   𝑎𝑛𝑦𝑛∞

𝑛=1. 

وسوفيكية ذات الأسس السالبة: 13التعريف   : نصف قطر تقارب متسلسلة القوى النتر

اجحة:  𝑦قيم  نصف قطر التقارب عندئذ تكون المتسلسلة متقاربة من أجل جميع 𝜌إذا كان   المحققة للمتر

|𝑦| < 𝜌 ⟹  
1

|𝑥 − 𝑥0|
< 𝜌 ⟹  1 < 𝜌|𝑥 − 𝑥0| ⟹  |𝑥 − 𝑥0| >

1

𝜌
 

 :8المثال 

 أوجد نصف قطر تقارب المتسلسلة الآتية ومجال تقارب  ها: 

∑ 𝑛(𝑥 − 𝐼)−𝑛

∞

𝑛=1

 

 الحل: 

 لدينا: 

∑ 𝑛(𝑥 − 𝐼)−𝑛

∞

𝑛=1

= ∑
𝑛

(𝑥 − 𝐼)𝑛

∞

𝑛=1

 

𝑎𝑛 = 𝑛 ⟹ 𝑎𝑛+1 = 𝑛 + 1 

𝜌 = lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
| = lim

𝑛→∞
|

𝑛

𝑛 + 1
| = 1 

𝜌إذن:  = 1. 

 ومنه: 

|𝑥 − 𝑥0| >
1

𝜌
 ⟹ |𝑥 − 𝐼| > 1 ⟹ −1 + 𝐼 < 𝑥 < 1 + 𝐼 

ة:  ي الفتر
 ندرس التقارب عند طرف 

(−1 + 𝐼 , 1 + 𝐼) 

𝑥من أجل  -1 = −1 + 𝐼  نحصل على المتسلسلة∑
𝑛

(−1)𝑛
∞
𝑛=1  .وهي متباعدة 
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𝑥من أجل  -2 = −1 + 2𝐼   نحصل على المتسلسلة∑ 𝑛∞
𝑛=1  .وهي متباعدة 

,∞−)وبالتالىي ف ن مجال التقارب هو:  −1 + 𝐼) ∪ (1 + 𝐼, +∞). 

 : )نش  تايلور(: 14التعريف 

وسوفيكية حقيقية عندئذ يمكن تمثيل هذه الدالة بمتسلسلة من الشكل:  𝑓(𝑥)لتكن   دالة نتر

∑ 𝑎𝑛((𝑥 + 𝐼) − 𝑥0)
𝑛

∞

𝑛=0

 

 حيث: 

𝑎𝑛 =
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
 ; 𝑛 = 0,1,2, … … 

 ونكتب: 

𝑓(𝑥)~ ∑
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
((𝑥 + 𝐼) − 𝑥0)

𝑛
∞

𝑛=0

; 𝑛 = 0,1,2, … … 

ة بمتسلسلة تايلور المولدة بالدالة  ي جوار النقطة  𝑓(𝑥)تسم المتسلسلة الأخت 
 .𝑥0ف 

 جدول لمنشور بعض الدوال وفق ماك لوران: 

وسوفيكية  منشور الدالة   الدالة النتر

∑
(𝑥 + 𝐼)𝑛

𝑛!
 

∞

𝑛=0

 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥+𝐼 

∑
(−1)𝑛

(2𝑛)!
 

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)2𝑛 
 

𝑓(𝑥) = cos (𝑥 + 𝐼) 

∑
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
 

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)2𝑛+1 
 

𝑓(𝑥) = sin (𝑥 + 𝐼) 

∑
1

(2𝑛)!
 

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)2𝑛 
 

𝑓(𝑥) = cℎ (𝑥 + 𝐼) 

∑
1

(2𝑛 + 1)!
 

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)2𝑛+1 
 

𝑓(𝑥) = sℎ (𝑥 + 𝐼) 

∑
(ln 𝑎)𝑛

𝑛!
 

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)𝑛 
 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥+𝐼 

∑
(−1)𝑛−1

𝑛
 

∞

𝑛=1

(𝑥 + 𝐼)𝑛 
 

𝑓(𝑥) = ln(1 + (𝑥 + 𝐼)) 

1 + ∑
𝛼(𝛼 − 1) … (𝛼 − 𝑛 + 1)

𝑛!
(𝑥 + 𝐼)𝑛 

∞

𝑛=1

 
 

𝑓(𝑥) = (1 + (𝑥 + 𝐼))𝛼 

∑(𝑥 + 𝐼)𝑛 

∞

𝑛=0

 𝑓(𝑥) =
1

1 − (𝑥 + 𝐼)
 

∑(−1)𝑛−1 

∞

𝑛=1

(𝑥 + 𝐼)𝑛−1 𝑓(𝑥) =
1

1 + (𝑥 + 𝐼)
 

∑
(−1)𝑛−1

2𝑛 + 1
 

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)2𝑛+1 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛(𝑥 + 𝐼) 

∑
(−1)2𝑛−1

𝑛
 

∞

𝑛=1

(𝑥 + 𝐼)𝑛 𝑓(𝑥) = ln(1 − (𝑥 + 𝐼)) 
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 : )نش  ماك لوران(: 15التعريف 

𝑥0بتعويض  = ي نشر تايلور نحصل على ماك لوران للدالة  0
ي جوار النقطة  𝑓(𝑥)ف 

𝑥0ف  = 0 .  

 ونكتب: 

𝑓(𝑥)~ ∑
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
(𝑥 + 𝐼)𝑛 ; 𝑛 = 0,1,2, … …

∞

𝑛=0

 

وسوفيكية:   تطبيقات نش  ماك لوران للدوال النتر

 :𝑒𝐼حساب  -1

𝑒𝐼 = ∑
𝐼𝑛

𝑛!
 

∞

𝑛=0

= ∑
𝐼

𝑛!
 

∞

𝑛=0

= 𝐼 ∑
1

𝑛!
 

∞

𝑛=0

= 𝐼𝑒 

 ونعلم أن: 

∑
1

𝑛!
 

∞

𝑛=0

= 𝑒 

 إذن: 

𝑒𝐼 = 𝑒𝐼 

 ولدينا: 

𝑒2𝐼 = (𝑒𝐼)2 = (𝐼𝑒)2 = 𝐼2𝑒2 = 𝐼𝑒2 

 إذن: 

𝑒2𝐼 = 𝑒2𝐼 

 وبشكل عام نجد: 

𝑒𝑘𝐼 = 𝑒𝑘𝐼 ;  𝑘 = 1,2,3, … … 

 :𝑒−𝐼حساب  -2

𝑒−𝐼 = ∑
(−𝐼)𝑛

𝑛!
 

∞

𝑛=0

= ∑
𝐼𝑛(−1)𝑛

𝑛!
 

∞

𝑛=0

= 𝐼 ∑
(−1)𝑛

𝑛!
 

∞

𝑛=0

 

 ونعلم أن: 

∑
(−1)𝑛

𝑛!
 

∞

𝑛=0

= 𝑒−1 

 إذن: 

𝑒−𝐼 = 𝑒−1𝐼 

 ولدينا: 

𝑒−2𝐼 = (𝑒−𝐼)2 = (𝐼𝑒−1)2 = 𝐼2𝑒−2 = 𝐼𝑒−2 

 إذن: 

𝑒−2𝐼 = 𝑒−2𝐼 

 وبشكل عام نجد: 

𝑒−𝑘𝐼 = 𝑒−𝑘𝐼 ;  𝑘 = 1,2,3, … … 

 :cos(𝐼)حساب  -3

cos(𝐼) = ∑
(−1)𝑛

(2𝑛)!
 

∞

𝑛=0

(𝐼)2𝑛 = ∑
(−1)𝑛

(2𝑛)!
 

∞

𝑛=0

𝐼 = 𝐼 ∑
(−1)𝑛

(2𝑛)!
 

∞

𝑛=0

 

 ونعلم أن: 

∑
(−1)𝑛

(2𝑛)!
 

∞

𝑛=0

= cos(1) 

 إذن: 
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cos(𝐼) = cos(1) 𝐼 

 :s𝑖𝑛(𝐼)حساب  -4

s𝑖𝑛(𝐼) = ∑
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
 

∞

𝑛=0

(𝐼)2𝑛+1 = ∑
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
 

∞

𝑛=0

𝐼 = 𝐼 ∑
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
 

∞

𝑛=0

 

 ونعلم أن: 

∑
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
 

∞

𝑛=0

= s𝑖𝑛(1) 

 إذن: 

s𝑖𝑛(𝐼) = s𝑖𝑛(1) 𝐼 

 :𝑐ℎ(𝐼)حساب  -5

𝑐ℎ(𝐼) = ∑
(𝐼)2𝑛

(2𝑛)!
 

∞

𝑛=0

= ∑
1

(2𝑛)!
 

∞

𝑛=0

𝐼 = 𝐼 ∑
1

(2𝑛)!
 

∞

𝑛=0

 

 ونعلم أن: 

∑
1

(2𝑛)!
 

∞

𝑛=0

= 𝑐ℎ(1) 

 إذن: 

𝑐ℎ(𝐼) = 𝑐ℎ(1) 𝐼 

 :𝑠ℎ(𝐼)حساب  -6

𝑠ℎ(𝐼) = ∑
(𝐼)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
 

∞

𝑛=0

= ∑
1

(2𝑛 + 1)!
 

∞

𝑛=0

𝐼 = 𝐼 ∑
1

(2𝑛 + 1)!
 

∞

𝑛=0

 

 ونعلم أن: 

∑
1

(2𝑛 + 1)!
 

∞

𝑛=0

= 𝑠ℎ(1) 

 إذن: 

𝑠ℎ(𝐼) = 𝑠ℎ(1) 𝐼 

 :𝑒𝑖𝐼حساب  -7

𝑒𝑖𝐼 = cos(𝐼) + 𝑖 s𝑖𝑛(𝐼) = 𝐼 cos(1) + 𝑖𝐼 s𝑖𝑛(1) = 𝐼(cos(1) + 𝑖 s𝑖𝑛(1)) 

 ونعلم أن: 

cos(1) + 𝑖 s𝑖𝑛(1) = 𝑒𝑖 

 إذن: 

𝑒𝑖𝐼 = 𝑒𝑖𝐼 

 وبشكل عام: 

𝑒𝑖𝑘𝐼 = 𝑘𝑒𝑖𝐼;  𝑘 = 1,2,3, … … 

 :𝑒−𝑖𝐼حساب  -8

𝑒−𝑖𝐼 = cos(𝐼) − 𝑖 s𝑖𝑛(𝐼) = 𝐼 cos(1) − 𝑖𝐼 s𝑖𝑛(1) = 𝐼(cos(1) − 𝑖 s𝑖𝑛(1)) 

 ونعلم أن: 

cos(1) − 𝑖 s𝑖𝑛(1) = 𝑒−𝑖 

 إذن: 

𝑒−𝑖𝐼 = 𝑒−𝑖𝐼 

  وبشكل عام: 

𝑒−𝑖𝑘𝐼 = 𝑘𝑒−𝑖𝐼;  𝑘 = 1,2,3, … … 

 :𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛(𝐼)حساب  -9
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𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛(𝐼) = ∑
(−1)𝑛

2𝑛 + 1
 

∞

𝑛=0

(𝐼)2𝑛+1 = 𝐼 ∑
(−1)𝑛

2𝑛 + 1
 

∞

𝑛=0

 

 ونعلم أن: 

∑
(−1)𝑛

2𝑛 + 1
 

∞

𝑛=0

=
𝜋

4
 

 إذن: 

𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛(𝐼) =
𝜋

4
𝐼 

(: 16التعريف  وسوفيكيتي    : )جداء متسلسلتي   نتر

 ليكن لدينا: 

∑ 𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)𝑛 , ∑ 𝑏𝑛

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)𝑛 

 عندئذ نعرف جداء المتسلسلتت   السابقتت   بالشكل: 

∑ 𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)𝑛 ∑ 𝑏𝑛

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)𝑛 = ∑ 𝑐𝑛

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)𝑛 = ∑ (∑ 𝑎𝑛

𝑛

𝑘=0

𝑏𝑛−𝑘) (𝑥 + 𝐼)𝑛

∞

𝑛=0

 

 حيث: 

𝑐𝑛 = ∑ 𝑎𝑛

𝑛

𝑘=0

𝑏𝑛−𝑘 

 ومنه: 

𝑐0 = 𝑎0𝑏0 

𝑐1 = 𝑎1𝑏0 + 𝑎0𝑏1 

𝑐2 = 𝑎2𝑏0 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎0𝑏2 

𝑐3 = 𝑎3𝑏0 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎0𝑏3 

… … … … … … … … … … … … … … 

𝑐𝑛 = ∑ 𝑎𝑛

𝑛

𝑘=0

𝑏𝑛−𝑘 

 :9المثال 

 من   
ً
𝑠𝑖𝑛2(𝑥أوجد نشر كلا + 𝐼)و 𝑐𝑜𝑠2(𝑥 + 𝐼). 

 

 الحل: 

 لدينا: 

𝑐𝑜𝑠2(𝑥 + 𝐼) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝐼). 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝐼) 

𝑐𝑜𝑠2(𝑥 + 𝐼) = ∑
(−1)𝑛

(2𝑛)!
 

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)2𝑛. ∑
(−1)𝑛

(2𝑛)!
 

∞

𝑛=0

(𝑥 + 𝐼)2𝑛 

𝑐𝑜𝑠2(𝑥 + 𝐼) = (1 −
1

2!
(𝑥 + 𝐼)2 +

1

4!
(𝑥 + 𝐼)4 + ⋯ ) . (1 −

1

2!
(𝑥 + 𝐼)2 +

1

4!
(𝑥 + 𝐼)4 + ⋯ ) 

 ومنه: 

𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 

 ونلاحظ أن: 
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𝑎0 = 𝑏0 = 1 

ي حال  
 فردي نجد:  𝑛ف 

𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 = 0 

 كما نلاحظ: 

𝑎2 = 𝑏2 =
1

2!
 , 𝑎4 = 𝑏4 =

1

4!
 , … … 

 ومنه: 

𝑐0 = 𝑎0𝑏0 = 1 

ي الحدود فهي تساوي الصفر، إذن: 
 أما بافر

𝑐𝑜𝑠2(𝑥 + 𝐼) = 𝑐0 + 𝑐1(𝑥 + 𝐼) + 𝑐2(𝑥 + 𝐼)2 + ⋯ 

 ومنه يكون: 

𝑐𝑜𝑠2(𝑥 + 𝐼) = 1 

 وبالمثل نجد أن: 

𝑠𝑖𝑛2(𝑥 + 𝐼) = 1 

 :3الملاحظة 

𝑠𝑖𝑛2(𝑥 + 𝐼) + 𝑐𝑜𝑠2(𝑥 + 𝐼) = 1 

 

 :4الملاحظة 

 : ي
هان على ما يأنر  يمكن الت 

𝑠𝑖𝑛2(𝐼) + 𝑐𝑜𝑠2(𝐼) = 𝐼 

هان:   الت 

𝑠𝑖𝑛2(𝐼) + 𝑐𝑜𝑠2(𝐼) = (𝐼 s𝑖𝑛(1))2 + (𝐼 cos(1))2 = 𝐼2𝑠𝑖𝑛2(1) + 𝐼2𝑐𝑜𝑠2(1) 

𝑠𝑖𝑛2(𝐼) + 𝑐𝑜𝑠2(𝐼) = 𝐼2(𝑠𝑖𝑛2(1) + 𝑐𝑜𝑠2(1)) = 𝐼(𝑠𝑖𝑛2(1) + 𝑐𝑜𝑠2(1)) = 𝐼(1) = 𝐼 

 إذن: 

𝑠𝑖𝑛2(𝐼) + 𝑐𝑜𝑠2(𝐼) = 𝐼 

 وأيضا: 

𝑐ℎ2(𝐼) − 𝑠ℎ2(𝐼) = 𝐼 

هان:   الت 

𝑐ℎ2(𝐼) − 𝑠ℎ2(𝐼) = (𝐼 𝑐ℎ(1))2 − (𝐼 𝑠ℎ(1))2 = 𝐼2𝑐ℎ2(1) − 𝐼2𝑠ℎ2(1) 

𝑐ℎ2(𝐼) − 𝑠ℎ2(𝐼) = 𝐼2(𝑐ℎ2(1) − 𝑠ℎ2(1)) = 𝐼(𝑐ℎ2(1) − 𝑠ℎ2(1)) = 𝐼(1) = 𝐼 

 إذن: 

𝑐ℎ2(𝐼) − 𝑠ℎ2(𝐼) = 𝐼 
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