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BOLUM I

GIRIS

Yasamin bircok noktasinda belirsiz durumlar ile Kkarsilagilmaktadir. Belirsiz
durumlarda, hadiseleri acgiklarken veya bir seye karar verirken net ifadeler
kullanmaktan kagmilmistir. Ornegin; birinin yasim sdylerken kisiye ¢ok yasli, orta
yasli, geng veya ¢ok geng denilmektedir. Baska bir 6rnekle, hava durumu hakkinda
tahminde bulunurken belirsiz durumlar ortaya cikabilmektedir. Dolayisiyla net
olmayan durumlarda kisinin kararsiz kalabilecegi goriilmektedir. Belirsiz durumlarin
¢Oziimiine yonelik cok farkli matematiksel modellemeler kullanilmaktadir. Bu
belirsizliklerin ¢6ziimii i¢in Klasik mantik yetersiz kalmaktadir. Daha giivenilir ve
kullanigslhi model arayislart sonucunda, 1965 yilinda Lotfi A. Zadeh [2] tarafindan

bulanik kiime teorisi ortaya atilmistir.

Bulanik kiime teorisi de bazi belirsiz durumlarin ¢oziimiinde eksik kalabildigi igin,
bu eksigi kapatmak adma, 1986 yilinda K. Atanassov [3] tarafindan bulanik
kiimelerdeki tiyelik fonksiyonu ve liye olmama fonksiyonuna belirsizligi dahil ederek

bulanik kiimenin daha genel hali olan sezgisel bulanik kiime teorisi ortaya atilmistir.

Smarandache 1999°da ise [1] belirsizlik durumlarina en etkili ¢6ziim igin bulanik
kiime ve sezgisel bulanik kiime teorisini kapsayan nétrosofik kiime teorisini One

surmustir.

Daha sonra 2010 yilinda Wang ve arkadaslar1 [29] tarafindan tek degerli notrosofik
kiimeler gelistirilmistir. Boylece, tek degerli ndtrosofik kiime teorisi, birbirinden
bagimsiz [0,1] araliginda tanimh ii¢ fonksiyon yardimiyla karakterize edilmistir.
Yani iiyelik fonksiyonu yerine dogruluk fonksiyonu, iiye olmama fonksiyonu yerine
yanliglik fonksiyonu ve bunlara ek olarak belirsizlik fonksiyonu kullanilmistir. Bu
yontem, tek degerli notrosofik kiimeler [0,1] araligindaki derecelendirmeleri
birbirinden bagimsiz oldugundan, sezgisel bulanik kiimelerden daha dogru ve

gercekei sonuglar verebilmektedir.



Dolayisiyla nétrosofik kiimeler yardimiyla belirsiz durumlarin ¢éziimiinde belirsizlik
fonksiyonu kullanilmistir. Belirsizlik igeren bir¢ok durumda modelleme yapmak
olduk¢a onemlidir. Belirsizlik iceren problemler ile ugrasmak bir¢ok alanda zorluk
olusturmaktadir. Ozellikle ekonomi, miithendislik hesaplamalari, ¢evre bilimi, tibbi
bilim, sosyal bilim gibi alanlarda ciddi problemlerle karsilasiimaktadir. Klasik
metotlarin uygulamalar1 yetersiz kaldigindan dolayr problemlerin iistesinden gelmek
olduk¢a zor olabilmektedir. Bu nedenle, belirsizliklerle basa ¢ikmada oldukca

kullanisli olan nétrosofik kiimeler bir¢ok aragtirmaci i¢in dncelikli yontem olmustur.

Smarandache ve Ali tarafindan 2016 yilinda ilk defa nétrosofik tigli kiimeler
tanimlanmis, sonrasinda notrosofik t¢lii gruplar ele alinmistir [5], [8]. Notrosofik
ticlii kiime olma sart1 kiimedeki her bir “a” elemaninin en az bir etkisiz elemani1 ve
bir ters eleman1 olmasidir. Kiimedeki her bir elemanin etkisiz eleman: bir tane olmak
zorunda degildir. Ayrica etkisiz eleman klasik gruptaki etkisiz elemandan farkli

olmalidir.

Ayrica bir nétrosofik ti¢lii eleman < a, neut(a), anti(a)> seklinde gosterilir. Bundan
dolay1 nétrosofik ti¢liideki bu yeni yapi, klasik kiime ve klasik yapilardan farklidir.
Son zamanlarda Ali ve Smarandache nétrosofik tiglii cisim ve notrosofik tiglii halka
[6]; [7] Sahin ve Kargin nétrosofik {iglii metrik uzay1, notrosofik tiglii vektor uzayi ve
noétrosofik {iglii normlu uzay [4], [11]; Smarandache, Sahin ve Kargin nétrosofik tigli
G — modulleri [13]; Bal, Moges ve Olgun nétrosofik tiglii koset ve boliim gruplari
[14]; Celik, Moges, Olgun genellestirilmis notrosofik ti¢lii gruplarin  temel

homomorfizma teoremleri ¢alisilmistir [16], [17].

Bu tezde, belirsizlik tizerine ¢alisan Florentin Smarandanche tarafindan tanimlanmisg
olan nétrosofik teoriyi ele alarak, cebirin en temel konularindan biri olan modiil
yapist lizerine tastyarak notrosofik {iglii modiilleri tanimlayip, konu hakkinda temel
teoremler ile birlikte 6rnekler verilecektir. Notrosofik iiclii kiimeler klasik kiimelerin
genellestirilmesi, notrosofik {i¢lii gruplar ve nétrosofik ti¢lii halkalarda klasik grup ve
klasik halkalarin genellestirilmesi oldugu gibi, ayni zamanda ndtrosofik {gli

modiillerde klasik modiiliin genellestirilmesidir.

Ayrica homomorfizma, hem monomorfizma hem de epimorfizma yapilarinda ayni
iki cebirsel yap1 arasindaki doniisiimii korumaktadir. Izomorfizma ise birebir ve orten

homomorfizma ve ayni zamanda tersi olan bir homomorfizmadir. Homomorfizmalar,
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farkli yapilarin birbirleriyle ne kadar yakindan iligkili oldugunu gostermek igin
cebirsel sistemlerin siniflandirilmasinda ve numaralandirilmasinda oldukga kolaylik
saglamaktadir. Klasik homomorfizmalara ve izomorfizmalara benzer olarak
notrosofik li¢lii homomorfizmalar ve nétrosofik ti¢lii izomorfizmalar, notrosofik tiglii
halkalar, notrosofik {iglii cisimler ve nétrosofik {iglii vektor uzaylar1 gibi cebirsel

yapilar arasindaki iliskiyi incelemek i¢in dnemlidir.

Bu calismada ikinci boliim olan temel kavramlar kisminda klasik modiillerin temel
tanim ve teoremleri verilerek modiill homomorfizmalarindan bahsedilmistir. Daha
sonra ise daha Once lizerinde ¢alisilmis olan notrosofik ti¢lii modiillere temel olan
notrosofik {iglii grup ile nétrosofik {i¢lii halka kavramlari, modiillerde zincir kosullar

ve karar verme hakkinda temel tanim, teorem ve 6rnekler verilmistir.[25]

Ucgiincii  boliimde ise, genisletilmis ndtrosofik {iclii cebirsel yapilar {izerinde
calisilmistir. Bu konu ilk olarak 2014-2016 yillarinda Florentin Smarandanche ve
Miimtaz Ali tarafindan ortaya atildi. Florentin Smarandanche ve Miimtaz Ali ilk
olarak notrosofik ticlii gruplari tanimlamistir [S]. Daha sonra bir¢ok aragtirmact konu
tizerinde calismalar yaparak notrosofik licli metrik uzayi, ndtrosofik tli¢li vektor
uzayi, notrosofik ii¢lii i¢ carpim, noétrosofik ii¢lii normlu uzayr gibi bir¢cok yeni
tanimlamalar yapmislardir [4,11,12]. Florentin Smarandanche, nétrosofik iiclii
konusu tizerinde yeni ¢aligmalar yaparak genisletilmis notrosofik ti¢lii kiime konusu

2016 yilinda tanimlamastir [19].

Bu tezde genisletilmis nétrosofik tiglii grup, genisletilmis notrosofik ticlii alt gruplar,
genisletilmis notrosofik {i¢lii kosetler, genisletilmis noétrosofik tiglii normal alt
gruplar ve genisletilmis notrosofik ti¢lii faktdr gruplar konulari tizerine ¢alisilmistir.
Konu ile ilgili temel tanim, teorem ve Ornekler verilerek, bu yapilarin klasik
cebirdeki yapilar ile aralarindaki fark ve benzerliklerin yani sira, birbirleriyle olan
baglantilarindan s6z edilmistir. Buna ek olarak genisletilmis ndtrosofik ti¢lii goriintii,
genisletilmis notrosofik Uiclii ¢cekirdek ve genisletilmis noétrosofik {iclii ters goriinti

tanimlar1 verilmistir [14], [17].

Dordiincii boliimde ise nétrosofik tiglii modiillerin tanim ve teoremleri verilmistir.
Daha sonra noétrosofik ii¢lii alt modiiller, notrosofik {i¢lii boliim modiil tanimlari
yapilarak gerekli drneklerin verilmesinin yani sira klasik modiillerin en dnemli kismi1

olan modiil homomorfizmalar1 ele alinarak notrosofik Tglii teorisi tizerinde
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nétrosofik {igliit modiil homomorfizmalar1 olusturulmus ve konu ile ilgili 6rnekler
verilmistir [18]. Daha sonra zincir kosullar1 notrosofik {iglii R-modiil yapisina dahil
edilmistir. Notrosofik {iclii yapilarda zincir kosullariin temel tanim ve 6zellikleri
verilmistir. Notrosofik ticlii Artin ve nétrosofik liclii Noether yapilarinin tanim,
teorem ve sonuglari verilmistir. Ayrica, ndtrosofik iicli R-modiil yapis1 zincir
kosullarinda kullanilan artan zincir kosulu (ACC) ve azalan zincir kosulu (DCC)

tanimlar1 verilmistir [20].

Besinci boliimde ise klasik karar verme problemlerinde yasanan belirsiz durumlarda
daha dogru sonuglar elde etmek i¢in daha genis veriler ile nétrosofik karar verme
asamasina deginilmistir. Son kisimda ise yapilan ¢alismanin sonuglar1 ve etkileri

verilmistir [21-24].



BOLUM 11
TEMEL BILGILER

Bu boéliimde nétrosofik {iglii modiilleri tanimlamamiz igin gerekli olan bazi temel
tanim ve teoremlere yer verildi. Notrosofik ti¢lii modiillerden 6nce galisilmis olan ve
notrosofik ti¢lii modiillere temel olan; nétrosofik ti¢li kiime, nétrosofik ti¢lii gruplar
ve notrosofik U¢li halkalar hakkinda temel tanimlar ile bazi teorem ve ornekler

verildi.

2.1. Modiiller

Tammm 2.1.1: [25] R degismeli ve birimli bir halka olsun. bir degismeli ve

toplamsal grup olmak {izere;

“Rx Y

(r,x) > rx

seklinde tanimlanan bir islem olsun. " r, Iy, 2 | Rve" 0, 91,02 | i¢in

(1) r(gt g2) rgitrge
(2) (nt+r)g ng+rg
(3) (rur2)g  ri(r20)

sartlarini sagliyor ise, 0 zaman  ’ ye bir R-modiil denir. Ayrica
(4)" gi  velrl Ricinlrg g

oluyorise  modiiliine birimli R-modiil denir.



Tamim 2.1.2: [25] Eger bir R-modiiliin iizerinde tanimlandigi degismeli ve birimli R
halkas1 yerine, bir V cismi alinirsa, o zaman R- modiilii bir vektér uzay: olur.

Dolayistyla modiiller vektor uzaylarinin genellestirilmis halidir.

Ornek 2.1.3: H kiimesini degismeli toplamsal grup olarak ele alalim. O zaman her

degismeli grubun tam sayilar halkasi tizerinde Z-modiil yapisi olusturur diyebiliriz.
nt. Z XxHY H

hi H, ni Z olmak iizere (k,h) — m(k,h) kh h+h+ ... +hmodiil yapisi vardir.
Ornek 2.1.4: Rbir degismeli halka olsun. I, R’nin ideali olsun.

(1) Rhalkas1 bir R-modiildiir.

(2) I'ideali bir R-modiildiir.

(3) R/ boliim halkasi bir R-modiildiir
rl Rve R/liginde k,t | Ricin

k+l tHY K—=ti 1Y rk—rt r(k=t) 1 1Y rk+l rt+l

olur.

R x R/ I Y R/ 1
(r, k+1)— rk+l

tanimlariyla R/I izerinde bir R-modiil yapis1 kurulabilir.

Ornek 2.1.5: R bir degismeli halka olsun. m: R Ybi halka homomorfizmasi

olsun. Boylece N, R-modiil olup

R x N Y N
(r. mon Y



yapisi kurulur.
Ornek 2.1.6: Rve N iki degismeli halka olsun. /7 R YiNhalka homomorfizmasi

olsun. P, N-modiil ise P, R-modiildiir.

R x PYP
(r, ntp Y

olacak sekilde bir modiil yapist kurulabilir.

Tanmim 2.1.7: [25] M degismeli bir R halkas: iizerinde R-modiil ve NI M olsun. N bir

R-modiil ise N’ ye M’ nin alt modiilii denir.

Tamim 2.1.8: [25] R bir degismeli halka ve N’ de, M modiiliiniin bos kiimeden farkli
bir alt kiimesi olsun. O zaman her ni,n2l N ve her al R igin ni+n2i Nve ani I N

oluyorsa N’ ye M’ nin alt modiilii denir.

Teorem 2.1.9: [25] M degismeli bir R halkasi tizerinde R-modiil olsun. M’ nin bos

kiimeden farkli alt modiillerinin kesisimi de M’ nin bir alt modiildiir.

M degismeli bir R halkasi {izerinde R-modiil ve (Ni)ii A M’nin alt modiillerinin bir
ailesi olsun. M’ nin alt modiillerinin toplammi B;; 01 Seklinde yazilir. N A ise
Bij '@ Oolur.

(1)B 0i {B &i:ni Niigini 1,23,....,n}
(2) k1, k2 ,..., kal M olsun. ki, Kz ,..., kn tarafindan iiretilen M’ nin alt

modili Rki+Rko+,. .., +Rkn olur.

Tamm 2.1.10: [25] M degismeli bir R halkasi iizerinde R-modiil, | ve J, R’ nin
herhangi iki ideali ve IM de M’ nin bir alt modiilii olsun. IM ={r.m : ri I, mi M}

kiimesi tarafindan iiretilir. Asagidaki 6zelliklere sahiptir;

QW IM  {B  iim:ri/ 1, m/ M, n/IN}
(2) IIM)  (1I9)M



(3) al Rigin ( R a niivy@rine aM yazilir.
Burada (Ra)M {am : m/ M} dir

Tamim 2.1.11: [25] M degismeli bir R halkasi {izerinde R-modiil olsun. N, M’ nin bir

alt modiilii olsun. A SI M olacak sekilde S alt kiime olmak iizere;

(N:S) (N:grS {ri R hersl Siginrsi N}

ideal olarak tanimlanir.

Eger T, Starafindan iiretilen M’nin alt modiilii ise (N : S) (N : T) olur. mi M igin

(N: {m})’ nin yerine (N:m) yazilabilir.

Eger N 0ise (0:S) {rl R: her sl Sigin rs 0} kiimesine S nin nin sifirlayan
denir. Anngr(S) yada Ann(S) ile gosterilir. Ayni zamanda mi M i¢in M ‘nin sifirlayan:

(0 : m) ile gosterilir.

Onerme 2.1.12: [25] | , niRbdr ideali ve ayn1 zamanda degismeli bir halka olsun.

O zaman

I Anngr(R/l)  (Or: r+l)

olur.

Onerme 2.1.13: [25] M degismeli bir R halkas1 iizerinde R-modiil olsun. N1, Nz, ve T
R-modiiliiniin herhangi alt modiilleri ve (Ti)iia Ve (Ni)ii o M’ nin alt modiillerinin

iki ailesi olsun.

@) C 1iaTi:N) 1714 (Ti:N)
2 (T:B;;j 01) . 1ia(T:Ni)



Tammm 2.1.14: [25] M degismeli bir R halkasi iizerinde R-modiil olsun. I,
| E Ann(M) olacak sekilde R’ nin ideali olsun. M iizerinde R/l modiil yapisini
olusturalim.
abl Riginatl b+l vemi Molsun. O zamana-b i |1 Ann(M) olur. Buradan
(a-b)m Oveam bm dir, boylece

R/l x M Y M

(a+l, m) —» am

seklinde bir doniisiim tanimlanabilir. M tizerinde R-modiil ve R/l modiil yapilari ise,

Heral Rmi Migin(a+D)m am seklinde tammlanir.
N, nM®iralt R/ modiilii ise, 0 zaman N, nM &ir alt R-modiili olur.

Tamm 2.1.15: [25] M degismeli bir R halkas1 lizerinde R-modiil, N, Mgnin bir alt
modiilii ve | @da R’ nin bir ideali olsun. O zaman (N: ml) {mi M:her xI I igin

xmi N} M’ nin alt modiilii olur ve NI (N: ml) ‘dir. Eger N 0 ise
(0:ml) {mi M:herxi liginxm 0}
olur.

Onerme 2.1.16: [25] M degismeli bir R halkas: iizerinde R-modiil, N, Manin bir alt

modiilii, (Ni)iia, M’ nin alt modiillerinin bir ailesi ve P, S deTR®nin idealleri,

(I / ) i L R’ nin ideallerinin bir ailesi olsun.

D) ((N:wD:wP)  (N:mTP)  ((N:P):ml)
@) ( N:md , (Nimd
B)(N:mad I7) . (N:ml/)

olur.



Tamim 2.1.17: [25] M degismeli bir R halkasi {izerinde R-modiil olsun. N, M’ nin bir

alt modiilii olsun. O zaman M/N  {m+N : mi M} olacak sekilde bir boliim grubu
yazilabilir.
m+N  m+NU m-mii N
ve her m, al Nigin (m+N)+(a+N) (m+a)+N olur, boylece
R x M/ NYM/ N

(r,m+N) — rm+N

olur. M/N degismeli grubu degismeli bir R halkasi iizerinde R-modiildiir. M/N

modiiline M’ nin boliim modiilii denir ve M/N ile gosterilir

Onerme 2.1.18: [25] M degismeli bir R halkasi iizerinde R-modiil ve | , niRtdr
ideali olsun. O zaman | / Anrk (M/IM) ve M/IM, her a/ Rve m/ M igin

@+h(m+IM) am+IM

tanimiyla M/IM bir R/l modiil yapisina sahiptir.

Onerme 2.1.19: [25] M degismeli bir R halkasi iizerinde R-modiil ve N, M> nin bir

alt modiilu olsun. O zaman

1) NI Niolacak sekilde N1, M’ nin bir alt modiilii ise Ni/N, M/N’ nin bir alt
modiiltidiir.

(2) NI Nz olacak sekilde M/ i@ herhangi bir alt modiilii igin N2/N olur.

(3) N1, N, N’ yi igeren M’ nin alt modiilleri i¢in

Nil NoU Ni/NT No/N

olur.

Onerme 2.1.20: [25] M degismeli bir R halkas1 iizerinde R-modiil ve N1, N2’ de M’

nin herhangi iki alt modiilii olsun. O zaman
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Ann((Ni+N2)/N1)  (N1:N2)

olur.

2.2. Modiil Homomorfizmalari ve izomorfizmalari

Tamm 2.2.1: [25] M ve N bir degismeli bir R halkas: iizerinde iki R-modiil olsun.
f : M¥dhiisiimii her x,y | M ve ri Rigin f fonksiyonu

(1) fix+y)  f(x)+f(y)
(2) f(rx) r.f(x)

sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonuna R-modiil homomorfizmasi denir .

Tamm 2.2.2: [25] M ve N degismeli bir R halkas1 tizerinde iki R-modiil olsun. Bir
f : M Yfadksiyonu her xi M igin f(x) O olarak tanimlanirsa bu fonksiyon bir R-

modiil homomorfizmasidir ve buna sifir homomorfizma denir. Oy ile gosterilir.

Tamim 2.2.3: [25] U ve V degismeli bir R halkasi iizerinde iki R-modiil olsun.
m U Y ¥irebir ve drten bir modiil homomorfizmasi ise bu homomorfizmaya bir

izomorfizma denir ve U@ ile gosterilir.

Onerme 2.2.4: [25] U ve V degismeli bir R halkas1 iizerinde iki R-modiil olsun.
m U Y \bir izomorfizma olsun. O zaman m* V Y Ule aym zamanda bir

izomorfizmadir ve U @ ile gosterilir.

Onerme 2.2.5: [25] Eger m ZY V ve f: WY Z iki R-modiil homomorfizma ise

nof : WY Vbir R-modiil homomorfizmasidir.

Eger m ZY V ve f: WY Ziki R-modiil izomorfizmasi ise m0f: WYV R-modiil

izomorfizmasidir.
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Tamm 2.2.6: [25] M bir degismeli R halkasi iizerinde R-modiil ve N, Mo nin bir alt
modiilii olsun. Her m/M icin mY f ( mp+N olarak tanimlanan f : MY M/ N

doniistimiine dogal (kanonik) homomorfizma denir ve f 6rtendir.

Tamm 2.2.7: [25] M, N degismeli bir R halkasi {izerinde R-modiilleri olsun.

f : M¥INR-modiil homomorfizmasi ise

(1) f nin gekirdegi Cekf={ mi M: f(m &} ile gosterilir. ¢ & kKM’ nin bir
alt modiilidiir. ¢ e k D oldugunda f monomorfizma olur.
(2) f fonksiyonunun goriintiisii G °frile gosterilir ve f(M) {f (m) : m/ M}

kiimesi N kiimesinin alt kiimesidir. G © fyN kiimesinin bir alt modiiliidir.

@f MY MKKve MO @M dir.
(4) ¢ e k Nolacak sekildef : HdYofhorfizmasi varsa N/ M,  rivhébir alt
modiiliidiir.

Teorem 2.2.8: [25] M ve N bir degismeli bir R halkasi {izerinde iki R-modiil ve

m MY bir modiil homomorfizmas1 olsun. O zaman f fonksiyonu her mi M igin

m. m  +n) - *rk)
olacak sekilde
m M MY Gerk

izomorfizmasi var ve

M [ m&BXKm

seklinde gosterilir.

Teorem 2.2.9: [25] M bir degismeli R halkasi iizerinde R-modiil, N, N;, M’ nin
Ni N1 olacak sekilde alt modiilleri olsun. N1/N, M/N R-modiiliiniin bir alt modiiliidiir.

O zaman burada her mi M igin A((Mm+N)+ Ni/N)  m+ Ny nin

h:(MIN)/(NY N)  Y2) ( M/ N

olacak sekilde bir izomorfizmas1 vardir.

12



Teorem 2.2.10: [25] M bir degismeli R halkasi iizerinde R-modiil olsun. L ve K ise

M nin alt modiilleri olsun. O zaman her al L i¢in A(a+L4K) a+K oldugundan

hiLl(LA&K) WK)(K

olacak sekilde bir izomorfizmasi vardir.

2.3. Nétrosofik Uclii Gruplar

Tanmim 2.3.1: [5] N bos kiimeden farkl1 bir kiime olsun. * bir ikili islem olmak tizere
N kiimesi asagidaki sartlar1 sagliyorsa (N, *) kiimesine bir notrosofik ti¢lii kiime

denir.

1) Her aN Nigin,

a*neut(a)= neut(a)* a=a olacak sekilde bir neut(a) elemani vardir.

2) Her aN N igin,

a*anti(a)= anti(a)* a=neut(a) olacak sekilde bir anti(a) elemani vardir.

Ayrica bir aN N i¢in nétrosofik ti¢lii eleman (a, neut(a), anti(a)) seklinde gosterilir.

Tammm 2.3.2: [5] (N,*) bir notrosofik ticlii kiime olsun. (N,*) kiimesi asagidaki

sartlar1 saglarsa (N,*)” ye notrosofik ti¢lii grup denir.
1) Her a, bN Nigin a*b N N, (kapalilik 6zelligi)

2) Her a, b, c N Nigin (a*b)*c = a*(b*c), (birlesme 6zelligi)

Teorem 2.3.3: [5] (N,*) bir notrosofik tiglii grup olsun.

Eger a = neut(a) ise neut(a) = anti(a) = a olacak sekilde en az bir anti(a) ¥ N vardir.

Teorem 2.3.4: [5] (N,*) bir notrosofik ti¢lii grup olsun.

1) neut(neut(a)) = neut(a)

i) anti(neut(a)) = neut(a)
13



i) anti(anti(a))=a
Iv) neut(anti(a)) = neut(a)

2.4. Notrosofik Uclii Halkalar

Tamm 2.4.1: [10] R bos kiimeden farkli , toplama ve ¢arpma ikili islemi tizerinde
tanimlanan bir kiime olsun. Asagidaki 6zellikler saglarsa (R, +, . ) cebirsel yapisina

bir halka denir.

1) (R+) degismeli grup,
2) (kapalilik Ozelligi ) R, ¢arpma islemi altinda kapali
3) (Birlesme Ozelligi)! nNAA N Yigin d d n8id
4) (Dagilma Ozelligi)! ARA N 'Yigin
n8i i nd n@ n id nd i4d

Tamm 2.4.2: [10] (NTR,*#), * ve # ikili islem {izerinde bir kiime olsun. Asagidaki
kosullar saglaniyorsa NTR'ye nétrosofik {i¢lii halka denir.

1.(NTR, *) * islemine gore degismeli bir notrosofik tiglii grup.

2. (NTR,#) iyi taniml1 ve birlesme 6zelligini saglar.

3. Herm, n, kN NTR i¢in;

m#EM*K)=(m#n)*(mM#k)ve (N*K)#m=(#m)* (k#m)

Genel olarak bir nétrosofik ticlii halka klasik bir halka degildir.

Tamm 2.4.3: [10] (NTR,*,#) notrosofik iiclii halka olsun ve a ¥ NTR olsun. Her a

elemaninin neutx(a) olmasi1 durumunda bu yapiya birimli ndtrosofik tiglii halka denir.

Tamm 2.4.4: [10] (NTR, *, #) notrosofik ti¢lii halka olsun. NTR, # islemine gore

birimli ve degismeli ise, bu yapiya degismeli ve birimli notrosofik ti¢lii halka denir.
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Teorem 2.4.5: [10] NTR degismeli nétrosofik tiglii halka ve a, b NTR olsun. a, b,
neutz(a), neuts(b), neuts(a#b) ve antiz(a#b) elemanlar1 NTR de var ise antix(a),

antix(b) de vardir. Yani;
1. neuts(a) # neuts (b) = neuts(a # b)

2. antix(a) # antix(b) = antix(a # b) dir.

Tamm 2.4.6: [10] (NTR,*#) notrosofik {i¢lii halka olsun ve 0#a N NTR olsun. Eger
sifirdan farkli eleman 0#b N NTR varsa, b # a = 0 olur. O zaman b'ye a'nin nétrosofik
ticlii sol sifir boleni denir. Benzer bir sekilde, 0#b N NTR , 0#a N NTR olmak tizere
a#b =0 ise b'ye a'nin notrosofik iiclii sag sifir boleni denir. Her ikisi saglaniyorsa bu

yaptya nétrosofik tli¢lii sifir bolen denir.

Tamim 2.4.7: [10] (NTR, #) bir nétrosofik ti¢lii halka olsun ve S, NTR'nin bir alt
kiimesi olsun. (S,*, #) notrosofik ti¢li halka ozelliklerini sagliyorsa S, NTR'nin

notrosofik tglii alt halkasi olarak adlandirilir.

Tamim 2.4.8: [10] (NTR,*#) notrosofik bir ti¢lii halka olsun ve I, NTR'nin bir alt
kiimesi olsun. Asagidaki kosullar saglaniyorsa, | ya NTR igin notrosofik tglii ideal
denir.

1. (1,*) (NTR, *) 'nin nétrosofik tiglii alt grubudur

2.Her xN IverN NTR, Xx*rN | ve r*x N | dir.

Teorem 2.4.9: [10] Her notrosofik tiglii ideali, sifir bolenli notrosofik tiglii bir

kiimedir. Ancak bunun tersi genel olarak dogru degildir.

Onerme 2.4.10: [10] (NTR,*#) notrosofik ii¢lii halka ve a ¥ NTR olsun. O zaman
asagidakiler dogrudur.

1. anti=(a) genel olarak NTR'de tek degildir.

2. antix(a), (eger bazi a elemanlar1 varsa) genel olarak NTR'de tek degildir.
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Tamim 2.4.11: [10] (NTR,*,#) notrosofik tiglii halka olsun ve 0£a N NTR olsun. n >1
bazi pozitif tam say1 i¢in (ax)" = 0 ise, noétrosofik ii¢lii nilpotent eleman olarak
adlandirilir. Burada (&)" = cI6d18 gl (n tane a dan olusur).

Teorem 2.4.12: [10] NTR degismeli notrosofik ii¢lii halka ve a N NTR olsun.
Boylece NTR'de n pozitif tamsayisi igin neuts(a"), antix(a") ve a, neut(a) NTR'de
asagidaki gibi yazilabilmektedir.

1. (neuts(a))" = neuts(a"),

2. (antiz(@") " = antix(a").

Tamim 2.4.13: [6] NTR degismeli ndtrosofik iglii halka olsun. a, bN NTR,a#b =0
i¢in

a=0veyab=0ise, NTR ye nétrosofik tiglii tamlik bolgesi ad1 verilir.

Tamm 2.4.14: [6] (NTR, *, #) iki ikili islem tizerinde notrosofik tiglii kiime olsun. O

zaman (NTR,*, #) asagidaki kosullari sagliyorsa nétrosofik ti¢lii cisim olarak

adlandirilir.

1. (NTR,*) cebirsel yapis1 * islemine gore NTR degismeli nétrosofik Giglii gruptur.

2. (NTR, #) cebirsel yapis1 # islemine gore NTR nétrosofik iiglii bir gruptur.

3. Herm, n, kN NTR igin
m#EM*K)=(m#n)*M#EK)ve(n*K)#m=((#m)* (kK#m).

Ornek 2.4.15: Asagidaki tabloya gore tanimlanan ({m, n, k},* #) grubu ele alalim.

Kurala gore * iyi tanimlanmis ve degismelidir. (Clinkii; tablo 1 de matris diyagonal

olarak simetriktir.)
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Tablo 2.4.15.1 * igslemine gore notrosofik ti¢lii grup tablosu.

* m n Kk
m m m m
n m n m
k m m

Birlesme 6zelligini gosterelim: Her x, y, zV {m,n, k} icinx * (y*z)=(x*y) * z
(1) X, y, z arasinda en az bir “m” varsa, sonug sudur:

13 2

X*(y*z)y=mve (x *y)* z=m, ¢glinki “m” her eleman1 “m” ye doniistiiriir.
Yukaridaki tablo 1’e gore;

m*m=m*n=n*m=m*k=k*m=m

(2) Sadece n'lervarsa, 0 zamann* (n*n)=nve (h*n)*n=n.

(3) Sadece K'ler varsa, k * (k * k) = k ve (k * k) * k = k'dir.

(4) iki n ve bir k veya iki k ve birn varsa, x * (y *z) =mve (x *y) * z=m,

n'nin k ile ¢arpilmasi yani; * islemine gére n * k =k * n = m elde edileceginden “m”
nin her eleman1 m ye doniistiirdiigii goriilmektedir. * islemine gore noétrosofik tiglii
kiimenin elemanlari: (m, m, m), (m, m, n), (m, m, k), (n, n, n), (k, k, k) seklinde
olacaktir. * islemine gore klasik birim elemani yoktur. Dolayisiyla, ({m, n, k}, *)

degismeli nétrosofik liclii gruptur.

Tablo 2.4.15.2 # islemine gore nétrosofik tigli halka tablosu.

# m n k
m m m m
n m m m
k m m m

Her X, y, zN {m, n, k) i¢in, x# (y#z) = m ve (x#y) #z = m oldugu asikardir. Ciinkii

13 2

tim c¢arpmalar # islemine gore sonu¢ daima “m” vermektedir. * iglemine gore

dagilma o6zelligini ispatlayalim. Her X, y, z N {m, n, k) icin, x#(y*z) = m igin,
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13 2

herhangi bir elemanin * islemine gore “m” yi vermektedir. Dolayisiyla
X#Y)*(X#z)=m*m=mdir.

({m, n, k ,#) kiimesi notrosofik li¢lii yapiy1 olusturmamaktadir. Sadece (m, m, m)
notrosofik ticlii oldugu i¢in (n ve k elemanlar1 nétrosofik {iglii olusturmadi)
({m, n, k},#) kiimesi notrosofik ii¢lii grup degildir. Dolayisiyla ({m, n, k},*#)

kiimesi notrosofik ti¢lii halka olup nétrosofik ii¢lii cisim olmamaktadir.

Tamim 2.4.16: [7] (NTRy, *, #) ve (NTR2, § , § ) iki nétrosofik tiglii halka olsun.
f: NTR:© NTR? bir fonksiyon olsun. Daha sonra, asagidaki kosullar dogruysa f 'ye

notrosofik ti¢lii halka homomorfizmasi denir.

1. Timr,sN NTRyigin, f (r*s)=f(r)s f(s).
2. Tumr, sN NTRyi¢in, f (r#s) =1 ()3 f(s).
3. Tam rN NTRy igin, f (neut * (r)) = neuts (f (r)).
4. Tum rN NTRy igin, f (anti * (r)) = antis (f (r)).

Teorem 2.4.17: [7] f. NTRi— NTR>, nétrosofik ti¢lii halka homomorfizmasi
oldugunu varsayalim. Boylece asagidakiler dogrudur.

1. Eger S NTR:1 (*,#)’nin nétrosofik t¢li alt halkasi ise, f (S), NTRz2 (§ , § )'nin
notrosofik iiglii althalkasidir.

2. U, NTR2'nin nétrosofik tiglii alt grubu ise, "Q (U), NTR1'nin nétrosofik ti¢lii alt
grubudur.

3. Eger I, NTR2’nin nétrosofik  tiglii ideali ise, o zaman "Q (I), NTR1‘nin
notrosofik tiglii idealidir.

4. f 6rten ve J, NTR1’nin ideali ise,0 zaman f (J), NTR2’nin idealdir.

Tamm?2.4.18: [13] (NTF,z , ) bir nétrosofik ti¢lii cisim ve (NTV,z | 1),z veTll
islemlerine gore bir nétrosofik i¢li kiime olsun. (NTV,Z | 1) kiimesi asagidaki
sartlar1 saglarsa (NTV,Zz 1)’ ye (NTF,z ,I1) nétrosofik iiclii cisim iizerine bir

notrosofik tiglii vektor uzayi denir.
1) Herp,rN NTV vehercN NTFi¢inpz rN NTVve pllcN NTV;
2) Herp, r,sN NTV igin (pz )z s=pz (1zZ s); ;
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3) Herp, rN NTV igin p? r=1rz p;

4) HercN NTFvep, rN NTV igin (rZ p)I1 c=(rM ¢)z (pM c);
5) Herc,sN NTFve pN NTVigin (cz s)IT p=(cM p)z (s p);
6) Herc,sN NTFvepN NTV i¢in (cl1 s)I p=cl (s p);

7) Her bir p N NTV igin pll neut(c) = neut(c)l1 p = p olacak sekilde en az bir
CN NTF vardir.

Ayrica 1), 2) ve 3) sartlart (NTV,Z )’ nin bir degismeli iicli grup oldugunu gosterir.

2.5. Zincir Kosullar

Tamm 2.5.1: [20] M bir sag R-modiil olsun. M nin alt modiilleri ailesinden bir
L1O 20 .(2) .

artan zincirini goz oniine alalm. Eger (i = 1, 2, . . .) i,cin Ln+i = Ln 0Olacak sekilde bir
N tamsayis1 varsa, (1) zincirine artan zincir kosulunu (ascending chain condition)

sagliyor denir. Benzer sekilde
KiO 2 . (2

azalan zincirini zincirini géz oniine alalim. Eger (i = 1, 2, . . .) i¢in Kn+i = K olacak
sekilde bir n tamsayis1 varsa (2) zincirine azalan zincir kosulunu (descending chain

condition) sagliyor denir.

Bundan sonra bu kosullar sirasi ile ACC ve DCC olarak gosterilecektir.

Tamim 2.5.2: [20] M bir sag R-modiil olsun. Eger M nin alt modiilleri ailesinden
alinan her artan zincir ACC yi sagliyor ise, M ye Noether modiil denir. Eger M nin
alt modiilleri ailesinden alinan her azalan zincir DCC yi sagliyor ise, M ye Artin

modul denir.

Tanim 2.5.3: [20]

Rhalkave0Y = © O Y 0R-modiilde tam sirali olsun. O zaman;
19



1) modiilii noether modiildiir ancak ve ancak = ve ! modiilleri noether

modillerdir.

(2)) modiilii artin modiildiir ancak ve ancak = ve! modiilleri artin modiillerdir.

2.6. Tek Degerli Notrosofik Kiimeler

Tamm 2.6.1: [21] & evrensel bir kiime olmak iizere X N X olsun. & iizerindeki
H notrosofik kiimesinin  dogruluk fonksiyonu Th(X), belirsizlik fonksiyonu In(X)

ve  vyanlislik fonksiyonu Fr(x) ile gdsterilir. Tu(X), In(X) ve Fu(x) 107, 1*[
araligmin standart ya da standart olmayan alt kiimesidir. Oyle ki

T(X) DO — 107, 17, Th(x) D& — 107, 11 ve Fu(x) D& — 107, 1]
dir. Boylelikle TH(X), IH(X) ve Fn(x)' nin toplHm1
0" < SUPTH(X) + Suph(X) + supFu(x)< 37

dir.

Tamm 2.6.2: [21] Her x N @ i¢in H notrosofik  kiimesinin  tiimleyeni H® ile
gosterilir ve H® noétrosofik kiimesinin tiyelik fonksiyonlari

Yop t Yo,
O pt Oow,
0o p t Ow,

seklinde tanimlanmustir.

Tanmm 2.6.3: [22] Her x N & i¢in K noétrosofik kiimesinin H nétrosofik  kiimesini
kapsamasi yani

HPK « inf Tu(x) < inf Tk(X), supTu(x) < sup &k(x)
inf I4(x) < inf Ik(x), sup k(x) < sup k(x)
inf Fu(x) < inf Fk(X), sup Fi(x) < sup F(X)
seklindedir.
Tammm 2.6.4: [23] X evrensel bir kiime olsun. } XN &, 0 < Tu(X) + lu(X) +

Fr(x) < 3 olmak iizere, Th(X):0 — [0,1] , IH(X):00 — [0,1] ve Fu(x):0 — [0,1]
fonksiyonlar1 ile @iizerinde bir H tek degerli nétrosofik kiime
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H = {(x, TH(X), In(x), Fr(x)) : xN @}

kiimesi ile tanimlanir. Burada Tw(X), In(X) ve Fu(X) sirasiyla x N @ nin dogruluk,
belirsizlik ve yanlislik derecesidir.

Tamim 2.6.5: [24] H ve K tek degerli notrosofik kiimeler i¢in asagidaki islemler
tanimlanmuistir:

(MHP Keg "H(® < "K (), ‘BI(0) > "B (¢) ve "B(0) >"K (&)} &N @
(2QJH=Ky HP KveKP H.

(3) H = {0 "®i(@, 1 - "BI(@), "H(QYT o G}

(AHH" K =amax("H(6), "K (&), min(Bi(6), "B (¢)), min('BH(6), "&K (Q)O &
(5)H N K = dmin("H(®), "K (&), max(‘BI(¢), & (&), max('H(x), "&K ())3 @~ .

(B)H x K = GWH(Q) + ™K (@ — "H(®). "K (&), "BI(). "B (), "BH(Q). "X ()T o™ G
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BOLUM 111

GENISLETILMIS NOTROSOFIiK UCLU HOMOMORFIiZMALARIN
TEMEL TEOREMLERI

3.1. Notrosofik ii¢clii Homomorfizmalarin Temel Teoremi

Bu béliimde verilen genisletilmis notrosofik tiglii gruplar arasinda grup islemini
koruyan doniistimler ele alinmistir. Bu dontigiimler yardimiyla verilen gruplarin

cebirsel yapilariin ayni olup olmadig: arastirilmistir.

Tammm 3.1.1: [1] N herhangi bir kiime ve * bir ikili islem olsun. Eger N kiimesi
asagidaki sartlart sagliyorsa (N, *) kiimesine genisletilmis ndtrosofik ticlii kiime

denir.
1) Her aN Nigin,
ax gnout@ = gneut@ %3 = g
olacak sekilde bir e™® eleman: vardir.
2) Her aN Nigin,
a* ednti@)= ganti@) x 5 — gneut(a)
olacak sekilde bir €2"® eleman: vardir.

Ayrica bir aN N genisletilmis notrosofik iiglii eleman (a, e""'®@, e"i@®)y geklinde
gosterilir. Buradaki a elemaninin etkisiz elamani klasik cebirdeki etkisiz eleman ile

ayni1 ya da farkli olabilir.

Teorem 3.1.2: [16] (N,%2) degismeli genisletilmis nétrosofik kiime ve * bir ikili

islem olsun. a, b ¢ N;
() neut(a) * neut(b) = neut(a * b);
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(i) anti(a) * anti(b) = anti(a * b);

Teorem 3.1.3: [16] (N,?) degismeli genisletilmis notrosofik tiglii kiime ve * bir ikili
islem olsun. A ¢ N;

(i) neut(a) * neut(a) = neut(a);
(i1) anti(a) * neut(a) = neut(a) * anti(a) = anti(a);

dir.

Tammm 3.1.4: [1] (N,?) genisletilmis notrosofik {iglii kiime olsun. Asagidaki sartlar
saglanirsa bu kiimeye genisletilmis notrosofik ti¢lii grup (NETG) denir.

a) Herahwot 0 i - ot 08
b) Heraftdti ¢ 0 i - dznw? & Wz W Z 08

Klasik grup NETG sartlarin1 saglar fakat tersi her zaman dogru degildir. Ciinkdi,

klasik grubun etkisiz elaman1 tektir.

Tammm 3.1.5: [14] (N , 2) NETGve H, N nin alt kiimesi olsun. H,Z islemi altinda
asagidaki sartlar1 saglarsa (N , 2) kiimesine genisletilmis notrosofik {iglii altgrup

denir.
1) eneut(x) s H.
2)Her x,y ¢ H, x 2 y ¢ H.(kapalilik 6zelligi)

3) Her x ¢ H icin 6" ¢ H,

Tamim 3.1.6: [14] N NETG veH;, HoO disun. Her n ¢ N igin H1 = nHa(anti(n))

saglaniyorsa Hive H kiimelerine notrosofik ti¢lii eslenik denir.
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Tammm 3.1.7: [14] (N1, 2) ve (N2, %) iki farkli NETG olsun. Asagidaki sartlar

saglaniyorsa f: Np N2 doniistimiine notrosofik tiglii grup homomorfizmasi denir.
a) Her x , y# N igin
f(x *y) = f(x)f(y)
b) (x, neut(x), anti(x)) N1 kiimesinde ti¢lii bir form olsun,
f(neut(x)) = neut(f(x))

f (anti(x)) = anti(f (x)).

Tamm 3.1.8: [14] f : N1 N2 nétrosofik ti¢lii grup homomorfizmasi ve f, NETG
(N1, 2) denNETG(N2, ) yebir doniisiim olsun8Notrosofik ticlii goriintii kiimesi

Gor(f) = {f(g) : g # N1, 7}

olarak tanimlanir.

Tamim 3.1.9: [14] f : N1 N2 nétrosofik tiglii grup homomorfizmas: ve f, NETG
(N1, 2) denNETG(Ny, %) yebir doniisiim ve B P N2 olsun.

f-4(B) = {x # Ny f(x) ¢ B}

kiimesine notrosofik ti¢lii ters goriintli kiimesi denir.

Tamm 3.1.10: [14] f: N1 N2 nétrosofik tiglii grup homomorfizmas: ve f, NETG
(N3, 2) den NETG (N2, ) ye bir doniisiim olsun. Notrosofik tiglii ¢cekirdek kiimesi

Cek(f) = {x ¢ N1, neut(x) ¢ N2 : f(x) = neut(x)}

olarak tanimlanir.

Tamim 3.1.11: [14] N genisletilmis notrosofik tiglii grup olsun. Z(N) kiimesine NETG

nin notrosofik {iglii merkezi denir.

ZIN)={a?N 3= néutn}
24



={a¢N:ab(anti(@)=b,! b #N}
={a?N:ab=ba,! b ¢ N}
olarak tanimlanir.

N kiimesi degigsmelidir ancak ve ancak Z(N) = Ndir.

Tamm 3.1.12: [14] N NETGve H P Nolsun.  x ¢ N icin xh/h?¢ H ise bu kiimeye

nétrosofik tiglii koset adi verilir. XH seklinde gosterilir.
Hx =hx/h H
(xH)anti(x) = (xh)anti(x)/ h¢ H.

h Cic;inNH, H nin nétrosofik tiglii sol koseti;HX, H nin notrosofik tiglii sag koseti

denir. xH ve Hx elemanlarinin sayisi”xH ve HX seklinde gosterilir.

Tammm 3.1.13: [14] H, NETG nin genisletilmis notrosofik ti¢lii altgrubu olsun.
x ¢ N i¢in aH(anti(a)) P H sagliyor ise N kiimesine genisletilmis notrosofik tiglii

normal altgrup denir. H | NH ViilNwega H VIN seklinde gosterilir.

Ornek 3.1.14: N NETGolsun. Her a ¢ N igin {neut(a)} VN ve NIN.

Tamm 3.1.15: [14] N NETG veH WN nétrosofik iiglii normal altgrup olsun.
(xH)(yH) = (xy)Hislemi tanimlansin ve H nin nétrosofik ti¢lii kosetleri var ise N/H

kiimesine notrosofik ti¢lii boliim grubu denir.

3.2. Nétrosofik Uclii Homomorfizmalar

Bu boliimde nétrosofik iglit monomorfizma, nétrosofik tiglii epimorfizma, nétrosofik
ticlii izomorfizma, nétrosofik tiglii otomorfizma tanimlar1 yer almaktadir. Ayrica bu

tanimlar ile ilgili temel teoremler verilmistir.
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Tamm 3.2.1: [17] (Ng, 2) ve (N, %) iki farkli NETGolsun. f: Ny N2 doniistimii
NETG de birebir ise f homomorfizmasina nétrosofik ti¢lii grup monomorfizmasi

denir.

Teorem 3.2.2: [17] (N1, 2) ve (N, %) iki farkli NETGolsun. ¢ : N1 N2 nétrosofik

ticlii monomorfizmadir ancak ve ancak Cekd = {neutns}.
ispat:
¢ birebir olsun. a ¢ Ceke ise
o(a) = neutnz = @(neutnz), ) a® Ni
birebir oldugundan a = neutn:. Boylece Ceko = ¢@(neutn1) olur.
a,b ® N1 olup o(a) = @(b) dir. Buradan a = b yi gosterelim.
neutn: = @(b)anti(p(a))

= ¢(b) ¢(anti(a))

= ¢(b(anti(a))).
Boylece b(anti(a))) ¢ Ceko ve Ceko = ¢@(neutni) olacaktir. Buradan da

b(anti(a))) = neutn: sonucuna variriz. Yani; a = b elde edilir.

Tamim 3.2.3: (Ng, 2) ve (N, ) iki farkli NETGolsun. f: N N2 doniisiimii NETG

de orten ise f fonksiyonuna nétrosofik ti¢lii grup epimorfizmasi denir.

Teorem 3.2.4: [17] N ve H iki farkli NETGolsun. 0  H nddosofik tiglii grup

homomorfizmasiise ":: H N de nétrosofik ii¢lii grup homomorfizmasidar.
Ispat:
k=¢(m),t=¢(n),! m,n® Nolsun.! k,t?® H i¢in m = anti(@(k)), n = anti(¢(t))
dir. Boylece
anti(kt) = e(e(m) o(n))
= anti(@(mn)) = mn
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= anti(¢(k))anti(o(t))

olup ispat biter.

Teorem 3.2.5: [17] N genisletilmis notrosofik tiglii grup ve a,b ¢ N olsun.
L : KDtoN doniisimii altinda a Ua doniisimii bir nétrosofik tglii grup

homomorfizmasidir.

Ispat:
Herhangi bir sabit t ¢ N igin

ors(N) = rst(anti(rs)) = rst(anti(r))anti(s) = or(st(anti(s)) = or @s(t), SO Prs = @r s

buradan ¢(rs) = ¢(r) ¢(s) esitligi elde edilir.
anti-neut elemani yani,
¢(anti(t)) = anti(or)
oranti(ei(r)) =t (anti(t)rt)anti(t) = r

oldugundan ¢t grup homomorfizmasidir.

Teorem 3.2.6: [17] g: N Shir nétrosofik tiglii grup homomorfizmasi olsun.
s?Svet ¢#gi(s)iseg s) =t. Cekg

dir.

Ispat.

1) g "X(s) P t. Cekg oldugunu gosterelim. t ¢ g ~*(s) olsun. O zaman g(t) = s ve
b ¢ g-1(s) oldugundan g(b) = s olur. g(t) = g(y) ise, teorem 3.2.5 ve tanim 3.2.1 den

27



anti(g(t))g(t) = anti(g(t))g(b)
neuts = g(anti(t))g(b)
esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla anti(t)b ¢ Cekg oldugundan;
en az bir k ¢ Cekg, anti(t)b = k dir.
b=tk ise

b¢ tCekgt g %(s) P tCekg (1)

2) tCekg P g ~(s) oldugunu gosterelim. b ¢ tCekg olsun. En az bir k ¢ Cekg,
b=tkt+ g(b)=9g(tk) =g(t)g(k) =sneuts=s

g '(s)=bveb? g (s) ise 0 zaman
tCekg P g~*(s) )

olup (1) ve (2) den tCekg = g "1(s) elde edilir.

Teorem 3.2.7: [17]G 1 N2 noétrosofik tiglii grup homomorfizmasi olsun. Ny ve
N2 , NETGolmak iizere;

(1) Ho UN2i s €(Hali /N, dir.

(2) H1 VN1 ve ( nétrosofik tiglii grup epimorfizma ise G ( JHUN: dir.

Ispat:

(1) x ¢ ¢ 1(H2) ve a ® N1 ise @(x) ¢ Hz dir. H ndtrosofik iiclii normal altgrup
oldugu icin @((ax)(anti(a)) = @(a) e(x)anti(p(a)) ¢ Hz olur. ax(anti(a)) ¢ ¢ (H.) elde
edilir. Diger sartlar normal alt grubun ters goriintiisii normal altgrup oldugundan

saglanir.

(2) H1 nétrosofik ii¢lii normal altgrup oldugundan, @(a) @(Hi)anti(p(a)) P ¢(H1)
dir. ¢ orten oldugunu kabul edelim, her b ¢ N2 i¢in b = ¢(a), a ¢ N1 olarak
yazabiliriz. Bu yiizden b o(Hz1)anti(b) ¢ ¢(Hz) olur.
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Teorem 3.2.8: [17] N NETGve H VN olsun.
a : MH
n nH
doniistimii genisletilmis notrosofik grup homomorfizmasidir. Bu homomorfizmaya
dogal(kanonik) homomorfizma denir. Bu homomorfizmanin ¢ekirdegi H dir.
ispat:
ad(ab) = (ab)H = ( addgur{ddm,Hi) nétresofikiiiigla Yrup

homomorfizmasidir. Bu homomorfizmanin ¢ekirdegi,

a® Cekllye G (a) = Hiaetkislzoldidunddn)y a H = nhi tarf(intindan)

g a?Holur.

3.3. Notrosofik Uclii izomorfizmalar

Tammm 3.3.1: [17] (N1, 2) ve (N, %) iki farkli genisletilmis notrosofik ti¢li grup
olsun. f : N N2 donitisiimii nétrosofik ti¢li grup homomorfizmas: ve ayni
zamanda birebir ve orten ise f ye nétrosofik ti¢lii grup izomorfizmas: denir. Burada

N1 ve N nétrosofik iiglii izomorfiktir denir. N1 7 N ile gosterilir.

Teorem 3.3.2: [17] (Ng, 2) ve (N, 2) iki farkli NETGolsun. ¢ : N1 N2 nétrosofik
liclii grup izomorfizmas: ise o zaman ¢' ' : N N: homomorfizmas1 da
izomorfizmadir.

Ispat:

¢'nin birebir ve oOrten oldugu aciktir. Simdi ¢’nin  nodtrosofik i¢li  grup
homomorfizmasi oldugunu gosterelim. ! a,b ® Ni1,! X,y ¢ N2 olmak iizere x = ¢(a),

y = ¢(b) ve a = anti(¢(x)), b = anti(@(y)) olacaktir.

Boylece anti(p(xy)) = anti(p(p(a) ¢(b))) = anti(¢(¢p(ab))) = ab = anti(p(x))anti(¢(y))
olur.
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Tammm 3.3.3: [17] (N1, 2), genisletilmis ndtrosofik ticlii grup olsun. f: Ng N1

doniisiimil birebir ve orten ise f ye nétrosofik tiglii grup otomorfizmasi denir.

Onerme 3.3.4: [17] N, NETGolsun.a ¢ Niginf.: N Noylekix  ax(anti(a) bir

notrosofik tiglii grup otomorfizmasidir(OtoN).
Ispat:
(1).) X,y 2N, fxX) = f(y) # x =y oldugunu gosterelim.

ax(anti(a)) = ay(anti(a)) + ax(anti(a))a = ay(anti(a))at ax(neut(a)) =ay(neut(a))

ax =ayt+ anti(@)ax =anti(a)ay+ neut(a)x =neut(a)y + x=Yy.
Bu yiizden , f birebirdir.
(2).} x, ¥ 2N, f(x) = ax(anti(a)) = y oldugunu gosterelim.

ax(anti(a))a=yat ax(neut(a))=yat ax=yat anti(@)ax =anti(a)ya+ neut(a)x =
anti(a)t x =anti(a) olur. Boylece, f drtendir. Dolayisiyla, fa nétrosofik tiglii grup

otomorfizmasidir.

Lemma 3.3.5: [17] N NETGa ¢ N olmak iizere a> = a olmas1 i¢in a = neut(a)

olmalidir.
Ispat:
a=neut(a) *a (etkisiz elaman aksiyomu)
= (anti(a) * a) * a ,anti(a) ¢ N igin (ters elaman aksiyomu)
=anti(a) *a®>  (birlesme 6zelligi)
=anti@*a  (a’=a)
= neut(a) (ters elaman tanimindan).
elde edilir.
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Teorem 3.3.6: [17] N NETGve Hi, H, O dlsun. HiH, = {ab : a 4 Hy, b ¢ H}
genisletilmis notrosofik tli¢lii kiime genisletilmis notrosofik ti¢lii altgruptur ancak

ve ancak HiH»> = H>H1 dir.

ispat:

HiH> genisletilmis notrosofik ii¢li altgrup oldugunu varsayalim. O zaman, her
a%® Hi, b¢ Hy, anti(a)anti(b) ¢ HiH2 yani HoH1 P HiH> oldugunu goriiriiz. Fakat
h¢ HiH2igina ¢ Hi, b ¢ Haolur.

anti(h) = ab ise h = anti(b)anti(a) ¢ HzH1 olup bu yiizden HiH2 P HzH1 dolayisiyla
HiH> = H2H1 olur. Tersini varsayalim HiH> = H2H1 ise o zaman ! a, a” ¢ Hi
b, b> ¢ Hz aba’d” ¢ aH:Hib> = aHiH2b 6 #H2 dugunu goriiriiz. Ayrica
l'a® Hy, b® Hzigin

anti(ab) = anti(b)anti(a) ¢ H2H1 = H1H2 olacaktir.

Teorem 3.3.7: [17] (Ng, %) ve (N, ) iki farkli NETGolsun. G: N1 N2 doniigiimii
nétrosofik iiclii grup homomorfizmasi olsun.O zaman, Ni/Cek(l) 7 Gor({). Ayrica (i

bir n6trosofik tiglii epimorfizma ise

Ni/Cekld 7 No  dir.

N1 a Gor(0)
N\ A
Nu/Cek(d)

Ispat : 5 : Ni/Cek(()  Gor((i) doniisiimiinii varsayalim. Bu déniisiimiin ndtrosofik
gl grup izomorfizmas: ve iyi tanimli oldugunu ispat edelim. Cek(d), Ni in
notrosofik ti¢lii normal alt grubudur. K=Cek((i), N/K = {aK : a$ N1 } oldugunu
hatirlayalim. U: N¢/K  Gor(G), G: nK  G(n), n® Nz olacak sekilde tanimlayalim.

Boylece agagidaki sartlar1 kontrol etmemiz gerekiyor.
(1). 6 iyi tanimhidir

(2). o birebirdir
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(3). 6 ortendir
(4). 8 notrosofik ti¢li grup homomorfizmasidir

(1) aK = bK oldugunu gosterelim. U(aK) = (bK) oldugundan aK = bK dir. aK = bK
t anti(b)aKk = K+ anti(b)a® K oldugunu biliyoruz. Burada, heutnz) = (i(anti(b)a)
= U(anti(b) G(a) = anti(li(b)) G(a) #+ U(a) = G(b) olacaktir. Boylece, U(aK) = G(a) =
G(b) = U(bK) olup iyi taniml1 oldugu goriiliir.

(2). U(aK) = U(bK) ¢+ aK = bK oldugunu gosterelim. U(@aK) = U(bK) oldugunu
varsayalim. O zaman U(aK) = U(bK) # aK = bK dur.

t U(anti(b)) Gi(a) = neutnz) # CG(anti(b)a) = neug2) # anti(b)a® K ¢ anti(b)ak =
K(@N2=Nz2¢& a? N2). Boylece, U birebirdir.

(3). (N/K) alaninda herhangi bir eleman alalim. 6 tarafindan doniisiim yapilsin.
G(a) ¢ Gor(() olacak sekilde herhangi bir eleman alalim. Tanim geregince U(aK) =

d(a) olup & ortendir.

(4). U(aK bK) = ut(aK) G(bK) oldugunu gosterelim. U(aK bK) = U(abK) (aK bK =
abK) = d(ab) = G(a) l(b) = G(aK bK) = U(aK) U(bK) dir. Boylece U bir ndtrosofik

tiglii grup homomorfizmasidir.

Ozet olarak sunu sdyleyebiriz, U : N1/K Gor(0) iyi tanimli notrosofik tiglii grup
homomorfizmas: birebir ve ortendir. Dolayisiyla U bir nétrosofik tigli grup

izomorfizmasidir. Yani Nv/K 7 Gor(() dir.

Sonu¢ 3.3.8: [17] (Notrosofik iiclii homomorfizma temel teoreminin 6zel

durumlari).

* N =(1, 1, 1) asikar genisletilmis notrosofik ii¢lii olsun. ¢ : N1 N2 ise notrosofik
Cek(¢) = {neut(1) =1N1}. Boylece teorem 3.3.7 den dolayr Gor(¢) f N/ IN1} f Ni
dir.

* ¢ N: N2 dontsiimi ¢(n) = neut(l) = IN2 her n2 ¢ Ni igin sagliyorsa
notrosofik Cek(¢) = N1 olup teorem 3.3.7 den dolay1 1N2= Gor(¢) f N/ N1 dir.
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Ornek 3.3.9: Genisletilmis notrosofik iiclii alterne grup A, , permiitasyon NETG S
genigletilmis ndtrosofik tiglil i¢in bir alt gruptur. [Sn: A = 2 dir.

Coziim : [Sy : An] =2 oldugunu gosterelim. Notrosofik ti¢lii Ceko =An @ : Sn 22
orten notrosofik ti¢lii grup homomorfizmasi oldugunu gosterelim. Burada Zo nin
genisletilmis notrosofik iigliileri (0, 0, 0) ve (1, 1, 1) dir. Sn / Anf Z elde edilirse
boylece Sn/An = Z> =2 oldugu kanitlanmis olur.

Dolayisiyla [Sn:An] = Sn/An =2 sonucu elde edilecektir.

T A EEEDA
(pZSn Z2 (P(f): o /EA)AEEC’)A

¢ fonksiyonu ortendir. Simdi de ¢ nin bir nétrosofik tiglii grup homomorfizmasi

oldugunu gosterelim.

I'X, ¥y ¢ Syigin o(x) + ¢(y) = ¢(xy) dir. Burada x ve y hem tek hem de gift
oldugundan xy cifttir. x ¢ift ve y tek ise ve ya x tek ve y cift ise 0 zaman xy tektir.

Boylece asagidaki gibi 4 farkli durum olusacaktir.

1) x ve y tek ise o zaman xy cifttir. Yani @(x) + ¢(y) = o(xy) = [0]. [0] + [0] = [0]
dir.

2) x ¢ift ve y tek ise xy tektir. Yani ¢(x) + o(y) = [0] +[1] =[1] = o(xy) dir.
3) x tek ve y ¢ift ise 2. Durum ile aynidir.

4) x ve y tek ise 0 zaman xy cifttir. Yani ¢(x) + ¢(y) = [1] + [1] = [0] = o(xy) dir.
Boylece ¢ nin bir nétrosofik Giglii grup homomorfizmas: oldugu ispatlandi. Son
olarak, notrosofik tiglii ¢ekirdek kiimesi Ceke = { x ¢ Sp : @(x) = [0]2 } tiim g¢ift

permiitasyonlarin bir genisletilmis nétrosofik ti¢li kiimesidir. O halde Ceko = An dir.

3.4. Birinci Notrosofik Uclii izomorfizma Teoremi

Teorem 3.4.1: [17] N, NETGve H, K N nin iki genisletilmis nétrosofik tiglii

altgrubu olsun. H, K da nétrosofik Tiglii normal altgrup olsun. O zaman
a) "0, N nin notrosofik ti¢lii altgrubudur.
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b) 'OZ 0, K da nétrosofik tiglii normal altgruptur.
¢) HK/Hf K/HNK dir.
Ispat.

a) Xy ¢ HK olsun. x = hiki ve y = hoko ise hiho ¢ H ve kq,k2 ¢ K olur.
Dolayistyla

x(anti(y)) = (hika )anti(h2kz)
= (hiky )anti(kz)anti(hz)
= ha(kz(anti(kz)))anti(hz), (ks = ky(anti(kz)) : ks ¢ K
= hiks(anti(h2))
= hiks(anti(hz))anti(ks)ks
= (H WKk ve hs = ks(anti(h2))anti(ks) ¢ H oldugundan) hihyks
t x(anti(y) = haks ¢ HK, (ha = hzhy)
t HK, N nin genisletilmis notrosofik ti¢lii alt grubu olacaktir.

b) HZ K, K veya HZ K WK da nétrosofik ii¢lii normal altgrup oldugunu
ispatlamaliyiz. x ¢ HZ K ve x ¢ Kolsun. x ¢ H ve x ¢ K olur. H WK oldugundan
kx(anti(k)) ¢ H ve xk ¢ K oldugundan kx(anti(k)) ¢ K olur. Béylece kx(anti(k)) ¢ H
Z Kolur. O halde H Z K WK elde edilir.

OHKMHF K/ HZ K

H Z K =D olsun. Bu yiizden K/D = K/HNK olur. ¢(hk) = KD olacak sekilde
¢ :HK  K/D doniisiimiinii ele alalim.

1. ¢ 1yi tanmiml1 oldugunu gosterelim
hiki = hoka, hih ¢ H ve kiko ¢ K
kihi =k hy
t anti(kz)kihy = hy

t anti(k2)k: =h, (anti(hy)), h2'(anti(hy)) ¢ H
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t anti(k2)ki ¢ H, but anti(k2)ks ¢ K
t anti(k)k1® HZ K=D
t anti(k2)k1 ¢ D
t anti(kz)k:D=D
t kiD =k2D
t o(hika) = ¢(h2ko).
2. ¢ notrosofik ti¢li grup homomorfizmasi oldugunu gosterelim.
®(hiki.hok2) = ¢(hi(kih2)k
= ¢(h1h2 kiko)
= kikoD
= kiDk2D
= ¢(hiks).¢(h2k2)
3. ¢ orten oldugunu gosterelim.

Her KD ¢ K/D oldugundan neut.k ¢ HK dir. ¢ homomorfizma oldugundan
¢(neut.k) = KD dir. Boylece ¢ drten fonksiyondur.

Buradan da teorem 3.3.7 den dolay1
HK/Cek¢ f K/D

Oldugunu gostermek i¢in Cekd = H oldugunu géstermemiz gerekir. h ¢ H ve
h(neut) ¢ HK olsun. Dolayisiyla

o(h) = ¢(h.neut) = neut.D =
t ¢(h)=D
t h¢ Cekd oldugundan H P Ceko dir.
Tersine bakacak olursak; h ¢ Hve k ¢ K oldugundan hk ¢ Cek¢ dir.
d(hk)=DiseKD=D+ k¢ D=HZ K

t hte Hvek?¢ K
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t hk P H
t Cekd P H. Boylece H = Cekd

olur. O halde HK/H{ K/HNK ispatlanmus olur.

3.5. ikinci Notrosofik Uclii izomorfizma Teoremi

Teorem 3.5.1: [17] N NETGolsun. H ve K, KP H olacak sekilde, N nin nétrosofik

ticlii normal altgruplari olsun. O zaman

H/K UN/K
ve
N/K H/KF N/MH
dir.
Ispat:

H, K N’nin nétrosofik ii¢lii normal alt gruplari ve K P H oldugundan H/K, N/K
boliim gruplar1 tanimlansin. ¥: N N /H doéniisiimiinii ele alalim. Notrosofik {igli
¢ekirdek ve H, K y1 kapsar. Boylece, N/K N/H bir nétrosofik tiglii grup
homomorfizmasi oldugunu gosterir. Bu doniisiimiin 6rten oldugu asikardir. Aslinda,
notrosofik  {iclii sol koset nK dan noétrosofik  iiclii sol koset nH a olan bir
dontisimdiir. Boylece N/K N/H ve K P CekV¥ olup nK nétrosofik iiclii
cekirdektir. O zaman notrosofik ticlii sol koset nH dogal notrosofik {i¢li kosettir.
Yani; nH = H ve n ¢ H dir. Dolayisiyla notrosofik tiglii ¢ekirdek, n ¢ H ve nK olmak

tizere notrosofik ticlii sol kosetleri olusturur. Yani; H/K dir.
1. ¥ 1yi tanimli oldugunu gosterelim. ak = bk olsun.
anti(b)ak = k
anti(b)a ¢ k
t KWH

anti(b)a¢® H
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aH = bH (anti(b)aH =H)

P(ak) = P(bk)

dir.
2. ¥ nétrosofik ti¢li grup homomorfizmasi oldugunu gosterelim.
ak, bx® N /K
W(ax bky= Y(abk) = abH =aHbH = ¥(ak) ¥(bk)
dir.

3. ¥ orten oldugunu gosterelim.
Hery=aH?¢ N/H,x=ak ¢ N/Kt+ Y(x)=ydir.
4. Cek¥ = H/K oldugunu gosterelim.
N /H 1n etkisiz elemant H dir. Dolayisiyla CekV : {xk ¢ N /K : W(xk) =H}
={xk ® N /K : ¥Y(xk) =xH =H}
={xk® N/K:x¢® H}
= {xk ¢ H/K}
= H/K dir.

Teorem 3.3.7 den dolay1 N/K H/K f N/H dr.
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BOLUM 1V
NOTROSOFIK UCLU R-MODUL

Bu bolimde nétrosofik tigli R modiil ve nétrosofik iiclii R-altmodiil tanimlari
yapildi. Daha sonra notrosofik ticlii modiil 6zelliklerinin klasik modiil 6zelliklerinden

farkli oldugu gosterildi.
4.1 Notrosofik Uclii R-Modiil

Tamm 4.1.1: [18] (R,+,.) notrosofik ti¢lii halka ve (M,+) nétrosofik tiglii degismeli
grup olsun. R x MY M, (r,m)—r.m olacak sekilde ikili islem tanimlansin. Asagidaki

sartlar saglanirsa (M,+) ye (R, +, .) lizerinde notrosofik tiglii R-modiil diyecegiz.
1) m.(n+k) =(m.n)+(m.k),} n,k¥ Mvem~ R

2) (m+k).n = (m.n)+(k.n),} m kN Rve!l nv M

3)(mk).n=m.(kn),} mkNRve!l nvM

4) hermN MiginmcN R, m.neut(c)= neut(c).m =m

Ornek 4.12: M ={p, r, s} bir kiime olsun. M nin kuvvet kiimesi

(P(M)," ) birlesim islemine gore degismeli notrosofik tiglii gruptur.
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Tablo 4.1.2.1 U islemine gore nétrosofik tiglii grup tablosu.

U n wy | {} | sy | e} | {psk | {rs}t | {prsh

n n wy | {} | sy | e} | {psk | {rs}t | {prsh

wy | Wy | b | o} | {psk | {pr} | {p. s} | {p.rs} | {prs}

r | {3 [y | {3 | {ns} | {p.r} | {prs}| {rs} | {prs}

sy | {s} | {p.sk | {rs} | {s} |{prs}| {p.s} | {r.s} | {p.rs}

o} | k| o} | {p.1} [{prsk| {pr} | {prs} | {prs} | {p.rsk

p.s} | {p.s} | {p.s} | {prs} | {p.s} | {prs} | {p.s} | {prs} | {pr.s}

{r.s}y | {rs} [{prsk| {rs} | {r.s} | {prs} | {prs}t | {rs} | {p.rs}

{prs} | {prs}t | {prs} | {p.rsk | {p.rs} | {p.rs} | {prs} | {p.rsk | {p.rs}

Tablo 1 simetrik oldugundan P(M), U islemine gore degismeli oldugu goriiliir. P(M),
U islemine gére notrosofik iiglii grup oldugunu gosterelim. Oncelikle her elemanin

bir nétrosofik iiglii olusturdugunu gésterelim,
(" ,neut(r),anti(n)) = (" 0 1),

({p}.neut{p}, anti{p})=({p}" .yok)=({p} {p} {p})=({p}.{p}.")
({r}neut{r}, anti{r})=({r}.» .yok)=({r}.{r}{rH)=({r}.{r}.")
({s}.neut{s}, anti{s})=({s}" .yok)=({s}{s}{shH=({s}{s}")

({p.r}.neut{p,r}, anti{p,r})=({p.r}" .yok)=({p.r}.{p}.yok)=({p.r}{r}.yok)=
({p.r3Ap.r} {p.r}), {p.rkAp.r}, 1)

({p.s}.neut{p.s}, anti{p,s})=({p.s}"" .yok)=({p.s}.{r}.yok)=({p.s}{s}.yok)=
({p.s}{p.s}, {p.s}).({p.s}.{p.s}. 1)

({r,s}.neut{r,s}, anti{r,s})=({r,s},n ,yok)=({r,s}.{r},yok)=({r,s}.{s},yok)=
({r.s}Ar.s}, {r.s}h).({rsk{rs}. ")
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({p.r.s}neut{p,r,;s}anti{p,r,s})=({p.r.s}" ,yok)=({p.r.s},{p}.yok)=({p.r.s}.{r}.yok)=
({p.r.s}As} yok)=({p.r,s}.{p.r}.yok) )=({p.r.s}.{p.s},yok) )=({p.r.s}.{r.s}.yok)=
({p.rskAp.rskAp.rsh={p.r.skAp.rsh 1)

Goriildiigii gibi birlesim islemine gore her elemanin bir ya da birden fazla etkisiz
elemani olup her elemanin da tersi bulunmaktadir. Ayrica tablo 1 de goriildiigii gibi

kapalilik 6zelligi saglanmaktadir.

Son olarak her A, B, C# P(M) i¢in (AUB)UC=AU(BUC) olacak sekilde birlesme
ozelligi de saglanmis olup P(M) degismeli nétrosofik ti¢li gruptur.

Tablo 4.1.2.2 N islemine gore notrosofik tiglii halka tablosu.

n n oy | {3 | {sF | {1} | {p.s} | {ns} | {prs}

n n n n n n n n n

{p} n {p} n n {p} {p} n {p}

{r} n n {r} n {r} n {rr | {3

{s} n n n {s} n st | {s} | {s}

{p,r} | 0 i} | {3 n oy | Ay | {} | {p.1}

{p.s} | 1 {p} n st | {p} | {p.s} | {s} | {ps}

{rsy | »n n r | {3 | {3 | {s+ | {rns} | {rs}

{prs}| oy | {3 | {sk | {pr} | {ps} | {rs} |{prs}

(P(M), © , N) birlesim ve kesisim islemleri altinda neut(F)= F, anti(F) = F olacak

sekilde notrosofik ticlii halka oldugunu gdsterelim.

1) Tablo 1 e gore (P(M), ) kiimesi degismeli n6trosofik tiglii gruptur.
2) Her X, Y, 2N P(M)igin

XNYNnz =XnNynz
seklinde birlesmeli ve iyi taniml1 olmaktadir.

3) Her X, Y, N8 P(M)icin
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X 72 D¥XNY) (XN2

dagilma 6zelligi de saglanmis olup (P(M), " , N) kiimesinin bir notrosofik tiglii halka

oldugu goriildii.

Son olarak P(M), (P(M), * , N) notrosofik ti¢lii halka tizerinde bir nétrosofik tiglii

R-modiil sartlarini sagladigini gosterelim:
1) Her X, Y, Z8 P(M) igin

XNY 2)=(XNY) (XN2Z)

dir.
2) Her X, Y, 28 P(M) igin
X" Y)YNZ=(XNZ)' (YNZ).
dir.
3) Her X, Y, 28 P(M) igin
XNY)NZ=XN (Y NZ)
dir.

4) Her FN P(M)igin F, neut(F) = neut(F), F = F olacak sekilde en az bir
neut(F) = F N P(M) vardir. Ornek olarak F={p,r} nétrosofik iiclii olarak
({p.r},neut({p,r},anti{p,r}) = ({p,r},{p,r},{p,r}) seklinde en az bir notrosofik iicli

olusturulmaktadir.

Boylece (P(M)," , N) bir notrosofik tiglii R-modiildiir.

Sonug 4.1.3: [18] Tanim 4.1.1 in 4. Kosulunda neut(F) tek olmak zorunda olmadig:
i¢in notrosofik {li¢lii R-modiil klasik R-modiilden farklidir.

Sonu¢ 4.1.4: [18] Tanim 4.1.1 ve 2.3.4 ten her noétrosofik ti¢lii vektdr uzayi bir

notrosofik tiglii R modiildiir fakat tersi dogru degildir.
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Not: (NTR,+ , *) degismeli notrosofik iiclii halka olsun. +, * ikili islemler i¢in
sirasiyla etkisiz elemanlar &€ ‘Q 0(@) ve &€ ‘Q@(a), ters eleman igin ise & O(@Rve

® & MaQeklinde tanimlanacaktir.

Onerme 4.1.5: [18] M, (R+, *) nétrosofik iiglii halka iizerinde nétrosofik iiglii R-

modiil olsun. Her mN M ve her ¢V Rigin en az bir NN M vardir dyle ki;
€ QoO(O*m=¢ Qo(0)
dir.
Ispat: Notrosofik diglii grubun 6zelliklerine gore
€ QOO * M= Qo(© ¢ Qo(9)*m dir. (1)
Ayrica tanim 4.1.1 den
€ QOO *m=(€ Qo0 £ QO(9)*m=¢ QO6(© *m) & Qo(0 *m) 2

esitliginden € 'Q 6(€*mnN M elde edilir. Buradan € 'Q 6(€) *m = n oldugu goriiliir.

Boylece (2) den en az birn N M vardir. Boylece;
n=¢ Qo() olup& Q6O *m=¢ Qo)

elde edilir.

Tamim 4.1.6: [18] M, R nétrosofik {iglii halka tizerinde notrosofik tiglit R-modiil ve
N O M olsun. Eger N, R nétrosofik iiglii halka tizerinde nétrosofik tiglii R-modiil ise

N kiimesine nétrosofik ti¢lii R-altmodiilii denir.

Ornek 4.1.7: P(AF {n, {p}, {r}, {s}. {p. 1}, {p. s}, {r, s}, {p, 1, s}}, (P(A)," ., M)

notrosofik ti¢lii halka tizerinde notrosofik ti¢lii R-modiil olsun.

S={n, {p}, {r}, {p, r}} O P(A) kiimesini ele alahm. (S * , N), ndtrosofik tclii
R-modiil oldugu 6rnek 4.1.2 den dolay1 asikardir. Béylece (S ° , N), (P(A),” , N) nin

bir notrosofik ti¢lii R-altmodiildiir.
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Teorem 4.1.8: [18] (M,+), (R,+, .) notrosofik ti¢lii halka {lizerinde nétrosofik {iglii
R-modiil ve N, M nin bir nétrosofik ticlii altgrubu olsun. N, M nin bir nétrosofik ti¢li

R-altmodiilii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
1) N bos kiimeden farklidir.

ii) Her a, bN N, p, rN Rigin (a.p)+(b.r) ¥ N
dir.

ispat: (+ ) N, (M,+) nin bir notrosofik ti¢lii R-altmodiilii ise tanim 4.1.1 ve tanim
4.1.8 den i) ve ii) elde edilir.

(#1)J Rx NO N oldugundan ii) sart1 saglanir. Ayrica N, M nin bir nétrosofik tiglii

altgrubu ve 1) den dolayr N tanim 4.1.1 sartlar1 saglanir.

4.2 Notrosofik Uclii Bolim Modiili Ve Notrosofik Ucli R-Modiil

Izomorfizmalari

Bu boliimde nétrosofik ii¢lii R-modiil izomorfizma teoremlerine yer verilmistir.
Ayrica notrosofik TUiclii boliim modiiliiniin tanim1 ve noétrosofik {i¢lii R-modiil
homomorfizmalarin temel teoremleri verilmistir. Daha sonra notrosofik tiglii
R-modiiller i¢in birinci notrosofik ti¢lii izomorfizma teoremi, ikinci ndtrosofik
ticlii izomorfizma teoremi, liclincii notrosofik ti¢lii izomorfizma teoremi ve birkac

0zel durum ispatlariyla birlikte verilmistir.

Tammm 4.2.1: [18] M ve M Njnétrosofik ii¢lii halka iizerinde nétrosofik tiglii

modiiller olsun. 6: M — M Nfoniisiimii igin;

I. 6 doniisimii notrosofik ti¢li grup ve noétrosofik gl  grup

homomorfizmasidir. Yani; her m, nN M i¢in
O (m+n)=0(m)+06(n)
dir.
2. Herr N Rve her mN M igin

O( -m)=r-6(m)
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sartlarini saglayan 0’ ya ndtrosofik ti¢lii R-modiil homomorfizmasi denir.

0 : M — M noétrosofik {iglii R-modilleri nétrosofik iiglii  R-modiil

homomorfizmasi olsun;

1) 6 donlistimii birebir ise 6 notrosofik ticlii R-modiil monomorfizmasi denir.
il) 6 doniistimii orten ise 0 nétrosofik ti¢lii R-modiil epimorfizmasi denir.

Iii) 0 doniisiimii birebir ve orten ise 0 notrosofik liglii izomorfizma denir.

M ve M Njotrosofik iiglii izomorfik yapilar1 M f M Njeklinde gosterilir. M — M Nj
nétrosofik iiclii izomorfik ise bu durumda 6 nin tersi de 61 : M Nj> M nétrosofik

ticlii R-modiil izomorfizmasidir.

Ornek 4.2.2: R nétrosofik iiclii halka olsun. a ¥ Rolsun. 8,: R Y , R Yrar A
sol nétrosofik ti¢lic R-modiil homomorfizmasi rR den rR ye, a # neut(a) olup
0 zaman 0a notrosofik ti¢lii R-modiil, notrosofik ti¢lii halka {izerinde notrosofik

ticlii R-modiil homomorfizmasi degildir.

Teorem 4.2.3: [18] R bir nétrosofik tiglii halka olsun. M nétrosofik ii¢lii R-modiil
ve H notrosofik tiglii R-altmodiil olsun. Her p ¥ R ve her d ¥ M igin, M / H
notrosofik ii¢lii kiime tarafindan noétrosofik flicli R-modiil, noétrosofik ticlii

degismeli grup yapisi tanimlanir. Yani;
p A(d + H). = (p Ad) + H

Ayrica, d H : M Y Mapisi Ortebhl notrosofik {iglii  R-modiil

homomorfizmasidir.

Ispat: ilk olarak iyi taniml oldugunu gésterelim. Her p ¥ R, d, ¥ M &yle ki
drH=t+H (yani;dTtH),(p A d)+ Hyaiip A d "H. H A t
Fakatd 17 Hlup H, M nin bir altmodiilii oldugundan

p A d T pt)AHdr. = p A( d

r, s, d, t¥ R olsun
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r A[( d + H) + (t + H)] = 1 A[( d + t) +

(r A d + H) + (r At + H) = 71 A( d + H)
(r + s)YA( d + H) = ((r + s)A d)s A H = (Hr
= r A( d + H) + s A(grsd +d)H) ;H (= (A sA(( s
s A d + H) = r AA(s dA(+ H)wAHN)netwurndut (ds,)+

Sonug olarak dH (r  A=dr A d(d+ HH 9(H (4) elde edilir.

Tamim 4.2.4: [18] M, R iizerinde nétrosofik ticlii R-modiil olsun. N nétrosofik tiglii

R-altmodiil olmak iizere, notrosofik {iglii bolim modilii M/N seklinde gosterilir.
M/N = {m+N: m ¢ M}

olup M/N, N éin nétrosofik ti¢lii kosetlerinin kiimesidir.

Teorem 4.2.5: [18] R nétrosofik iiclii halka ve U M Y M Njnétrosofik iiclii
R-modiillerinin noétrosofik ti¢lii R-modiil homomorfizmas: olsun. § noétrosofik
ticlii R-modiiliin bir noétrosofik ti¢lii R-altmodiilii olsun ve ¢ e k §i ticgrmektedir.

M nétrosofik ti¢lii R-modiil homomorfizmasi igin;
1: M/SY MN;
yapisi olusturulabilir. Yani U 1u(S) dir.
Ayrica:
1.1 vardir ve tektir;
2.Go(ru)Gog lande ek = ¢ek(u)/ S;
3.1 lbirebirdire S = ¢ek (U) .

Ispat: Notrosofik iiglii boliim grubunun temel teoremleri geregince
1 FM/ISY MNijnétrosofik iiglii grup nétrosofik iiglii homomorfizmadir. Boylece
a 10uS) dir.

Ayrica,

1) Notrosofik tiglii grup homomorfizmasi tektir;
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2yGeogu)cead), wlekx ¢cek(u)/ S
3) 1 birebirdiry S=¢cek ( U) .
Herm~ M ver ¥ Rolsun

1r(m +17899S).= rA

TrA(myle) Ames)
=1lds (rAm)) = 4 (r Am)
= r A Olgsm)= mA( m+S)

olup boylece| lbirebirve S = ¢ ddkga ghnjiliir.

Sonuc 4.2.6: [18] (Nétrosofik Uclii R-Modiil icin Birinci Nétrosofik iiclii

Izomorfizma Teoremi).

R, ndtrosofik iiclii halka ve i MY M Midtrosofik {i¢lii R-modiil homomorfizmasi

olsun.
m + ¢ek(U) Y U (m)

notrosofik liglii R-modiiliin bir notrosofik {iclii R-modiil izomorfizmasi olarak

tanimlansin.
1 M ¢ek (@°xray
Verilen 6zelliklere gore o orten ise] ndtrosofik ti¢lii R-modiil izomorfizmasidir ve
M/ ¢ e kf (MIN)

seklinde gosterilir.

Teorem 4.2.7: [18] (Nétrosofik Uclii R-Modiil I¢in Ikinci Notrosofik iiclii

Izomorfizma Teoremi)
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K ve L, notrosofik t¢li halka {izerinde noétrosofik iigli R-modiillerin birer
notrosofik iiclii R-altmodiilleri olsun. K v K £L M nin nétrosofik {iglii alt
modiilleri olmak iizere ve m + (K 2z LK /Y( mden EL+ L /)L ye
notrosofik ticlii  R-modil notrosofik iicli R-modiil izomorfizmas: olarak

tanimlanir. Boylece
K / ( KK#LI/L)
dir.

Ispat: K 7 nokrosofik iiclii R-modiiliiniin bir nétrosofik ii¢lii R-altmodiilii
oldugu bilinmektedir. r¥N R, sN K  Zolsun. O zamanrsN¥ KversN L,KveL M
nin notrosofik ti¢lii altmodiilleri oldugundan r's ¥ K Z olut. K + L ,n6trosofik
ticlii R-modiiliin notrosofik tiglii altmodili olur. r¥ R, sN K+ L, mN KvenN L
olmak iizere s = m + n dir. rm N K ve rn N L oldugu agiktir. Bu yiizden
r's =rm + rrn N K+ L oldugu goriiliir. Ikinci nétrosofik iiglii izomorfizma
teoremi geregince m + (K N L) — m + L noétrosofik tiglii grubun nétrosofik tiglii

grup izomorfizmasi olarak tanimlanir.
0:K/(KNL)y—-K+L/L.rN R,mN Kolsun boylece asagidaki esitlik saglanir.

d(m+(KNL)y=8(m+EKNL)=m+L=r(m+L)=rd(m+ (KNL)).Bu
ylizden 9o, bir notrosofik ti¢li sol R-modiil nétrosofik iiglii R-modiil

izomorfizmasidir.

Teorem 4.2.8: [18] R nétrosofik iiglii halka, U M Y M Nje a nétrosofik iiglii sol
R-modiil noétrosofik ti¢lii R-modiil homomorfizmasi olsun. Her N, nétrosofik tiglii
R-modiiliin nétrosofik tiglii altmodiilii olmak iizere ¢ e k (yiligeren nétrosofik

tiglii altmodiilii vardir.

d + N Y U fodopofikicliitR-mdil )izomorfizma tanimi geregince
1N : M/GP(rY) /dir.Bdylece MINF Go(rt) /dir.( N)

Ispat:d  + N VY U ddnigimiin bilifiofuN Bu doniisiim notrosofik iiglii

grubu ve notrosofik ticlii grup izomorfizmasini tanimlar. Boylece

1%: M/ @° (Y0 )oldudu goriiliir.
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c ¥ R, d¥ N olmak tizere

(c(d + N)) = (cd + N)
= U (cd) + U (N) = (c 4 (d))
= c(U (d) + U(N)) = ¢ ~ (d + 1

Bu yiizden * nétrosofik tiglii R-modiil n6trosofik tiglii izomorfizmadir.

Sonuc 4.2.9: [18] (Nétrosofik Uglii R-Modiil i¢in Ugiincii Nétrosofik iiclii

Izomorfizma Teoremi)

H ve B, notrosofik ti¢lii halka tizerinde notrosofik ti¢lii R-modiiliin nétrosofik {i¢lii
altmodiilleri olmak iizere ve H P B oldugunu varsayallm. m+ B Y (m + H) + H
dontisimi M/H den M/H/ B /H ye noétrosofik ii¢lii sol R-modiil nétrosofik tiglii

R-modiil izomorfizmasi oldugunu gosterir. Boylece
M/B f M/H/ B /H
dir.
Ispat: Teorem 4.2.8 uygulandiginda d4 (B) = B / Holmaktadir. Bdylece
i M Y M/ H

doniistimii elde edilir.

4.3. Notrosofik Uclii R-Modiillerde Zincir Kosullari
Tamim 4.3.1: [28] K noétrosofik ti¢lic R-modiil olsun.
KiOK20KsOA A A
seklinde K nin nétrosofik ti¢lii alt modiillerinin tiim artan zincirlerini ele alalim.

"'m O mk N olmak iizere Km = Kk saglanirsa buna nétrosofik iiglii R-modiilde

Noether ad1 verilir.

P notrosofik tiglii R-modiil olsun.



seklinde K nin notrosofik ii¢lii alt modiillerinin tiim azalan zincirlerini ele alalim.

"m O W N olmaknizere Km = K saglanirsa buna notrosofik {i¢clii R-modiilde

Artin ad1 verilir.

Sonug¢ 4.3.2: [28] Notrosofik liglii R modiil i¢in verilen notrosofik tiglii artan zincir
kosulu ve azalan zincir kosulu nétrosofik iiclii gruplar igin verilen notrosofik iiclii
artan zincir kosulu ve azalan zincir kosulu ile benzerlik gostermektedir. Notrosofik
ticlii grup zincirleri sadece nétrosofik ticlii grup olmayip ayni zamanda notrosofik

ticlii normal altgrup olmaktadir.

Sonug¢ 4.3.3: [28] Bu boliimdeki nétrosofik {iglii azalan ve artan zincir kosullar ile
ilgili sonuglarin ¢ogu ndtrosofik iicli R-modiiller i¢in verilmistir. Ancak Onceki

tanimla bu sonuglar notrosofik tiglii halkalar igin de gegerlidir.

Ornek 4.3.4: P (M)={ 1, {3}, {0}, {A}, {5, 0}, {5, A}, {6, A}, {5, 0, A}} kuvvet
kiimesi olmak iizere, (P(M), * , N) notrosofik ticlii halka {izerinde nétrosofik ticlii
R-modiil oldugunu 6rnek 17 de gosterdik. Ayrica R = {n, {a},{a, b}} O P(M) olacak
sekilde ele aldigimizda (R, ©, N) NT R-module on (P(M), * , N) iizerinde bir
notrosofik iicli R-modiil oldugu asikardir. Boylece (R, *, N), (P(M), *, N)

notrosofik tiglii R-modiiliin nétrosofik ti¢lii R-altmodiiliidiir.

Ri=n , Re={3}, Ra={0}, Ri={1}, Rs={5, 0}, Re={8, 1}, Rr={0, 1}, Re=(5, 0, A}
Olacak sekilde ele alalim.

(P(M), N) neut(R1)=Rs, neut(R1)=Rs and neut(R1)= Rs anti(R1)=Rs

(R1,Rs,R1), (R1,Re,R1) (R1,Rs,R1) nétrosofik iiclii elemanlardir. Nétrosofik iiglii yapt
oldugunu bir elemanin birden fazla birim elemana sahip oldugundan

gorebilmekteyiz.

R1 PR, PRs PRs, artan zincir sonlu bir adimda durdugu gériilmektedir. Boylece
artan zincir kosuunu sagladigindan nétrosofik tiglii noether olmaktadir.
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Resp R7p Rup Ry, azalan zincir sonlu bir adimda durdugu goriilmektedir. Boylece
azalan zincir kosuunu sagladigindan nétrosofik tiglii artin olmaktadir..

Tamm 4.3.5: [28] 0 © 0O 0 nétrosofik {icli R-modiil homomorfizmast,

G (%9=¢ e(K) esitligi saglandiginda tam dizi denir.

Notrosofik ii¢lii R-modiil homomorfizmasi sonlu dizi ise

0 0 0 8 10 0
i=1,2,3,....k-1 i¢in
Gor(ti) = ¢ ek (

esitligi saglandiginda buna tam dizidir denir.

{neut(0)} -M kA Ni {neut(0)}

Dizisi kisa tam dizi olarak adlandirilir. Burada f monomorfizmdir ve g

epimorfizmadir.

Teorem 4.3.6: [28] S, notrosofik tiglii R-modiil M nin nétrosofik {iglii R-altmodiilii

olsun.
(@) M notrosofik tiglii noetherdir ~ Sve M/Sde nétrosofik tiglii noetherdir.
(b) M nétrosofik ti¢lii artindir N ve M/N de nétrosofik tiglii artindir.

Ispat: Sadece (a)'y1 ispatlamak yeterli olacaktir, ¢iinkii (b) igin tersi alinarak tiim

kapsamalar1 kolayca ispatlanabilmektedir.

“+ ” M nétrosofik iiglii noether olsun. Tlk olarak, H nétrosofik iiclii R-altmodiillerin

baz1 zincirlerini asagidaki gibi gosterelim.
HoOHiOH: 0O ...

Bu zincirin sabit oldugu goriilmektedir. Boylece H nétrosofik tiglii noetherdir. Bunun
gibi M/H nétrosofik tiglii olsun;

BoOB1OB:O ..
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yapist M/H 1n nétrosofik {iglii altmodiil zinciri olmaktadir. Her jN N olmak iizere
Mk = q1(P;) olacak sekilde , : M Y M/H nétrosofik iiclii boliim doniisiimiinii ele

alalim. Bu durumda
Mo M1 Mo

zinciri M nin nétrosofik tiglii altmodiil zinciri olmaktadir. M nétrosofik ti¢lii noether
oldugundan, her | Ove an az bir r» olmak iizere Mj = Mp esitligi elde

edilmektedir. Fakat ,, orten oldugundan, bu durumda her | Or olmak tizere
Bj = (Mj) = (Mn) = Pn

esitligi elde edilir.

Boylece M/H nétrosofik tiglii noetherdir.

“th” Mo O M1O M2 0 ...

M nin nétrosofik li¢lii altmodiillerinin artan zinciri oldugunu diisiinelim.

Her j # N olmak tizere Hj = M; Z H ve B; = (M; + H)/H kiimeleri sagliyorsa,
HOOHi1OH:0é ve BoOB1OB:O ..

sirastyla H ve M/H nin nétrosofik iiglii altmodiillerinin zincirleri olmaktadir. Her iki
kiime sabit varsayarsak ve dolayisiyla r ¥ N olacak sekilde bir eleman vardir. Oyle
Ki; her | Qmak iizere
HJ = Hr ve BJ = Br dlr

Burada her j > r olmak iizere degismeli bir diyagram elde etmekteyiz.

Neut (OH,YYMY BY Neut (0)

Z Z
Neut (OHiYYMjY BY Neut (0)

Diyagrama baktigimizda satirlar tam sirali olmaktadir. Siitunlar ise Mr Y i M
tarafindan etkilenmistir. Sol ve sag dikey doniigiimleri bir izomorfizmadir. Bu
yizden j > r igin Mj = M esitligi saglanmaktadir. Boylece M nétrosofik tiglii

noetherdir.
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Teorem 4.3.7: [28] M ve H nétrosofik tiglii modiiller olsun.

(@ M s H noétrosofik tiglii direkt toplam nétrosofik tglii noetherdir M
ve H notrosofik tglii noetherdir.
(b) R noétrosofik ticlii noether ve M notrosofik i¢li sonlu iireteg ise M
notrosofik tiglii noetherdir.
Notrosofik tiglii noether igin verilen 6nerme ayni sekilde nétrosofik tiglii artin i¢in de

gecerlidir.

Ispat: Bu &nermeyi sadece nétrosofik iiclii noether modiiller icin ispat edecegiz.

Cilinkii nétrosofik ti¢lii artinigin de asagidaki sartlar tam olarak saglanmaktadir.

i. neutQ)Y MY M$S N Y Neut{o)

tam serisi elde edilmektedir.

i. Bazim,...,m" Micin
M= ((mq,neut(ms),anti(my)), . . . ,(mk,neut(mg),anti(mg)) olsun. O zaman noétrosofik

ticlii halka notrosofik ti¢lii homomorfizmadir.

L RCY M, ((puneut(panti(pn), - . ., (poneut(po.anti(p)) Y
p1Mz,neut(p1)neut(mq),anti(pr)anti(me))+--- +(pxkmi,neut(px)neut(my),anti(px)anti(m))

yapis1 Ortendir. Boylece

£ QOO KQQO 'Y 0 {0 ¢ Qom

Seklinde tam seri elde edilmektedir. R nétrosofik tiglii noether oldugundan R¢ ve M de

notrosofik tiglii noether olmaktadir.

Teorem 4.3.8: [28] M nétrosofik tiglii R-modiilii sonlu uzunluktadir M hem

notrosofik tiglii noether hem de nétrosofik tiglii artindir.
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Ispat: M nin uzunlugu sonlu ise o zaman Nétrosofik iglii alt modiillerinin tiim kesin
zincirleri sonludur. Dolayisiyla, agik bir sekilde M hem nétrosofik tiglii noether hem

de nétrosofik t¢li artindir.

Simdi de tersini diisiinelim. M hem nétrosofik tiglii noether hem de nétrosofik tiglii
artin olsun. Mneuto) =neut(0) esitliginden baslayarak, k ¥ N olmak tizere Mk+1 M nin

minimal ndtrosofik ii¢lii alt modiilii olsun.
Mo O M1 O M2 O ...

M nin nétrosofik iiclii alt modiillerinin bir zincirini olusturalim. M nétrosofik ti¢lii
artin oldugundan M | Mimak kosuluyla verilen zincir kesin olarak Mk y1
icermektedir. Fakat, nétrosofik {iglii noether olarak ele aldigimizda Notrosofik ti¢lii
alt modiillerinin sonlu artan zincirini olusturmamaktadir. En az bir k #  olmak

tizere Mk = M olacak sekilde istedigimiz sonug elde edilmektedir.
neut(0) = Mo O M1 O M2 O... O Mk= M

elde edilen zincir serisi M nin bir dizisi olmaktadir. Notrosofik ti¢lii alt modiiller

Mi.1 ve M (i = 1 ,) 2aral3rindé@ ,bk yap1 olmadigi goriilmektedir.
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BOLUM V

NOTROSOFIiK DEGERLER iLE KARAR VERME

5.1. Karar Verme Problemleri [29]

Bu boliimde, klasik karar verme problemlerinde yasanan belirsizliklerde daha dogru
sonuclar elde etmek i¢in belirsizlik durumlar da dikkate alinarak notrosofik karar
verme asamasi ele alindi. Bir problem hakkinda karar verirken biitiin bilgiler dikkate
alinarak en dogru karara ulasilabilir. En dogru karara ulasabilmek i¢in analiz etmede
kullanilan en giiglii matematiksel yontemlerden biri olan karar agaci modeline 6rnek
verilecektir. Bu genisletilmis model, Klasik alternatiflerden daha genel ve dogru
verilere dayandigindan en dogru kararin verilebilmesi i¢in nétrosofik karar agaci

kullanilacaktir.

Diger taraftan, bir konu hakkinda uzmanlar olumlu ya da olumsuz degerlendirme
yaptiklarinda bazi uzmanlarin ayni fikirde olmadiklarini gorebiliriz. Bu nedenle,
alinan kararm kalitesini etkileyen bir problemle yiizlesmenin en iyi ¢6ziimi O ile t
arasinda bir deger aralig1 eklemek ve ¢ikarmak gerekir. O bu araliktaki asgari degeri
temsil eden, uzmanlar veya karar vericiler arasinda beklenen degerler konusunda bir
anlasmazlik olmadigi anlamina gelir. t ise bu aralikta azami degeri temsil eden,
uzmanlar arasinda veya karar vericiler arasinda beklenen degerler konusunda bir

anlagsmazlik oldugu anlamina gelir.

Verecegimiz ornekte beklenen degerlerle ilgili tim farkli fikirlerin [0, t] araliginda
yer alacagini unutmamak sartiyla [0, t] araliginin eklenmesi ve c¢ikarilmasiyla
beklenen degerlerin klasik mantiktan farkli sonuglar elde edildigi goriilmektedir.
Tiim goriisleri iceren beklenen degerleri tablolar yardimiyla karar agacina

tastyacagiz.
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Ornek 5.1.1:

Asagidaki tabloda verildigi gibi S1, S2 ve S3 segenekleri yiiksek katilim ve diisiik

katilim durumlarina belirsizlik dahil edilerek degerlendirilecektir.

Tablo 5.1.1.1 Yatirim bolgelerinin genel tablosu.

Yiiksek katilim Diistik katilim
S1 Mxb; N=+by
S2 K+bs P+by
S3 R+bs S+bs

Tablo 5.1.1.1 de M, N, K, P, R, S beklenen degerlerin klasik boliimiinii temsil
etmektedir. by, bo, b3, bs bs, be beklenen belirsiz durumlar temsil etmektedir. Ayrica
karar verecek kisiye tatil yorelerine yatirim yapmak ic¢in ii¢ farkli secenek
sunulmaktadir. Bu segenekler (S1) yayla bolgesinde, (S2) deniz bolgesinde ve (S3)
kiiltirel bolgede yatirnm yapma yoniindedir. Karar verme asamasinda iyimser ve
kotiimser bakis acilarina ek olarak kararsiz bakis acis1 da dikkate alinacaktir. Her
secenek icin yiiksek katilm ve diisiik katilimin beklenen degerlerine gore

degerlendirme yapilacaktir.

Tablo 5.1.1.2 Yatirim bolgeleri igin beklenen degerler tablosu.

Yiiksek katilim Diisiik katilim
Yayla bolgesi 250000£[0,50000] 80000£[0,15000]
Deniz bolgesi 280000=£[0,15000] 70000+[0,5000]
Kiiltiirel bolge 230000£[0,20000] 65000+[0,35000]

1L 1L
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Yiiksek katilim Diistik katilim

Yayla bolgesi [200000,300000] [65000,95000]
Deniz bolgesi [265000,295000] [65000,75000]
Kiiltiirel bolge [210000,250000] [30000,100000]

Tablo 5.1.1.2 de uzmanlar, S1’e gore yiiksek katilim durumunda yayla bolgesinde
250000 lira kazang elde etmeyi planlar fakat belirsiz durumlar hesaba katilinca
[0,50000] arasinda degisen bir tahmin bize her seye daha hazirlikli olmamizda fayda
saglayacaktir. Diisiik katilimda ise yayla bolgesinde 80000 lira kazang elde etmeyi
planlar fakat belirsiz durumlar hesaplaninca [0,15000] arasinda degisen bir tahmin

yine bize her seye daha hazirlikli olmamizda fayda saglayacaktir.

S2’ye gore yliksek katilim durumunda deniz bolgesinde 280000 lira kazang elde
etmeyi planlar fakat belirsiz durumlar hesaba katilinca [0,15000] arasinda degisen bir
tahmin bize her seye daha hazirlikli olmamizda fayda saglayacaktir. Diisiik katilimda
ise deniz bolgesinde 70000 lira kazang elde etmeyi planlar fakat belirsiz durumlar
hesaplaninca [0,5000] arasinda degisen bir tahmin yine bize her seye daha hazirlikli

olmamizda fayda saglayacaktir.

S3’e gore yiiksek katillm durumunda kiiltiirel bolgede 230000 lira kazang elde
etmeyi planlar fakat belirsiz durumlar hesaba katilinca [0,20000] arasinda degisen bir
tahmin bize her seye daha hazirlikli olmamizda fayda saglayacaktir. Diistik katilim
65000 lira kazang elde etmeyi planlar fakat belirsiz durumlar hesaplaninca [0,35000]
arasinda degisen bir tahmin yine bize her seye daha hazirlikli olmamizda fayda

saglayacaktir.
Tiim beklenen degerleri hesapladiktan sonra iyimser yaklasim, kétiimser yaklasim ve

kararsiz yaklasgimlar incelenecektir.

Iyimser Yaklagim:
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Bu yaklagim, miimkiin olan en iyi ihtimalleri dikkate alan uzmanlar tarafindan
degerlendirilmistir. Bu yaklasimdaki uzmanlarin fikirleri yiiksek katilim yoniindedir.

Dolayistyla verilen araliktaki maksimum parasal deger dikkate alinmistir.

Tablo 5.1.1.3 Yiiksek katilim i¢in nétrosofik karar tablosu.

Max Max
Yayla bolgesi max[200000,300000]=300000
Deniz bolgesi max[265000,295000]=295000
Kiiltiirel bolge max[210000,250000]=250000

Tablo 5.1.1.3’te iyimser yaklasima gore, yayla bolgesi segenekler arasinda en fazla
kazanci sagladigindan bu bdlgeye yatirim yapmak en iyi secim olacaktir. Asagidaki
tablo 4’ de ise b1=bs=bs=0 olsaydi yani klasik duruma gore karar verilmis olsa en iyi

secim deniz bolgesi olacaktir.

Tablo 5.1.1.4 Yiiksek katilim i¢in klasik karar tablosu.

Yiiksek katilim
Yayla bolgesi 250000
Deniz bolgesi 280000
Kiiltiirel bolge 230000

Tablo 5.1.1.3 ve tablo 5.1.1.4°e¢ gore notrosofik olarak verileri genislettigimizde
alinan kararlarda farklilagma oldugu goriilmektedir. Belirsiz durumlar dikkate
alindigindan nétrosofik formdan gelen sonug klasik formdan gelecek sonuca gore

yatirimciya daha dogru karar vermesinde yardime1 olacaktir.

2- Kotiimser yaklasim: Bu yaklasim, miimkiin olan en koétii ihtimalleri dikkate alan

uzmanlar tarafindan degerlendirilmistir. Bu yaklasimdaki uzmanlarin fikirleri diigiik
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katilim yoniindedir. Dolayisiyla diisik katillm durumunda verilen araliktaki

maksimum parasal deger dikkate alinmistir.

Tablo 5.1.1.5 Diusiik katilim i¢in nétrosofik karar tablosu.

Max Max
Yayla bolgesi max[65000,95000]=95000
Deniz bolgesi max[65000,75000]=75000
Kiiltiirel bolge max[30000,100000]=100000

Tablo 5.1.1.5’te kotiimser yaklasima gore, kiiltiirel bolge segenekler arasinda en fazla
kazanci sagladigindan bu bdlgeye yatirim yapmak en iyi secim olacaktir. Asagidaki
tablo 6’ da ise b2=bs=be=0 olsayd1 yani klasik duruma gore karar verilmis olsa en iyi

secim yayla bolgesi olacakti.,

Tablo 5.1.1.6 Diisiik katilim i¢in klasik karar tablosu.

Diisiik katilim
Yayla bolgesi 80000
Deniz bolgesi 70000
Kiiltiirel bolge 65000

Tablo 5.1.1.5 ve tablo 5.1.1.6’ya gore notrosofik olarak verileri genislettigimizde
alan kararlarda yine farklilasma oldugu goriilmektedir. Belirsiz durumlar dikkate
alindigindan noétrosofik formdan gelen sonug klasik formdan gelecek sonuca gore

yatirimetya daha dogru karar vermesinde yardimci olacaktir.

3- Kararsiz Yaklasim
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Bu yaklasim ise ne iyimser ne de karamsardir. Bu durumda olasi bir firsati
kaybetmeden en iyi se¢imi yapmak i¢in, en yiiksek parasal degeri tiim segeneklerden

cikararak kaybedilen firsatlardan en diistigii segilir.

Tablo 5.1.1.7 Kararsiz yaklasim i¢in nétrosofik karar tablosu.

Yiiksek katilim Diisiik katilim
Yayla bolgesi [200000,300000]- [30000,100000]-

[200000,300000] [65000,95000]
Deniz bolgesi [200000,300000]- [30000,100000]-

[265000,295000] [65000,75000]
Kiiltiirel bolge [200000,300000]- [30000,100000]-

[210000,250000] [30000,100000]

Yiiksek katilim Diistik katilim
Yayla bolgesi [0,0] [-35000,5000]
Deniz bolgesi [-65000,5000] [-35000,25000]
Kiiltiirel bolge [-10000,50000] [0,0]

Tablo 5.1.1.7°de goriildiigi gibi yiiksek katilim ve diisiik katilim durumlarindaki en
yiiksek parasal degeri diger mevcut parasal degerlerden ¢ikardik. Bdylece, her
secenek icin kaybedilen firsatlarin en yiiksek degerlerini iceren asagidaki tabloya

gore kararsiz yaklasim i¢in bir sonuca ulasilabilmektedir.
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Tablo 5.1.1.8 Kararsiz yaklasim i¢in nétrosofik karar risk tablosu.

Kaybedilecek firsatlar

Yayla bolgesi [-35000,5000]
Deniz bolgesi [-35000,25000]
Kiiltiirel bolge [-10000,50000]

Tablo 5.1.1.8’¢ gore kararsiz yaklasim durumunda parasal kaybin en az oldugu

secenek yayla bolgesi oldugundan en dogru se¢im yayla bolgesi olacaktir.

Ayrica bi1= b= bs= bs= bs= be=0 olacak sekilde klasik forma gore degerlendirilecek

olursa;
Tablo 5.1.1.9 Kararsiz yaklagim i¢in klasik karar tablosu.
Yiiksek katilim Diisiik katilim
Yayla bolgesi 280000-250000 80000-80000

Deniz bolgesi

280000-280000

80000-70000

Kiilttirel bolge 280000-230000 80000-65000
Yiiksek katilim Diisiik katilim

Yayla bolgesi 30000 0

Deniz bolgesi 0 10000

Kiiltiirel bolge 50000 15000

Tablo 5.1.1.9°da goriildiigi gibi yiiksek katilim ve diistik katilim durumlarindaki en

yiiksek parasal degeri diger mevcut parasal degerlerden c¢ikarildi. Bdylece, her
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secenek i¢in kaybedilen firsatlarin en yiiksek degerlerini iceren asagidaki tabloya

gore kararsiz yaklagim i¢in bir sonuca ulasilabilmektedir.

Tablo 5.1.1.10 Kararsiz yaklasim igin klasik karar risk tablosu.

Kaybedilecek firsatlar
Yayla bolgesi 30000
Deniz bolgesi 10000
Kiiltiirel bolge 50000

Tablo 5.1.1.10°a goére kararsiz yaklasim durumunda parasal kaybin en az oldugu
secenek deniz bolgesi oldugundan en dogru se¢im deniz bolgesi olacaktir. Yine
klasik formda alinacak kararin notrosofik formda alinacak karardan farkli oldugu
goriildii. Dolayistyla, en dogru se¢imi yapmak icin dogru verilere sahip olan bu

yonteme bagli olmak yatirimciya biiyiik fayda saglar.

Simdi de elde ettigimiz verileri agirlik yiizdelerine gore hesaplayip notrosofik karar

agacina tagtyalim.
Yayla bblgesi: (300000).(0,60)+(95000).(0,30)+(150000).(0,10)=223500
Deniz bélgesi: (295000).(0,45)+(75000).(0,40)+(120000).(0,15)=180750

Kiiltiirel bdlge: (250000).(0,40)+(100000).(0,40)+(110000).(0,20)=162000
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KARAR(223500)
N
Vi
YAYLA BOLGESI
S
YAYLA BOLGESI DENiZ BOLGESI KULTUREL BOLGE

223500 180750 162000
‘\/ \/ \/

YUKSEK YUKSEK YUKSEK
KATILIM(%60) KATILIM(%45) KATILIM(%40)
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Sekil 5.1.1.11 Agirlik yiizdelerine gore notrosofik karar agaci.

Sekil 5.1.1.11°de olusturulan nétrosofik karar agact modeline gore en iyi yatirim

araci yayla bolgesi oldugu gézlemlenmistir.
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BOLUM VI

SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde genel olarak notrosofik tiglii kiimeler lizerinde durulmustur. Bu nétrosofik
ticlii kiimeyi soyut cebirde dnemli bir yapt olan modiil kavrami {izerine tasiyarak
olusturulan nétrosofik tiglii modiil yapist incelenmistir. Buna ek olarak genisletilmis
notrosofik {iclii cebirsel yapilarindan bahsedilmistir. Bu ¢alismanin noétrosofik tiglii

kiimeler lizerine calisacak arastirmacilara onciiliik etmesi amaglanmaistir.

[k olarak nétrosofik iiclii modiil yapisinin temelini olusturan, degismeli ve birimli
bir R halkas1 ile M degismeli toplamsal grup ilizerinde tanimlanan, klasik modiil ile
modil homomorfizmalarinin tanimi verilmis ve notrosofik ti¢lii teorisinde daha dnce
calisilmis olan nétrosofik tiglii grup, nétrosofik {iglii halkalarin tanim ve teoremleri
verilmistir. Bunlara ek olarak modiillerde zincir kosullar1 olan Artin ve Noether
yapilarinin tanim, teorem ve sonuglart verilerek konu hakkinda on bilgiler

verilmistir.

Bu tezde temel olarak genisletilmis notrosofik ii¢lii gruplar i¢in temel homomorfizma
teoremlerine yer verilmistir. Notrosofik ti¢li homomorfizmanin temel teoremi
verilmis ve kanitlanmistir. Daha sonra genisletilmis nétrosofik ticlii gruplar igin
birinci ve ikinci ndtrosofik iiclii izomorfizma teoremleri ispatlanmistir. Ayrica,
notrosofik {iglii monomorfizma, notrosofik tiglii epimorfizma, ndétrosofik {iglii
otomorfizma, i¢ nétrosofik tiglii otomorfizma ve genisletilmis nétrosofik {igliiler igin
merkezin tanimi yapilmistir. Bunlar ndtrosofik cebirsel yapilara uygulanarak, farkl
yapilarla ne kadar yakindan iligkili oldugu incelenmistir. Notrosofik {iglii
homomorfizmanin temel teoremi ve notrosofik iiglii izomorfizma teoremleri
kullanilarak, notrosofik {i¢lii cebirsel yapilar (nétrosofik iiclii halka, nétrosofik ti¢lii

cisim, notrosofik {iclii vektor uzayi, notrosofik {i¢lii normlu uzay, nétrosofik ticlii
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modiiller) arasindaki iligki incelenmis ve notrosofik {iglii cebirsel yapilarin ¢alisma

alan1 genisletilmistir.

Bu tezde noétrosofik tig¢lii R-modiil tanimlandi. Degismeli nétrosofik tiglii grup ve
notrosofik ticlii halka kullanilarak nétrosofik iiglii R-modiil tanimlanmistir. Ayrica
notrosofik ticlii R—modiili klasik R-modiiliinden farkli oldugu gosterilmistir.
Notrosofik tiglii R - modiil, klasik vektor uzaylarin genisletilmis halidir. Bu nedenle

notrosofik Gi¢lii yapilarinin kullanim alanlar1 genisletilmistir.

Daha sonra temel olarak notrosofik ticli R-modiilleri i¢in temel homomorfizma
teoremlerine yer verilmistir. Notrosofik ti¢lii R-modiil i¢in agiklanan birinei, ikinci
ve Ugiincii notrosofik iliclii izomorfizma teoremlerinin yani sira notrosofik tiglii
homomorfizmanin temel teoremleri verilmis ve kanitlanmistir. Ayrica, notrosofik
ticlii monomorfizma, n6trosofik- ti¢lii epimorfizma tanimlanmistir. Bunlar notrosofik
tclii cebirsel yapilara uygulanmigtir. Notrosofik ti¢lii homomorfizmanin temel
teoremi ve notrosofik ti¢lii izomorfizma teoremleri kullanilarak, notrosofik cebirsel

yapilar arasindaki iligki incelenmistir.

Daha sonra nétrosofik tiglii R modiiller i¢in zincir kosullar1 gozlemlenmis, bu yapilar
degismeli olmayan ve birimli halkalar araciligiyla incelenmistir. Klasik R-modiil
zincir kosullart genisletilerek nétrosofik ticlii R-modiil yapisi olusturulmustur. Ayrica
modiil yapilarinda zincir kosullarini olusturan nétrosofik tiglii Artin ve nétrosofik
tiglii Noether‘in tanim, teorem ve sonuglar1 verilmistir. Ayrica notrosofik ti¢lii R-
modiil yapis1 zincir kosullarinda kullanilan ACC ve DCC tanimlar1 verilmistir.
Boylece klasik yapi notrosofik tiglii cebirsel yapiya taginmig olup, klasik yapr ile

notrosofik tiglil yapr arasindaki iliski saglanmistir.

Tezin son bolimiinde ise klasik karar verme problemlerinde yasanan belirsizlik
sorunu dikkate alinarak noétrosofik karar verme asamasina deginilmistir. Bir problem
hakkinda karar verme asamasindaki klasik verilere belirsizlik durumu dahil edilerek
daha dogru kararlar alinmistir. Karar vermede kullanilacak verileri analiz etmek icin
en giiclii matematiksel yontemlerden biri olan karar agact modeli kullanilmistir. Bu
genisletilmis model, klasik alternatiflerden daha genel ve dogru verilere
dayandigindan en 1iyi kararin verilmesi i¢in noétrosofik karar agact modeli

Onerilmektedir.
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This book is generally concerned with the neutrosophic triplet module structure formed by a neutrosophic triplet on
the commutative R ring. In this book, it is aimed to establish a module structure on the neutrosophic triplet. Then,
the definitions and theorems of neutrosophic triplet submodule, neutrosophic triplet quotient module and
neutrosophic triplet module homomorphisms are given with examples. This book consists of six chapters. In the
introductory part of the book, the historical development process of the neutrosophic structure theory is given. In the
second part, the necessary preliminary information about the neutrosophic triplet modules has been compiled. In the
third chapter, the subjects of the neutrosophic extended triplet, subgroup, coset, normal subgroup and factor group
were studied. In addition to this study, the definitions of neutrosophic extended triplet image, neutrosophic extended
triplet kernel and neutrosophic extended triplet inverted image are included. In the fourth chapter, the subject of
neutrosophic triplet modules is examined in detail. In addition, the definitions of ascending chain condition (ACC)
and descending chain condition (DCC) used in neutrosophic triplet R-module structure chain conditions are given.
In the fifth chapter, an example of neutrosophic decision tree model is given by including indeterminancy into
classical logic. Finally, in the sixth chapter, the results and suggestions obtained in the book are given. As a result of
the studies, it has been observed that the neutrosophic triplet algebra structure is different from the classical algebra

structure.



