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摘　要　利用初等方法和解析方法 , 研究了双阶乘函数 Sdfk(n)的性质 ,获得了几个较强的均值性质及渐进公式。
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1　引言与结论

双阶乘函数 Smarandache双阶乘:

对于任意整数 m, 它的 Smarandache双阶乘为

m!! =
1· 3· 5…m, ifm is odd

2· 4· 6…m, ifm is even
, 例

如:3!! =1×3 =3, 6!! =2 ×4 ×6 =48。

双阶乘函数 Sdf(n):对于 Smarandache双阶乘 ,我

们定义函数:对任意的正整数 n, 双阶乘函数

Sdf(n)定义为最小的正整数 m使得m!!是 n的一个倍

数 ,即 Sdf(n)=min{m:m!! =kn, m∈ N.k∈ N}。

对于 Smarandache双阶乘而言双阶乘函数

Sdf(n)的前几项值为:

Sdf(1)=1;Sdf(2)=2;Sdf(3)=3;Sdf(4)=4;

Sdf(5)=5;Sdf(6)=6;Sdf(7)=7;

Sdf(8)=4;Sdf(9)=9;Sdf(10)=10;Sdf(11)=

11;Sdf(12)=6;Sdf(13)=13;

Sdf(14)=14;Sdf(15)=5;Sdf(16)=6, …。

关于双阶乘函数 Sdf(n), 已有许多学者
[ 3— 6]
对这个

数列进行了研究:在文献 [ 1]中 , KenichiroKashihara

介绍了这一函数 ,文献 [ 3]研究了有关 ∑
∞

n=1

1

Sdf(n)
、

∑
∞

n=1

Sdf(n)
n

敛散性 , 同时给出了 Diophantine方程

Sdf(n)=Sdf(n+1)解的讨论 ,特别是文献 [ 2] 、给

出了一个较强的渐近公式

∑
n≤x
Sdf(n)=

xlnx
lnlnx

+O
xlnx
lnlnx

2 。

KenichiroKashihara建议我们研究 S(n)与 Sdf(n)之

间的关系 ,本文通过初等方法和解析方法研究了双阶

乘函数 K次方及其它的复合的均值估计问题 ,并获得

了几个较强的渐近公式 ,推广了文献 [ 6]的结果。

定理 1　对任意的实数.对任意固定的正整数

kk≥ 2 及 r, 有渐近公式

∑
n≤x
(Sdf(n)-P(n))

k
=
ζ(k+1)
8(k+1)

x
k+1

lnx
+∑

r

i=2

cix
k+1

ln
i
x
+

O
x
k+1

ln
k+1
x
。

其中 P(n)是 n的最大素因子 , ci(i=2, 3, … , k)是

可计算常数 。

推论　当 k=2时

∑
n≤x
(Sdf(n)-P(n))

2
=
ζ(2)
24

x
3

lnx
+∑

k

i=2

cix
3

ln
i
x
+

O x
3

ln
k+1
x
。

其中 ζ(s)是 RiemannZeta函数 , ci(i=2, 3, …, k)

是可计算常数。

定理 2　对任意的实数 ,对任意固定的正整数

k(k≥ 2)及 r, 有渐近公式

∑
n≤x
(Sdf(n)-S(n))

k
=ζ(k+1)
8(k+1)

x
k+1

lnx
+∑

r

i=2

cix
k+1

ln
i
x
+

O x
k+1

ln
k+1
x
。



其中 ζ(s)是 RiemannZeta函数 , ci(i=2, 3, … , k)

是可计算常数 。

推论　当 k=2时

∑
n≤x
(Sdf(n)-S(n))

2
=
ζ(2)
24

x
3

lnx
+∑

k

i=2

cix
3

ln
i
x
+

O x
3

ln
k+1
x
。

2　几个引理及其证明

引理 1　对于任何实数 x≥ 1, 有渐近公式

设 π(x)=∑
p≤n

1, 由 Abel求和公式
[ 7]
及素数定

理 , π(x)=∑
k

i=1

aix

ln
i
x
+O

x
ln
k+1
x
。

其中 ai=(i-1)!, (i=1, 2, 3 , …, k)。

引理 2的证明可参阅文献 [ 2]中定理 4.2及文

献 [ 7]中定理 3.2。

引理 2　设 p是素数 ,则有

∑
p≤x
p
k
= 1
k+1

x
k+1

∑
r

i=1

ai
ln
i
x
+O x

k+1

ln
r+1
x
。

证明　由 Abel求和公式
[ 7]
及引理 1,有

∑
p≤x
p
k
=∫

x

2
3

t
k
dπ(t)=x

k
π(x)-k∫

x

2
3

t
k-1
dπ(t)dt=

x
k

∑
r

i=1

aix

ln
i
x
+O x

ln
k+1
x
-

k∫
x

2
3

t
k-1

∑
r

i=1

ait

ln
i
t
+O t

ln
k+1
t
dt=

x
k+1

∑
r

i=1

ai
ln
i
x
-
k
k+1

x
k+1

∑
r

i=1

ai
ln
i
x
+O x

k+1

ln
r+1
x
=

1

k+1
x
k+1

∑
r

i=1

ai
ln
i
x
+O x

k+1

ln
r+1
x
。

3　定理的证明

定理 1证明:

对于任意的 n≥1, n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αr
r为 n的标准

素因子分解式把区间 (1, x]的所有正整数 n分成如

下两个部分:

A:区间 (1, x]满足 P(n)≥ n, 所有正整数 n, i=

1, 2, …, k, 其中 P(n)是 n的最大素因子。

B:表示区间 (1, x] 中不属于集合 A的正整数 n。

那么:

∑
n≤x
(Sdf(n)-P(n))

k
=∑
n≤x
n∈ A

(Sdf(n)-P(n))
k
+

∑
n≤x
n∈ B

(Sdf(n)-P(n))
k
。

若 n∈ A, 则 n=mP(n), 且 P(m)<P(n),由 A的

定义知 Sdf(2)=2, 对于任意正整数 n>2, 且

n∈ A, 若 2 n, Sdf(n)=2P(n), 若 2n, Sdf(n)=

P(n), 根据这个性质 ,有

∑
n≤x
n∈ A

(Sdf(n)-P(n))
k
=∑

2n≤x
2n∈A

(Sdf(2n)-P(2n))
k
+

∑
2n-1≤x
2n-1∈A

(Sdf(2n-1)-P(2n-1))
k
=

∑
n≤x

2
2n∈A

(Sdf(2n)-P(2n))
k
=

∑
1<n≤x

2
2n∈A

(2P(2n)-P(2n))
k
=

∑
1<n≤x

2
2n∈A

(P(2n))
k
=

∑
np≤x

2
p>2n

p
k
=∑
n≤ x

2

∑
2n<p<x

2n

p
k
(10)

由引理 2有

∑
2n<p≤x

2n

p
k
=∫

x
2n

2n
t
k
dπ(t)= x

2n

k

π(x)-k∫
x
2n

2n
t
k-1
dπ(t)dt=

x
k+1

8 k+1 n
k+1 +∑

r

i=1

bix
k+1
ln
i
n

n
k+1
ln
i
x
+O x

k+1

ln
r+1
x

(11)

式(1)中用到估计式 2n≤ x, bi(i=2, 3, … , k)是

可计算常数 。

注意到 ∑
∞

n=1

1

n
k+1 =ζ(k+1), 根据式(10),式

(11)可得

∑
n≤x
n∈ A

(Sdf(n)-P(n))
k
=
ζ(k+1)
8(k+1)

x
k+1

lnx
+∑

r

i=2

cix
k+1

ln
i
x
+

O x
k+1

ln
k+1
x

(12)
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式(12)中 ci(i=2, 3, …, k)是可计算常数。

对于任意的 n≥ 1且 n∈ B, 易见 Sdf(n) nlnn

和 P(n) n, 故有

∑
n≤x
n∈ B

(Sdf(n)-P(n))
k
 ∑

n≤x
nln

k
n x

k
ln
k
x (13)

结合式(12)、式(13),立刻有

∑
n≤x
(Sdf(n)-P(n))

k
=∑

n≤x

n∈ A

(Sdf(n)-P(n))
k
+

∑
n≤x
n∈ B

(Sdf(n)-P(n))
k
=

ζ(k+1)
8(k+1)

x
k+1

lnx
+∑

r

i=2

cix
k+1

ln
i
x
+

O x
k+1

ln
k+1
x

其中 ζ(s)是 RiemannZeta函数。这就完成了定理

的证明。

现在我们证明定理 2。

若 n∈ A, S(n)-P(n) = 0;若 n∈ B,

S(n)-P(n) n;根据文献 [ 6]的结论与定理

2的证明我们有

∑
n≤x
(Sdf(n)-S(n))

k
=∑

n≤x
(Sdf(n)-P(n))

k
+

C
1
k∑
n≤x
(P(n)-S(n))(Sdf(n)-P(n))

k-1
+

C
i
k∑
n≤x
(P(n)-S(n))

i
(Sdf(n)-P(n))

k-i
+… +

∑
n≤x
(P(n)-S(n))

k
=
ζ(k+1)
8(k+1)

x
k+1

lnx
+

∑
r

i=2

cix
k+1

ln
i
x
+O

x
k+1

ln
k+1
x
。

其中 ζ(s)是 RiemannZeta函数 。这就完成了定理 3

的证明 。
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DoubleFactorialFunctionandItsHybridMeanValueAsymptoticFormula

ZHANG　Bo
(DepartmentofBasis, ShaanxiCollegeofCommunicationTechnology, Xi' an710018, P.R.China)

[ Abstract] 　UsingtheelementaryandanalyticmethodsthemeanvaluepropertiesoftheDoublefactorialfunction

Sdf
k
(n)isstudied.SeveralsharpermeanvalueformulaofthefunctionSdf

k
(n)isgiven.
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