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Resumen. Hemos definido el SobreConjunto-/SubConjunto-/Conjunto Fuera de Rango y -Ldgica Neutroséficos por primera vez
en 1995 y los publicamos en 2007. Durante 1995-2016 los presentamos en diversas conferencias y seminarios nacionales e
internacionales ([16]-[37]) e hicimos mas publicaciones entre 2007-2016 ([1]-[15]). Estas nuevas nociones son totalmente dife-
rentes de otros conjuntos/légicas/probabilidades existentes. Extendimos el conjunto neutroséfico, respectivamente, al SobreCon-
junto Neutrosofico {cuando algiin componente neutroséfico es > 1}, al SubConjunto Neutroséfico {cuando algiin componente
neutroséfico es < 0}, y al Conjunto Fuera de Rango Neutroséfico {cuando algunos componentes neutroséficos estan fuera del
intervalo [0,1], es decir, algiin componente neutroséfico > 1! y otro componente neutroséfico < 0}. Esto no es sorprendente, ya
que nuestro mundo real tiene numerosos ejemplos y aplicaciones de componentes neutroséficos superiores/inferiores/fuera de
rango.

Palabras clave: Sobreconjunto neutroséfico, subconjunto neutroséfico, conjunto neutrosofico fuera de rango, sobreldgica neu-
trosofica, subldgica neutroséfica, logica neutrosdfica fuera de rango, sobreprobabilidad neutroséfica, subprobabilidad neutrosé-
fica, probabilidad neutroséfica fuera de rango, sobrepertenencia (grado de pertenencia > 1), subpertenencia (grado de pertenencia
< 0), pertenencia fuera de rango (grado de pertenencia fuera del intervalo [0,1]).

Abstract. We have defined the Neutrosophic Over-/Under-/Off-Set and -Logic for the first time in 1995 and published in 2007.
During 1995-2016 we presented them to various national and international conferences and seminars ([16]-[37]) and did more
publishing during 2007-2016 ([1]-[15]). These new notions are totally different from other sets/logics/probabilities.\We extended
the neutrosophic set respectively to Neutrosophic Overset {when some neutrosophic component is > 1}, to Neutrosophic Under-
set {when some Neutrosophic component is < 0}, and to Neutrosophic Offset {when some neutrosophic components are off the
interval [0, 1], i.e. some neutrosophic component > 1 and other neutrosophic component < 0}. This is no surprise since our re-
al-world has numerous examples and applications of over-/under-/off-neutrosophic components.

Keywords: Neutrosophic overset, neutrosophic underset, neutrosophic offset, neutrosophic overlogic, neutrosophic underlogic,
neutrosophic offlogic, neutrosophic overprobability, neutrosophic underprobability, neutrosophic offprobability, overmember-
ship (membership degree > 1), undermembership (membership degree < 0), offmembership (membership degree off the interval

[0, 1]).

1. Introduccioén

En las teorias clasica de conjuntos y l6gica, en el conjunto y Idgica difusos, y en el conjunto y I8gica difusos
intuicionistas, el grado de pertenencia y el grado de no-pertenencia tienen que pertenecer a, o estar incluidos en,
el intervalo [0,1]. De manera similar, en la probabilidad clasica y en la probabilidad imprecisa, la probabilidad de
un evento tiene que pertenecer a, o respectivamente estar incluida en, el intervalo [0,1].

Sin embargo, hemos observado y presentado en muchas conferencias y seminarios alrededor del mundo {ver
[16]-[37]} v publicado {ver [1]-[15]} que en nuestro mundo real hay muchos casos en los que el grado de perte-
nencia es mayor que 1. Al conjunto, que tiene elementos cuya pertenencia es superior a 1, lo denominamos Sobre-
conjunto.
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Aln peor, observamos elementos cuya pertenencia con respecto a un conjunto es inferior a 0, y lo denomina-
mos Subconjunto. En general, a un conjunto que tiene elementos cuya pertenencia es superior a 1 y elementos
cuya pertenencia es inferior a 0, lo denominamos Conjunto Fuera de Rango (es decir, hay elementos cuyas perte-
nencias estan fuera (por encima y por debajo) del intervalo [0,1]).

“Neutroséfico” significa basado en tres componentes: T (pertenencia a la verdad), | (indeterminacion) y F
(falsedad-no-pertenencia). Y “sobre” (over) significa por encima de 1, “sub” (under) significa por debajo de 0,
mientras que “fuera de rango” (offset) significa més alld/alrededor del conjunto por ambos lados del intervalo
[0,1], por encima y por debajo, mas y menos, supra e infra, fuera de, o ajeno al conjunto. De manera similar, para
“légica fuera de rango” (offlogic), “medida fuera de rango” (offmeasure), “probabilidad fuera de rango™ (offpro-
bability), “estadistica fuera de rango” (offstatistics), etc.

Es como una olla con liquido hirviendo sobre una estufa de gas: cuando el liquido se expande y se sale de la
olla. La olla (el intervalo [0,1]) ya no puede contener todo el liquido (es decir, todos los valores neutroséficos de
verdad / indeterminacion / falsedad), y por lo tanto, algunos de ellos se caen de la olla (es decir, se obtienen valores
neutrosoficos de verdad / indeterminacion / falsedad que son >1), o la olla se agrieta por la base y el liquido se
derrama (es decir, se obtienen valores neutroséficos de verdad / indeterminacién / falsedad que son <0).

Matematicamente, significan obtener valores fuera del intervalo [0,1].

El aforismo estadounidense “pensar fuera de la caja” (think outside the box) tiene una resonancia perfecta con
el fuera de rango neutroséfico, donde la caja es el intervalo [0,1], y sin embargo se permiten valores fuera de este
intervalo.

2. Ejemplo de Sobrepertenenciay Subpertenencia

En una empresa determinada, un empleado a tiempo completo trabaja 40 horas a la semana. Consideremos el
periodo de la semana pasada. Helen trabajé a tiempo parcial, solo 30 horas, y las otras 10 horas estuvo ausente sin
remuneracion; por lo tanto, su grado de pertenencia fue 30/40 = 0.75<1.

John trabaj6 a tiempo completo, 40 horas, por lo que tuvo un grado de pertenencia de 40/40 = 1 con respecto
a esta empresa.

Pero George trabajé 5 horas extras, por lo que su grado de pertenencia fue (40+5)/40 = 45/40 = 1.125>1. Por
lo tanto, necesitamos hacer una distincion entre los empleados que trabajan horas extras y aquellos que trabajan a
tiempo completo o a tiempo parcial. Es por eso que necesitamos asociar un grado de pertenencia estrictamente
mayor que 1 a los trabajadores con horas extras.

Ahora, otra empleada, Jane, estuvo ausente sin paga durante toda la semana, por lo que su grado de pertenencia
fue 0/40 = 0.

Sin embargo, Richard, quien también fue contratado a tiempo completo, no solo no acudio a trabajar la semana
pasada en absoluto (0 horas trabajadas), sino que produjo, al iniciar accidentalmente un incendio devastador, mu-
cho dafio a la empresa, que se estim6 en un valor equivalente a la mitad de su salario (es decir, como si hubiera
trabajado 20 horas esa semana). Por lo tanto, su grado de pertenencia debe ser menor que el de Jane (ya que Jane
no produjo ningun dafio). De ahi que el grado de pertenencia de Richard, con respecto a esta empresa, fuera —20/40
=-0.50<0.

En consecuencia, necesitamos hacer una distincion entre los empleados que producen dafios y aquellos que
producen ganancias, 0 no producen ni dafios ni ganancias a la empresa.

Por lo tanto, los grados de pertenencia >1 y <0 son reales en nuestro mundo, asi que debemos tenerlos en
consideracion.

Entonces, de manera similar, la Logica/Medida/Probabilidad/Estadistica Neutroséfica etc. se extendieron, res-
pectivamente, a la Sobre-/Sub-/Fuera de Rango-Logica, -Medida, -Probabilidad, -Estadistica Neutrosofica etc.
[Smarandache, 2007].

2.1 Otro Ejemplo de Pertenencia Superior a 1 y Pertenencia Inferior a 0

Consideremos una agencia de espionaje S = {Si1, Sy, ..., S1000} del pais Atara contra su pais enemigo Batara.
A cada agente Sj, j € {1, 2, ..., 1000}, se le exigio la semana pasada que realizara 5 misiones, lo que representa la
contribucion/pertenencia a tiempo completo.

La semana pasada, el agente Sy7 complet6 con éxito sus 5 misiones, por lo que su pertenencia fue T(Az7) = 5/5
=1 =100% (pertenencia a tiempo completo).

El agente Ss» completd solo 3 misiones, por lo que su pertenencia es T(Ss2) = 3/5 = 0.6 = 60% (pertenencia a
tiempo parcial).

El agente S41 estuvo ausente, sin paga, debido a sus problemas de salud;

El agente Ss3 completd con éxito sus 5 misiones requeridas, mas una mision extra de otro agente que estuvo
ausente por enfermedad, por lo tanto T(Ss3) = (5+1)/5 = 6/5 = 1.2 > 1 (por lo tanto, tiene una pertenencia superior
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a 1, denominada sobrepertenencia).

Sin embargo, el agente Szs es un agente doble, y filtra informacion altamente confidencial sobre el pais Atara
al pais enemigo Batara, mientras que simultaneamente proporciona informacion engafiosa al pais Atara sobre el
pais enemigo Batara. Por lo tanto, S7s es un agente negativo con respecto a su pais Atara, ya que causa dafio a
Atara, se estimé que intencionalmente hizo mal sus 5 misiones, ademéas de comprometer una mision de otro agente
del pais Atara, por lo que su pertenencia T(Szs) = - (5+1)/5 = - 6/5 = -1.2 < 0 (por lo tanto, tiene una pertenencia
inferior a 0, denominada subpertenencia).

3. Definiciones y el trabajo principal

3.1 Definicién de Sobreconjunto Neutrosofico de Valor Unico

Sea U un universo del discurso y A1SU un conjunto neutroséfico. Sean T(x), 1(x), F(x) las funciones que
describen los grados de pertenencia, pertenencia-indeterminada y no-pertenencia, respectivamente, de un elemento
genérico xeU, con respecto al conjunto neutroséfico As:

T(X), I(X), F(X) : U — [0,Q]
donde 0 < 1< Q, y Q se denomina limite superior (overlimit).

T(x),1(x),F(x) € [0,0].

Un Sobreconjunto Neutroséfico de Valor Unico A; se define como:

A= {(X, <T(X)! I(X)! F(X)>)! XEU},
tal que existe al menos un elemento en A; que tiene al menos un componente neutroséfico que es >1, y ningin
elemento tiene componentes neutrosoficos que son <0.

Por ejemplo: Ai={(x1, <1.3, 0.5, 0.1>),(x2, <0.2, 1.1, 0.2>)}, ya que T(x1)=1.3>1, I(x2)=1.1>1, y ninglin com-
ponente neutrosoéfico es <0.

También O, = {(a, <0.3,-0.1, 1.1>)},yaque I(a) =—0.1 <0y F(a) = 1.1 > 1.

3.2 Definicién de Subconjunto Neutrosofico de Valor Unico

Sea U un universo del discurso y A2CU un conjunto neutroséfico. Sean T(x), 1(x), F(X) las funciones que
describen los grados de pertenencia, pertenencia-indeterminada y no-pertenencia, respectivamente, de un elemento
genérico xeU, con respecto al conjunto neutroséfico Ay:

T(x),I1(x),F(x):U - [¥,1]
donde ¥<0<1, y ¥ se denomina limite inferior (underlimit).

T(x),I(x),F(x) € [¥,1].

Un Subconjunto Neutrosofico de Valor Unico A; se define como:

Az ={(x, <T(x), I(x), F(x)>), xeU},
tal que existe al menos un elemento en A, que tiene al menos un componente neutroséfico que es < 0, y ningdn
elemento tiene componentes neutrosoficos que son >1.

Por ejemplo: Az = {(x1, <-0.4, 0.5, 0.3>), (X2, <0.2, 0.5, —0.2>)}, ya que T(x1)=-0.4 <0, F(x2) =-0.2<0,y
ningn componente neutrosofico es >1.

3.3 Definicion de Conjunto Neutrosofico Fuera de Rango de Valor Unico

Sea U un universo del discurso y As€U un conjunto neutrosofico. Sean T(x), 1(x), F(x) las funciones que
describen los grados de pertenencia, pertenencia-indeterminada y no-pertenencia, respectivamente, de un elemento
genérico xeU, con respecto al conjunto As:

T(x),1(x),F(x):U = [V, ]
donde W<0<1<Q, y ¥ se denomina limite inferior (underlimit), mientras que Q se denomina limite superior (over-
limit).

T(x),I(x), F(x) € [¥,2].

Un Conjunto Neutros6fico Fuera de Rango de Valor Unico As se define como:

Az = {(x, <T(x), I(x), F(x)>), xeU},
tal que existen algunos elementos en Az que tienen al menos un componente neutroséfico que es >1, y al menos
otro componente neutroséfico que es <O0.

Por ejemplo: As={(x1, <1.2, 0.4, 0.1>), (X2, <0.2, 0.3, —0.7>)}, ya que T(x1)=1.2 >1y F(x2) =—0.7 <0.

También B3={(a,<0.3, -0.1, 1.1>)},yaque I(a)=—-0.1<0y F(a) = 1.1 > 1.
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4. Operadores de Sobreconjuntos / Subconjuntos / Conjuntos Fuera de Rango Neutrosoficos de
Valor Unico

Sea U un universo del discurso y A={(x, <Ta(X), la(x), Fa(X)>), xeU} y B={(x, <Ts(X), Is(X), Fe(X)>), xeU}
dos sobreconjuntos / subconjuntos / conjuntos fuera de rango neutroséficos de valor Unico.

Ta(X), 1a(X), Fa(X), Ta(x), 18(X), Fs(X) : U — [¥,Q]
donde P<0<1<Q, y ¥ se denomina limite inferior (underlimit), mientras que Q se denomina limite superior (over-
limit).

TA(X), |A(X), FA(X), TB(X), |B(X), FB(X) € [lP,Q]

Tomamos el signo de desigualdad < en ambos extremos superiores, para comprender los tres casos: sobrecon-
junto (cuando ¥=0, y 1<Q), subconjunto (cuando ¥<0, y 1=Q), y fuera de rango (cuando ¥<0, y 1<Q).

4.1 Unidn de Sobreconjuntos / Subconjuntos / Conjuntos Fuera de Rango Neutrosoéficos de Valor
Unico
Entonces AUB={(x,<max{Ta(x), Te(X)}, min{la(x),Iz(x)}, min{Fa(x),Fe(X)}>), xeU}

4.2 Interseccion de Sobreconjuntos / Subconjuntos / Conjuntos Fuera de Rango Neutrosoficos
de Valor Unico

Entonces ANB={(x,<min{Ta(X), Te(x)}, max{la(x),1s(x)}, max{Fa(x),Fe(x)}>), xeU}

4.3 Complemento de Sobreconjunto / Subconjunto / Conjunto Fuera de Rango Neutrosoéfico de
Valor Unico

El complemento del conjunto neutroséfico A es
C(A)={(x, <Fa(x), ¥+Q-1a(X), Ta(x)>), x€U}.

5. Definicién de Sobreconjunto Neutrosofico de Valor de Intervalo

Sea U un universo del discurso y A1€U un conjunto neutroséfico. Sean T(x), 1(x), F(X) las funciones que
describen los grados de pertenencia, pertenencia-indeterminada y no-pertenencia, respectivamente, de un elemento
genérico xeU, con respecto al conjunto neutroséfico As:

T(x), I(x), F(x) : U — P([0,9Q]),
donde 0<1<Q, y Q se denomina limite superior (overlimit).

T(x), I(x), F(x) < [0,92], y P([0,€2]) es el conjunto de todos los subconjuntos de [0,€].

Un Sobreconjunto Neutroséfico de Valor de Intervalo A; se define como:

A= {(x, <T(x), I(x), F(x)>), xeU},
tal que existe al menos un elemento en A; que tiene al menos un componente neutrosofico parcial o totalmente
superior a 1, y ningln elemento tiene componentes neutroséficos que son parcial o totalmente inferiores a 0.

Por ejemplo: Ai={(x1, <(1, 1.4], 0.1, 0.2>), (X2, <0.2, [0.9, 1.1], 0.2>)}, ya que T(x1)=(1, 1.4] es totalmente
superior a 1, 1(x2)=[0.9, 1.1] es parcialmente superior a 1, y ningiin componente neutroséfico es parcial o total-
mente inferior a 0.

6. Definicién de Subconjunto Neutrosoéfico de Valor de Intervalo

Sea U un universo del discurso y A,€U un conjunto neutrosofico. Sean T(x), 1(x), F(x) las funciones que
describen los grados de pertenencia, pertenencia-indeterminada y no-pertenencia, respectivamente, de un elemento
genérico xeU, con respecto al conjunto neutroséfico Ay:

T(x),I1(x),F(x):U = P([¥,1)]).
donde W<0<1, y ¥ se denomina limite inferior (underlimit).

T(x), I(x), F(x) € [¥,1], y P([¥,1]) es el conjunto de todos los subconjuntos de [W,1].

Un Subconjunto Neutroséfico de Valor de Intervalo A; se define como:

Az ={(x, <T(x), I(x), F(x)>), xeU},
tal que existe al menos un elemento en A; que tiene al menos un componente neutrosofico parcial o totalmente
inferior a 0, y ningln elemento tiene componentes neutrosoficos que son parcial o totalmente superiores a 1.

Por ejemplo: Ax={(x1, <(-0.5, —0.4], 0.6, 0.3>),(x2, <0.2, 0.5, [-0.2, 0.2]>)}, ya que T(x1)=(-0.5, —0.4] es
totalmente inferior a 0, F(x2)=[—0.2, 0.2] es parcialmente inferior a 0, y ningiin componente neutroséfico es parcial
o totalmente superior a 1.
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7. Definicién de Conjunto Neutroséfico Fuera de Rango de Valor de Intervalo

Sea U un universo del discurso y AsCU.

Sean T(x), 1(x), F(x) las funciones que describen los grados de pertenencia, pertenencia-indeterminada y no-
pertenencia, respectivamente, de un elemento genérico XeU, con respecto al conjunto As:

T(x), I(x), F(xX) : U — P([P,Q)),
donde ¥<0<1<Q, y ¥ se denomina limite inferior (underlimit), mientras que Q se denomina limite superior (over-
limit).

T(x), I(X), F(x) € [¥,Q], y P([¥,2]) es el conjunto de todos los subconjuntos de [¥,Q].

Un Conjunto Neutrosoéfico Fuera de Rango de Valor de Intervalo As se define como:

As={(x,<T(x), I(X), F(x)>), XxEU},
tal que existen algunos elementos en Az que tienen al menos un componente neutroséfico parcial o totalmente
superior a 1, y al menos otro componente neutroséfico que es parcial o totalmente inferior a 0.

Por ejemplo: As={(x1,<[1.1, 1.2], 0.4, 0.1>),(%2,<0.2, 0.3, (—0.7,-0.3)>)}, ya que T(x1)=[1.1, 1.2] es totalmente
superior a 1, y F(x2)=(—0.7, —0.3) es totalmente inferior a 0.

También Bs;={(a,<0.3, [-0.1, 0.1], [1.05, 1.10]>)}, ya que I(a)=[—-0.1, 0.1] es parcialmente inferior a 0, y
F(a)=[1.05, 1.10] es totalmente superior a 1.

8. Operadores de Sobreconjunto / Subconjunto / Conjunto Fuera de Rango Neutroséficos de
Valor de Intervalo

Sean U un universo del discurso
A ={(x, <Ta(x), la(x), Fa(x)>),x € U} and B = {(x, <Ta(x), ls(x), Fe(x)>), x € U}
dos sobreconjuntos / subconjuntos / conjuntos fuera de rango neutroséficos de valor de intervalo.
Ta(X), 1a(X), Fa(x), Ta(x), 18(X), Fa(x) : U — P([¥.©]),
donde P([¥,Q]) significa el conjunto de todos los subconjuntos de [¥,Q], y Ta(X), 1a(x), Fa(x), Ta(x), Is(X), Fa(x)
C [P,Q], con P<0<1<Q, y ¥ se denomina limite inferior (underlimit), mientras que Q se denomina limite superior
(overlimit).
Tomamos el signo de desigualdad < en lugar de < en ambos extremos superiores, para comprender los tres
€asos:
e sobreconjunto {cuando ¥=0, y 1<Q},
e  subconjunto {cuando <0, y 1=Q},
e yfuerade rango {cuando ¥<0, y 1<Q}.

8.1 Union de Sobreconjunto / Subconjunto / Conjunto Fuera de Rango Neutrosdéficos de Valor
de Intervalo

Entonces
AUB =
{(x,<[max{inf(Ta(x)), inf(Ta(x))}, max{sup(Ta(x)), sup(Ta(x)}1,
[min{inf(1a(x)), inf(1s(x))}, min{sup(1a(x)), sup(Is(x)}],
[min{inf(Fa(X)), inf(Fg(x))}, min{sup(Fa(X)), sup(Fe(x)}]>, x € U}.

8.2 Interseccidn de Sobreconjunto / Subconjunto / Conjunto Fuera de Rango Neutroséficos de
Valor de Intervalo

Entonces
ANB =
{O<[min{inf(Ta(X)), inf(Ta(x))}, min{sup(Ta(x)), sup(Te(X)}],
[max{inf(Ia(x)), inf(Ia(x))}, max{sup(la(x)), sup(le(x)}1,
[max{inf(Fa(x)), inf(Fg(x))}, max{sup(Fa(x)), sup(Fe(xX)}]>, x € U}

8.3 Complemento de Sobreconjunto / Subconjunto / Conjunto Fuera de Rango Neutrosoficos de
Valor de Intervalo

El complemento del conjunto neutroséfico A es
C(A)={(x, <Fa(x), [¥+Q-sup{la(x)}, ¥+Q-inf{la(x)}], Ta(x)>), x€U}.
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9. Conclusién

Los grados de pertenencia superiores a 1 (sobrepertenencia), o inferiores a 0 (subpertenencia), forman parte de
nuestro mundo real, por lo que merecen un estudio mas profundo en el futuro. El sobreconjunto neutrosofico /
subconjunto neutroséfico / conjunto neutrosoéfico fuera de rango, junto con la sobreldgica neutroséfica / sublégica
neutrosofica / l6gica neutroséfica fuera de rango, y especialmente la sobreprobabilidad neutroséfica / subprobabi-
lidad neutrosédfica / y probabilidad neutroséfica fuera de rango, tienen muchas aplicaciones en tecnologia, ciencias
sociales, economia, y otros &mbitos que los lectores podrian estar interesados en explorar. Después de disefiar los
operadores neutroséficos para el sobreconjunto/subconjunto/conjunto fuera de rango neutrosofico de valor Gnico,
los extendimos a operadores de sobreconjunto/subconjunto/conjunto fuera de rango neutroséfico de valor de in-
tervalo. También presentamos otro ejemplo de pertenencia superior a 1 y pertenencia inferior a 0. Por supuesto,
en muchos problemas del mundo real se pueden utilizar la union neutrosofica, la interseccion neutroséfica y el
complemento neutroséfico para el sobreconjunto/subconjunto/conjunto fuera de rango neutroséfico de valor de
intervalo. La investigacién futura se centrara en las aplicaciones practicas.
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