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Resumen. En este artículo se proponen por primera vez los operadores (intersección/conjunción y unión/disyunción) para las 

lógicas, probabilidades y estadísticas inciertas basadas en sobreconjuntos, subconjuntos y conjuntos fuera de rango. Se presentan 

aplicaciones prácticas de los conjuntos difusos tipo sobreconjunto, subconjunto y fuera de rango, así como de sus respectivas 

lógicas, probabilidades y estadísticas. También se indica que se pueden diseñar aplicaciones similares para cualquier extensión 

difusa basada en sobreconjuntos, subconjuntos y conjuntos fuera de rango. 
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1 Introducción 

El conjunto neutrosófico fue ampliado por primera vez por Smarandache [2–6] en el año 2007 al SobreCon-

junto neutrosófico (cuando algún componente neutrosófico es mayor que 1), dado que, por ejemplo, un empleado 

que realiza horas extraordinarias merece un grado de pertenencia superior a 1 en comparación con un empleado 
que trabaja únicamente a tiempo completo, cuyo grado de pertenencia es igual a 1. 

Asimismo, fue extendido al subconjunto neutrosófico negativo (cuando algún componente neutrosófico es 
menor que 0), considerando, por ejemplo, el caso de un empleado que ocasiona más perjuicio que beneficio a su 

empresa, y que, por lo tanto, justifica un grado de pertenencia inferior a 0 en relación con un empleado que aporta 

beneficios a la organización y posee un grado de pertenencia positivo. 
Finalmente, se introdujo el concepto de conjunto neutrosófico fuera de rango, definido como aquel en el que 

algunos de sus componentes se encuentran fuera del intervalo estándar [0, 1], es decir, al menos un componente 
excede 1 mientras que otro es inferior a 0. 

De forma análoga, se extendieron también la lógica, medida, probabilidad y estadística neutrosófica a sus 
respectivas versiones de SobreConjunto, SubConjunto Negativo y Conjunto Fuera de Rango. 

Estas generalizaciones emergen de aplicaciones prácticas, en las que los grados [φ, ψ] se sitúan fuera del in-

tervalo convencional [0, 1], o en las que se verifica la condición φ ≤ 0 < 1 ≤ ψ. 
El término “sobre” hace referencia a grados mayores que 1, “sub” a grados menores que 0, mientras que “fuera 

de rango” indica la coexistencia de componentes mayores que 1 y menores que 0. 
Por “conjuntos/lógicas/medidas/probabilidades/estadísticas inciertas” se entienden, en términos generales, 

todas las variantes difusas y sus extensiones, tales como: neutrosóficas, plitonigénicas, difusas intuicionistas, 

difusas intuicionistas inconsistentes, difusas con imagen (picture fuzzy), difusas ternarias, difusas pitagóricas, 
intuicionistas de Atanassov, fermateanas, esféricas, neutrosóficas hiperesféricas n-dimensionales, difusas ortopar 

q-rung, neutrosóficas refinadas, entre otras. 
En el presente trabajo se propone la extensión de la t-norma a la norma sobre/sub/fuera de rango, y de modo 

análogo, la extensión de la t-conorma a la conorma sobre/sub/fuera de rango. 

2 Anotación 

A diferencia de las versiones anteriores de los artículos y libros sobre sobre/sub/fuera de rango conjuntos/lógi-

cas/probabilidades inciertas [2–6], en los cuales el intervalo no clásico se denotaba como [ψ, φ], proponemos 
ahora utilizar la notación [φ, ψ], dado que la letra φ precede a la letra ψ en el alfabeto griego. 

Todas las demás ideas permanecen sin cambios. 

mailto:smarand@unm.edu
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3 Normas y Conormas Triangulares Clásicas 

Por normas y conormas triangulares clásicas [1] nos referimos a aquellas normas y conormas cuyos dominios 

y codominios son iguales a [0, 1], como por ejemplo en las teorías difusas. Mientras que, por Normas y Conormas 
Triangulares Sobre/Sub/Fuera de Rango [2 – 6], nos referimos a aquellas normas y conormas cuyos dominios y 

codominios son diferentes de [0, 1]. 

3.1 Definición de Norma Triangular Clásica 

Una norma triangular (abreviada t-norma) es una operación binaria T sobre el intervalo [0, 1] que satisface las 
siguientes condiciones: 

T:[0,1]×[0,1]→[0,1]. 

Para todo (x,y)∈[0,1]×[0,1], se cumple: 

• 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇(𝑦, 𝑥) (conmutatividad) 

• 𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) (asociatividad) 

• 𝑦 ≤ 𝑧 ⇒ 𝑇(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇(𝑥, 𝑧) (monotonía) 

• 𝑇(𝑥, 1) = 𝑥 (elemento neutro 1) 

3.1.1 Ejemplos de t-normas 

• 𝑇𝑀(𝑥, 𝑦) = min (𝑥, 𝑦) (mínimo o t-norma de Gödel) 

• 𝑇𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∙ 𝑦 (t-norma producto) 

• 𝑇𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥 + 𝑦 − 1, 0) (t-norma de Łukasiewicz) 

3.2 Definición de Conorma Triangular Clásica 

Una noción dual a la norma triangular es la conorma triangular (abreviada t-conorma, también conocida como 

s-norma): 

S:[0,1]×[0,1]→[0,1].  
Y para todo (x,y)∈[0,1]×[0,1], se cumple: 

• 𝑆(𝑥, 𝑦) = 𝑆(𝑦, 𝑥) (conmutatividad) 

• 𝑆(𝑥, 𝑆(𝑦, 𝑧)) = 𝑆(𝑆(𝑥, 𝑦), 𝑧) (asociatividad) 

• 𝑦 ≤ 𝑧 ⇒ 𝑆(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑆(𝑥, 𝑧) (monotonía) 

• 𝑆(𝑥, 0) = 𝑥 (elemento neutro 0) 
La conorma S tiene como elemento neutro el 0 (cero), en lugar del 1, pero todas las demás condiciones per-

manecen iguales. 

3.2.1 Ejemplos de t-conormas 

• 𝑇𝑀(𝑥, 𝑦) = min (𝑥, 𝑦) (máximo o t-conorma de Gödel) 

• 𝑇𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∙ 𝑦 (-conorma producto o suma probabilística) 

• 𝑇𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥 + 𝑦 − 1, 0) (t-conorma de Łukasiewicz o suma acotada) 

4 Sobrenorma/Subnorma/Norma Fuera de Rango 
y Sobreconorma/Subconorma/Conorma Fuera de Rango 

Extendemos la norma y la conorma triangular clásica, cuyo dominio y codominio es [0, 1], a los siguientes 

casos: 
• Sobrenorma y sobreconorma, cuando su dominio y codominio son [0, 𝜓], con 𝜓 > 1; 

• Subnorma y subconorma, cuando su dominio y codominio son [φ, 1], con φ < 0; 
• Norma fuera de rango y conorma fuera de rango, cuando su dominio y codominio son [φ, ψ], φ < 0 

< 1 < 𝜓. 

4.1 Definición de la Norma Triangular Fuera de Rango 

Una norma triangular fuera de rango (abreviada t-norma fuera de rango) es una operación binaria 

𝑇Fuera de Rango : [𝜑, 𝜓] × [𝜑, 𝜓] → [𝜑, 𝜓], φ < 0 < 1 < 𝜓, 
de modo que, para todo (𝑥, 𝑦) ∈ [𝜑, 𝜓] × [𝜑, 𝜓], se cumple: 

Conmutatividad: 𝑇Fuera de Rango (𝑥, 𝑦) = 𝑇Fuera de Rango (𝑦, 𝑥); 
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Asociatividad: 𝑇Fuera de Rango (𝑥, 𝑇Fuera de Rango (𝑦, 𝑧)) = 𝑇Fuera de Rango (𝑇Fuera de Rango (𝑥, 𝑦), 𝑧);  

Monotonicidad: Si 𝑦 ≤ 𝑧, entonces 𝑇Fuera de Rango (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇Fuera de Rango (𝑥, 𝑧); 

Elemento neutro: 𝑇Fuera de Rango (𝑥, ψ) = 𝑥, es decir, el elemento neutro es ψ - el mayor del intervalo. 

4.1.1 Ejemplos de Norma Triangular Fuera de Rango 

𝑇Fuera de Rango(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦), la cual es la extensión de la t-norma de Gödel desde el intervalo 

unitario [0,1] al intervalo no unitario [φ, ψ], donde φ < 0 < 1 < 𝜓. 

Demostración 
La conmutatividad, asociatividad y monotonicidad del operador mínimo son evidentes en cualquier 

intervalo real. Dado que el elemento neutro debe ser el valor más grande del intervalo dado, en este caso, 
el elemento neutro es ψ (el mayor). 

4.2 Definición de SobreNorma Triangular 

Es similar a la Norma Triangular Fuera de Rango, pero definida sobre el intervalo [0, ψ], donde ψ > 1. 

𝑇Sobre𝑁𝑜𝑟𝑚a: [0, 𝜓] × [0, 𝜓] → [0, 𝜓], donde 𝜓 > 1. 

Se cumplen los axiomas de: 

Conmutatividad: 𝑇Sobre𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑦) = 𝑇Sobre𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑦, 𝑥); 
Asociatividad: 𝑇Sobre𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑇Sobre𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑦, 𝑧)) = 𝑇Sobre𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑇Sobre𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑦), 𝑧),  

Monotonía: 𝑦 ≤ 𝑧, entonces 𝑇Sobre𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇Sobre𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑧) 

Elemento neutro: 𝑇Sobre𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝜓) = 𝑥, or the neutral element is ψ, es decir, el elemento neutro es ψ - 
el mayor del intervalo. 

4.2.1 Ejemplo de SobreNorma Triangular 

𝑇Sobre𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑖𝑛 (𝑥, 𝑦) 

Este es un caso de la norma t de Gödel extendida del intervalo unitario [0,1] al intervalo no unitario [0,ψ], 

con ψ > 1. 

4.3 Definición de SubNorma Triangular 

Es similar a la Norma Triangular Fuera de Rango, pero en el intervalo [φ, 1], con φ < 0. 

𝑇Sub𝑁𝑜𝑟𝑚a : [𝜑, 1] × [𝜑, 1] → [𝜑, 1], donde 𝜑 > 0. 

Para cualquier (𝑥, 𝑦) ∈ [𝜑, 1] × [𝜑, 1], se verifican los axiomas de conmutatividad, asociatividad, 

monotonía y existencia de un elemento neutro. 

𝑇Sub𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑦) = 𝑇Sub𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑦, 𝑥), conmutatividad; 

𝑇Sub𝑁𝑜𝑟𝑚a(𝑥, 𝑇Sub𝑁𝑜𝑟𝑚a(𝑦, 𝑧)) = 𝑇Sub𝑁𝑜𝑟𝑚a(𝑇Sub𝑁𝑜𝑟𝑚a(𝑥, 𝑦), 𝑧), asociatividad;  

If 𝑦 ≤ 𝑧, then 𝑇Sub𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇Sub𝑁𝑜𝑟𝑚a(𝑥, 𝑧), monotonía; 

𝑇Sub𝑁𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 1) = 𝑥, o el elemento neutro es 1. 

4.3.1 Ejemplo de SubNorma Triangular 

𝑇Sub𝑁𝑜𝑟𝑚a(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑖𝑛 (𝑥, 𝑦) 

4.4 Definición de Conorma Triangular Fuera de Rango 

De manera similar a la Conorma Triangular clásica, la Conorma Triangular Fuera de Rango es la 

dual de la Norma Triangular Fuera de Rango. 

𝑇𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a Fuera de Rango : [𝜑, 𝜓] × [𝜑, 𝜓] → [𝜑, 𝜓], donde φ<0<1<ψ, 

y para cualquier (x, y) [, ][, ] se tiene: 

S𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a Fuera de Rango (𝑥, 𝑦) = S𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a Fuera de Rango (𝑦, 𝑥), conmutatividad; 

S𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a Fuera de Rango (𝑥, S𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a Fuera de Rango (𝑦, 𝑧)) = S𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a Fuera de Rango (S𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a Fuera de Rango (𝑥, 𝑦), 𝑧), 

asociatividad; 

Si 𝑦 ≤ 𝑧, entonces S𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a Fuera de Rango (𝑥, 𝑦) ≤ S𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a Fuera de Rango (𝑥, 𝑧), monotonía; 
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S𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a Fuera de Rango (𝑥, φ) = 𝑥, el elemento neutro es el elemento más pequeño φ. 

4.4.1 Ejemplos de Conorma Triangular Fuera de Rango 

𝑆𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a Fuera de Rango (𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 (𝑥, 𝑦), que es otra t-conorma de Gödel extendida. 

La conmutatividad, asociatividad y monotonía del operador máximo son válidas en cualquier inter-

valo real. Pero como elemento neutro se tiene ahora φ (el elemento más pequeño del intervalo real [φ,ψ]), en 

lugar de 0 (cero) como en la SConorma clásica. 

4.5 Definición de SobreConorma Triangular  

Es como la Conorma Triangular Fuera de Rango, pero en el intervalo [0,ψ], con ψ>1. 

𝑇Sobre𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a : [0, 𝜓] × [0, 𝜓] → [0, 𝜓], donde 𝜓 > 1.  

Y para cualquier (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝜓] × [0, 𝜓], se verifican los axiomas de conmutatividad, asociatividad, 

monotonía y existencia de un elemento neutro: 

𝑆 Sobre𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑦) = 𝑆 Sobre𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a (𝑦, 𝑥), conmutatividad, 

𝑆Sobre𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑆Sobre𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a 
(𝑦, 𝑧)) = 𝑆Sobre𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a 

(𝑆 Sobre𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a 
(𝑥, 𝑦), 𝑧), asociatividad; 

Si 𝑦 ≤ 𝑧, entonces 𝑆 Sobre𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑆 Sobre𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑧), monotonía; 

𝑆 Sobre𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 0) = 𝑥, o el elemento neutro es 0 (cero). 

4.5.1 Ejemplo de SobreConorma Triangular  

𝑆Sobre𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 (𝑥, 𝑦) 

4.6 Definición de SubConorma Triangular  

Es similar a la Conorma Triangular Fuera de Rango, pero en el intervalo [φ,1], con φ<0. 

𝑇Sub𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a : [𝜑, 1] × [𝜑, 1] → [𝜑, 1], 𝜑 > 0, con φ<0.  

Y para cualquier (𝑥, 𝑦) ∈ [𝜑, 1] × [𝜑, 1], se verifican los mismos axiomas: 

𝑆Sub𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑦) = 𝑆Sub𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a (𝑦, 𝑥), conmutatividad; 

𝑆Sub𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a
 (𝑥, 𝑆Sub𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a

 (𝑦, 𝑧)) = 𝑆Sub𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a
 (𝑆Sub𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a

 (𝑥, 𝑦), 𝑧), asociatividad; 

Si 𝑦 ≤ 𝑧, entonces 𝑆Sub𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑆Sub𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a (𝑥, 𝑧), monotonía; 

𝑆Sub𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a (𝑥, φ) = 𝑥, o el elemento neutro es φ (el más pequeño). 

4.6.1 Ejemplo de SubConorma Triangular  

𝑆Sub𝐶𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚a(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑦) 

5 Aplicaciones prácticas de la Norma Fuera de Rango y la Conorma Fuera de Rango 

5.1 Aplicación del SobreConjunto Difuso 

En una clase de matemáticas, el profesor aplica un examen a los estudiantes con 10 preguntas obligatorias. Por 

cada pregunta contestada correctamente, se otorgan 10 puntos. 
Sin embargo, considerando que hay varios estudiantes muy dotados que participan en las Olimpiadas Region-

ales de Matemáticas, el profesor añade una pregunta adicional difícil, que es opcional. 
Al resolver correctamente los diez primeros problemas matemáticos, un estudiante obtiene 10×10=100 puntos, 

equivalente a la calificación A. Recordamos que las calificaciones son las siguientes, en orden ascendente:  
F < D < C < B < A, o {F, D, C, B, A}. 

Significan, reprobar si un estudiante obtiene F o D, y aprobar si obtiene C, B o A. Estas corresponden numé-

ricamente aproximadamente a: 
{0, 0.25, 0.50, 0.75, 1}, o F(0), D(0.25), C(0.50), B(0.75), A(1), 

donde, por supuesto, 0=0% significa 0 puntos de 100 puntos, 0.25=25% o 25 puntos de 100 puntos, etc. 
Pero para los estudiantes que también resuelven el problema 11, se les otorga la calificación A+, que es superior 

a A, ya que: 

11 preguntas × 10 puntos = 110 puntos = A+, lo cual es > 100 puntos = A. 
110 puntos de 100 puntos requeridos es 110/100=1.1 grados, correspondiente a A+. 

Por lo tanto, la escala de calificación se extendió del intervalo unitario clásico [0,1] al intervalo no unitario 
[0,1.1]. 
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Por lo tanto, el grado 1.1 de A+ es mayor que el intervalo [0,1], por lo que tenemos un SobreConjunto. 

5.1.1 Aplicación de la SobreLógica Difusa 

Sea la proposición: 
P = "La estudiante Marcella obtiene una calificación aprobatoria." 

¿Cuál podría ser el SobreValor de Verdad de esta proposición? 
Aprobar significa obtener una puntuación entre el 50% y el 110%, o entre [0.5,1.1]. 

Así, el SobreValor de Verdad es todo el intervalo [0.5,1.1], mientras que en la lógica clásica el valor de verdad 
es menor, en todo el intervalo [0.5,1]. 

5.1.2 Aplicación de la SobreProbabilidad Difusa 

¿Cuál es la SobreProbabilidad de que Marcella apruebe el examen (incluyendo obtener A+)? Otra pregunta: 
¿Cuál es la SobreProbabilidad de que un estudiante obtenga un A+ (grado > 1)? 

Aprobar significa obtener una puntuación entre el 50% y el 110%, o entre [0.5,1.1] de [0,1.1], 
por lo tanto: 

1.1 − 0.5

1.1 − 0
=

0.6

1.1
≈ 0.55 

Cabe señalar que en el caso clásico (sin SobreProbabilidad, o sin A+ en la escala de calificación), cuando el 
dominio y el codominio son solo [0,1], el resultado de la probabilidad clásica es, en general, menor: 

1 − 0.5

1 − 0
=

0.5

1
= 0.50 

5.1.3 Aplicación de la SobreEstadística Difusa 

La SobreEstadística (OverStatistics), además de la estadística clásica, también considera los eventos de So-
breProbabilidad. Por ejemplo, el número de estudiantes que obtienen más del 100% en el examen. 

Ejemplos Numéricos Difusos 

TSobreNorma :[0,1.1]×[0,1.1]→[0,1.1] 

TSobreNorma (0.4,1.1)=min{0.4,1.1}=0.4 
SSobreNorma :[0,1.1]×[0,1.1]→[0,1.1] 

SSobreNorma (0.4,1.1)=max{0.4,1.1}=1.1 

5.2 Aplicación del SubConjunto Difuso 

En un examen de admisión en la Universidad X, los estudiantes deben aprobar varias pruebas. En cada prueba, 

obtienen una puntuación entre 0% y 100% puntos, o un grado entre [0,1]. El valor más bajo es 0 (cero) puntos. 
Incluso si un estudiante obtiene un cero en una prueba, no es eliminado, todavía tiene la posibilidad de ser admitido 

si obtiene calificaciones más altas en las otras pruebas y, por supuesto, otros estudiantes obtienen calificaciones 
más bajas. 

El estudiante Sean es sorprendido haciendo trampa y es expulsado de la competencia, por lo tanto, no tiene 

más posibilidades. Así, el veredicto de “expulsado de la competencia” debería tener un grado menor que cero. 
Por lo tanto, ahora tratamos con el subconjunto φ ∪ [0,1], donde φ < 0, φ representa el grado de ser expulsado. 

Como ejemplo numérico, φ = −1, y el subconjunto es {−1}∪[0,1]. 
TSubNorma :({−1}∪[0,1])×({−1}∪[0,1])→({−1}∪[0,1]) 

SSubConorma :({−1}∪[0,1])×({−1}∪[0,1])→({−1}∪[0,1]) 

5.2.1 Aplicación de la SubLógica Difusa 

De manera similar, sea la proposición: 

P = "La estudiante Marcella obtiene una calificación aprobatoria." 
¿Cuál podría ser el SubValor de Verdad difuso de esta proposición? 

Aprobar significa obtener una puntuación entre el 50% y el 100%, o entre [0.5,1]. 

Así, el SubValor de Verdad difuso es el intervalo [0.5,1], el mismo que en la lógica clásica. 

5.2.2 Aplicación de la SubProbabilidad Difusa 

En la probabilidad clásica, ¿cuál es la probabilidad de que el estudiante John obtenga 23 puntos de un total de 
100 puntos? Es: una posibilidad favorable (23 puntos), de ciento una posibilidades totales: 

{0,1,2,3,4,5,…,23,24,…,100} 
Es decir: 
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1

101
≈0.00990099 

En la SubProbabilidad difusa, la probabilidad de que el estudiante John obtenga 23 puntos de 100 puntos es: 

una posibilidad favorable (23 puntos), pero de ciento dos posibilidades totales: 
{−1,0,1,2,3,4,5,…,23,24,…,100} 

Es decir: 
1

102
≈0.00980392 

lo cual es menor que la probabilidad clásica. 

¿Cuál es la SubProbabilidad difusa de que el estudiante Raymond obtenga cero puntos, o sea expulsado de la 

competencia (es decir, que el estudiante obtenga el grado -1)? Dos casos favorables de 102 casos totales posibles: 
Es: 

2

102
≈0.01960784 

5.2.3 Aplicación de la SubEstadística Difusa 

La SubEstadística difusa, además de la estadística clásica, considera también los eventos de SubProbabilidad. 

Por ejemplo, el número de estudiantes que obtienen menos del 0% de puntos (expulsados) en el examen, etc. 

5.3 Aplicación del Conjunto Fuera de Rango Difuso 

Retomamos los ejemplos prácticos anteriores y los combinamos: 

En una clase de matemáticas, el profesor aplica un examen a los estudiantes con 10 preguntas obligatorias. Por 
cada pregunta contestada correctamente, se otorgan 10 puntos. 

Sin embargo, considerando que hay varios estudiantes muy dotados que participan en las Olimpiadas Region-

ales de Matemáticas, los examinadores añaden una pregunta adicional difícil, que es opcional, y también asignan 
10 puntos por resolverla correctamente. 

Si un estudiante es sorprendido haciendo trampa, es expulsado de la escuela. 
De manera similar, "expulsado" significa menos de 0 (cero) puntos. 

El dominio y el rango son ahora, por ejemplo, [−1.2,1.1], donde el grado -1.2 significa expulsado y el grado 
1.1 significa haber resuelto también el undécimo problema adicional. 

Los márgenes inferior (φ) y superior (ψ) del dominio y codominio del Conjunto/Lógica/Probabilidad/Es-

tadística Fuera de Rango difuso [φ,ψ] son establecidos por los expertos de acuerdo con la aplicación en la que se 
utilizan. 

5.3.1 Aplicación de la Lógica Fuera de Rango Difusa 

Encuentre el Valor de Verdad Fuera de Rango difuso de la proposición, P = "Miguel obtiene un A+". 

Significa que Miguel obtiene entre (1.0,1.1] en el examen, de [−1.2,1.1]. 
1.1 − 1.0

1.1 − (−1.2)
=

0.1

2.3
≈ 0.043 … 

5.3.2 Aplicación de la Probabilidad Fuera de Rango Difusa 

¿Cuál es la Probabilidad Fuera de Rango difusa de que Marcella sea expulsada? 

Significa que Marcella obtiene entre [−1.2,0) en el examen, de [−1.2,1.1]. 
|0 − (−1.2)|

1.1 − (−1.2)
=

1.2

2.3
= 0.521 … 

5.3.3 Aplicación de la Estadística Fuera de Rango Difusa 

La Estadística Fuera de Rango (OffStatistics) difusa, además de la estadística clásica, considera también los 
eventos de Probabilidad Fuera de Rango difusa. Por ejemplo, las estadísticas sobre los estudiantes que obtienen 

más del 100% o menos del 0% en el examen. 

6 Investigaciones futuras 

Se necesitan mejores diseños para las Normas y Conormas Sobre/Sub y Fuera de Rango en los contextos 

difusos y de otras extensiones difusas. Esto podría lograrse utilizando posiblemente funciones continuas o exten-
siones de las normas t y conormas t clásicas (del Producto o de Łukasiewicz), satisfaciendo por supuesto los axi-

omas requeridos (conmutatividad, asociatividad, monotonía y existencia de un elemento neutro). Asimismo, es 

necesario introducir más operadores, por ejemplo: complemento/negación, inclusión/implicación e 
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igualdad/equivalencia. Se invita cordialmente a los lectores a contribuir al desarrollo de este nuevo campo de 

estudio sobre los grados de pertenencia/verdad, no-pertenencia/falsedad e indeterminación/neutralidad, entre otros, 

en los contextos difuso, difuso-intuicionista, neutrosófico, plitogénico y otras extensiones difusas, que se sitúan 
fuera del intervalo [0,1]. 

Las aplicaciones prácticas de los Conjuntos/Lógicas/Probabilidades/Estadísticas Difusos Sobre, Sub y Fuera 
de Rango se han presentado en este artículo. Las aplicaciones correspondientes en el marco neutrosófico han sido 

publicadas previamente entre los años 2007 y 2016 en artículos y libros [2–6]. 
Aplicaciones similares pueden desarrollarse para cualquier extensión difusa con Conjuntos/Lógicas/Proba-

bilidades/Estadísticas Sobre, Sub o Fuera de Rango, y se invita a los lectores a contribuir con sus propuestas. 

7 Conclusión 

Por primera vez se han introducido los operadores (intersección, unión) para los Conjuntos y Lógicas Difusos 

Sobre, Sub y Fuera de Rango, y se han aplicado a situaciones reales. 
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